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Aia  ich  mcdnen,  vor  vier  Jahren  erschimeoen, 
firodilii»'  äev  KrJrgiaiiggMpMe  ftMufttitM^,  in 
weldMO  ich  die  reptftieiittitive  ttsrit  sysMtnati^ 
sehe  Medwle  d«r  Mbkii'ilcheft  mit  dMk  s^  ein^ 
fechen  gMmeltflM^n  FtiridpieH  der  W^fite'eeheh 
Krysidlogtaphie  su  vi»!i^ii^n  suchte,  da  War 
ick  nodi  mbekanftl:  Miic  d^n  groMciti  Vwthei- 
kn  einer  «aalytiM^^i^nietrisehen  Behecndinng 
dieur  VHrnnmOOM^  v^i^woVL  selbige  in  der, 
mmit  VW  Weiw  gi^Mnd  gemachte^  Leib*  von 
den  Jbu»  ihre  w«rttlMdie  GrimAage  gc^den 
hatte;-  SbM  nachher  wn»de  i^  ji^Oecb  durch 
die  Atbeited  ran  Lmä6f  KupAer,  NeMnann  u.  A. 
anf  dkse  Behi»diungswrfse  anfmelrksam-  ge- 
webt, «nd  gAsüfgt»  tOlmälig  ssu  dar  Ueberseu- 
goiq;,  das»*  tte  die  ^ktftMhMe  und  natürlichste 
unter  allen  Methwidtfttsay  und  sej^  müsse.  Ich 
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venucbte  nun  eine  Umarbeitung  der  ganzen 
IVissenschaft  im  Geiste  dieser  Mediode^  und 
habe  sie  auch  an  der  hiesigen  Bergakademie 
seit  drei  Jahren  m  ihror  neuen  Form  voi^etra- 
gen.  Der  Erfolg  entsprach  meinen  Erwartun- 
gen vollkommen,  indem  zumal  die  krystallo- 
graphischen  Berechnungen  eine  Einfachheit  und 
Eleganz  erhielten,  wie  ihnen  solche  durch  eine 
trigonometrische  oder  synthetisch -geometrische 
B^ündung  nimmer  verschafft  werden  konnten« 

0A  Uk  mm  aiisierdk^  dmfch  bemüäaf^ot^ 
schuiigen  aQWohl,  tu»  atic^  durch  ^€igeB^^[Jn'> 
lerfu«hu«g!W  auf  die  Entdieckwi^  ibaikdi^  Un^ 
voUlommPP^Mtco  gfMpft^  wurde,  :  mtl.  wel-^ 
chtpJen^nCSirundrisR.: haftet  ist;  i da  iiJi^na^ 
roentUch  die  Lehre.,  vooi  der  Abkitudgv  einer 
th^l^V)^eq,.und  die,  friäot  fast  nur  angedeu-» 
tetpi,  Lehr^  von  dc^  CftwibipatiOxKB  jsiner  ganz-^ 
lidbeQ^iJn^rWtuiig  uqtfinferfm  musate,.JNich 
pndlifdi  die  so  in(ei;#iHm|;fü  uadllhtthAaren 
Lehren  dw.  ayewandlM .  Kiystallogiüphie  iil 
den;Ki:!ei8  Dpeiner  Studien  uiidF<Mrschuiigdn/au& 
nahm,  so  bildete  sich  mir. aUisaljg' die  Missen^ 
Schaft  in  dpijenigen  Forig  «tus^  in  tv^her  idi 
sie  gegenwärtig;  den  KiystaUogra(>heB;  und,  Ma« 
themal^ei;^  izur,  Prul^i^  verlege«    '       .  >  : 
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Dies«  erste  Band  begreift^  nebst  der  Ele- 
mentariehre,  die  drei  ersten  Abschnitte  der 
eigentlichen  reinen  Krystallographie ;  ein  bald 
nachfolgender  zweiter  Band  wird  die  ülnrigen 
Abschnitte  der  reinen  und  die  angewandte 
Krystallographie  enthalten ,  welche  letztere  die 
JLehre  von  den  Unvollkommenheiten  der  Kry- 
stallformen  und  den  Zwillingskrystallen ,  von 
der  Messung,  Zeichnung  und  Modellirung  der 
Krystalle  behandelt,  und  mit  einer  kurzen 
Uebersicht  der  Geschichte  und  Literatur  der 
IfVisseBSchaft  endigen  wird. 

Der  Elementarlehre  glaubte  ich  eine,  dem 
nächsten  Bedürfnisse  der  Krystallographie  ent- 
sprechende Darstellung  der  analytischen  Geo- 
metrie der  geraden  Linie  und  Ebene  einverlei« 
h&pL  zu  miissen,  weil  dieselbe  nidit  nur  über- 
haupt weniger  betrieben  zu  werden  scheint, 
sondern  sich  auch,  bei  der^  in  den  meisten 
Lehrbüchern  befolgten,  Zwar  etwas  einfacheren, 
aber  minder  symmetrischen  Schreibart  der  Glei- 
diangen  nicht  so  unmittelbar  an  die  Bezeich- 
nung der  Krystallgestalten  anschliesst,  als  wenn 
man  z.  B.  die  Gleichung  Ax^By-^CxJ^D—Q 

auf  die  Form  —  +  -f^  +  ^  =  1  bringt   Dass  ich 
a      o       c 
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dabei  die  yiex  ebenen  Winkelräutiie,  in  welche 
die  Ebene  durch  beide  Axen  getheilt  wird,  all« 
gemein  Quadranten,  und  ebeii  so  die  acht 
körperlichen  Winkelräume,  in  welche  der  Raum 
durch  die  drei  Coordinatebenen  getheilt  wird, 
allgemein  R a um oc tauten  genannt  habe,  et 
mögen  die  Ax:en  recht-  oder  »chieiWinklig  seyn, 
diess  ist  dne  Licenz,  welche  manche  Bequem^ 
lidikeit  gewährt,  und  mir  daher  von  den  Ma- 
diematikom  vergebeti  werden  mag. 

Carl  Nuummnn. 
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^^enn  wir  die  Naturgegchichte  des  Thierreiehet 
oder  jene  des  Pflanzenreiches  stndiren  wollen ,  Uo 
werden  wir  vor  allen  Dingen  darüber  ins  Reine  ^om* 
men  müssen,  was  denn  eigentlich  zunächst  der  Ge- 
genstand unserer  ^wissenscbaftlicheü  Betrachtung  in 
jedem  der  genannten  Reiche  seyn  kann.  Das  Thier- 
reich,  das  Pflanzenreich  ohne  Weiteres  in  seiner  Ge- 
sammtheit,  and  gleichsam  in  einem  Anlaufe  en  ma$$e 
zu  Studiren )  daseist  eben  so  unmöglich,  als  den  Ho- 
mer zu  lesen,  ohne  Kenntniss  der  einzelen  griechi- 
schen Worte.  Vielmehr  muss  unser  Studium  mit 
Beobachtung  und  Erforschung  der  Einzeldinge  begin- 
nen, und  kann  sich  nur  allmälig  za  den  grosseren- 
und  grösseren  Gruppen  derselben  erheben. 

Was  ist  nun  aber  das  EinzdUing,  welches  wir 
zunächst  in  das  Auge  fassen  müssen,  gleichsam  die 
Einheit,  das  untheilbare  letzte  Glied,  auf  welches  wir 
gelangen,  wenn  wir  das  Thierreich  oder  Pflanzenreich 
in  immer  kleinere  Gebiete  zerfallen  f  —  Offenbar 
nichts  Anderes,  als  was  der  gesunde  Menschenver- 
stand als  ein  Thier,  als  eine  Pflanze  unterscheidet 
und  benennt;  c(iese  vollkommen  isoUrten  Wesen,  von 
denen  ein  jedes  gleichsam  eine  kleine  Welt  um- 
schliess«,  welche  ihre  eigenen  Zwecke  und  die  Bedin- 
gungen zur  Erreichung  derselben  in  sich  trägt,   und 
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für  welche  die  Gesammtheit  der  übrigen* Dinge' als 
'  Aossenwelt  Torbanden  ist  Das  einzele  Thier,  die 
eins^elAiHfoike,  mit  einem  Worte,  das  organi- 
sch eiliidiTid  unm  stellt  sieb  nnsenn  Blicke  so  nn- 
it«ri£fiiabar  als  d^  selbständige  nnd,  wenn  «neb  %u 
iem  Ganzen  contribuirende ,  doch  von  ihm  losgeris«^ 
sene  Einheit  dar,  dass  unsere  Frage  ganz  fiberflüssig, 
und  der  näh/ßren  »BeNacfatang  kaum  werth  in  seyn. 
scheint.  Aber  dennoch  ist  sie  es,  weil  Fälle  eintre- 
ten, wo  dieses  Individunm  nicht  mehr  so  isoUrt  nnd 
selbständig  erscheint^  wie  es  in  diesen^  Schmetterling 
•der  jeaefti  Eichbanme  s«U>st  Tom  Kinde  anrakannt 
wird;  WviLFftUe  emtreten,  wo^  ym  dieses  ladkidwon 
mk  nnaeta  Siwtien  kcmm  an  entdecken  verminen,  und 
HB»  hat  mehr  durch  Raisonnement  als  terch  Am» 
•obapnog  von  seinem  INis^n  überzengen  müsseen.  In 
den  hSberon  Thiier  -  und  PflanaewlaMMi  sind  iceilieli 
die  Iikdividoen  so  vellkommen  abgeschlossene  nad 
salbsläAdige^  Einzelwesen,  das«  def  Natozforsehcr  gv 
heineat  vocläufigea  Ueberlegiuig  bedarf,  um  sich  sn 
übeneugen,  ob  er  es  mift  Individuen  sn  dnm  habe^ 
oder  waeh^.  Selbst  da,  wo  £e  Association  der  Indi» 
iridnen  schon  auffingt  Gesetz  zn  werden',  wird  et 
nidü  lekhl  Gefahr  laufbn,  das  Indiridnam  nu  top* 
kennen;  und  erst  da  aufbdcen,  gleichsam  blindlings 
hinniMMP^^seifen»  wo,  wie'  in  den  Flechten  und  zusam- 
mengesetzten Polypen,  eine  kinige  Veffwachsnng  und 
Yers4^dzung  der  Indiyiduea  kerrscbend  wird; 

Wenn  wir  uns  nnn  im  Gebiete  der  ergantsohen 
Natur  fiberaU  auf  cbe  Indiriduiim,  als  da«  nihAste 
Object  unserer  wissenschaftlichen  Forschung^  verwie- 
sen finden;  weuA  wir  in  deui  Indiridue»  die  Watftmg 
stndirea,  und  nna  sorgftkig  Uten  sufissen,  dieselben 
da,  wo  sie  gleichsam  m  der  organiseliMS  Masse  ver- 
sunken mnd^  au  verkennen  und  zu  übemelM»;  nn 
entsteht  uns  wöM  gans  Mtfriicb  die  Frage^  wio 
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dena  üft  Sache  ta  CMbiete  jl^r  anoi;g|ttiiclieii  Naiv 
veriiake;  ob  auch  da  dar  Begciff  djea.  T^^ff^m^ 
aeine  angamaaseoa  Verwiddißhiuig  gafinndeii,  oAmt  ah 
Bat  dia  Maaaa  aoUaobÜiiii,  gleichaaia  im  cbaotiadbaii 
gaifmid0|  ala^eine  ruiü  mdtgetiaque  m0le$  axiatka.  — 
£a  koniBit  nox  auf  eiae  Yeigleidbmg  der  oigaiuaolHMi 
bdiyidQaii  mit  dao  loaDcheslei  Yarkoianmisaan  der 
aaorganiachaii  Mataxie  an,  am  diese  F^aga  mit  Ja  odec 
mit  Nein  sa  beantwot tan.  Ränmiiolie  baliwiig  dwch 
aUseitiga'  AbgeseUoasenheit  der  Umiiaae  einer  lelb*- 
ständigen,  in  aicK  ToIIendeten  Geatidt  iat  das  Era^e, 
wodnrd^  sich  naa  die  Individaan  der  Thier  -  and 
Pflanzenwelt  za  erkennen  geben.  Eine  genanttca  Ba^ 
tmafatUBg  belehrt  ona  femer,  daa«  dieaei  omnaherlei 
Organe  und  Gliedmaaaaen  nmschliessende^.  Gestalt  i^ 
le»  Fonctionen  ^  lBdirAdiimna9  allen  Bednsfiiisaen 
aeinar ,  inneren  Oekonomie),  allen  A^xitmanrngw  sei- 
ner Lebenskraft,  mit  einem  Worte,  daaa  sie  den 
aSweeken  seines.Daseyna  vorkommen  angemaaaen  ist; 
and,  me  ansaapMBgeaelKt  anch  die  ftnaaere  nnd  ist- 
Dave  Stmoiur  deic  Tbier-  and  PflanzenkSrper,  wie 
verwickelt  das  Spiel  ihrer  Thfttigkeiten  aejrn  möge, 
überall  finden  wir  ab  h$(bM^s  Geaeta  dieselbe  £in- 
faeit  des  Zn&aekes  in  4er  bewaademawärdigea  Q^* 
aaiftia  ausgesprochen,  mi«  welcher  dieaa  AOea  iaein^ 
andei^[reiit 

Im  GeUate  der  anosganiAehen  Natiir  TermiaKm 
wir  fireitiok  daa,  was  uns  m  den  organischen  ladhri- 
dhMn  ak  Liebanskraft  nnd  Lebensaweek  an  nnawi 
^fsnea  Daseyna  Bedtngm^en  nnd  Zwecka  esinne^; 
hJMff^  «af  ^ar  tiefen  StaJa  dea  Sejms  auad  Wirkaim 
veibexea  jene  Begriffe  ihre  Badantang,  nnd  die  sich 
im  steten  Kreisläufe  wiederholenden  biologischen 
Kratoasaemngen  nnd  physioloigischen  Processe  der 
Thier-  nn4  PiansankSrper  aiakea  an  blosaen  physi- 
^kaüachan  KraMoaaarangMi  nnd  chemisehen  Proces- 
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neu  herab.  Giebt  es  daher  Indiyidneii  im  Bereiohe 
der  anorganischen  Natur,  so  müssen,  wir  sie  diesem 
al^eraeinen  Charakter  derselben  angemessen  finden, 
so  Können  wir  ui  sie  nicht  dieselbeB  Anforderangen 
machen,  können  sie  nicht  mit  demselben  Maasastabe 
messen  wie  die  Individuen  der  organischen  Natnr. 
Aber  ein  ähnliches  Yerhälltiiss  der  rähmlicken Iso* 
lirung,  ein  fthnlicher  Zusammenhang  zwischen  der 
Gestalt  und  denjenigen,  was  wir  als  Repräsentanten 
der  biologischen  und  physiologischen  Kraftänssenm- 
gen  so  eben  genannt  haben ,  muss  auch  hier  Statt 
finden,  wenn  anders  Individuen  auch  in  diesem  Na- 
turreiche vorhanden  sind. 

Es   entstehen   uns   daher    die   beiden   wichtigen 
Fragen: 

1. '  Giebt  es  Vorkommnisse  der  anorganischen  Ma~ 

terie  von  jielbständiger,   ringsum  geschlossener 

Gestalt  t 
2.   Lässt  sich  für  diese  Vorkommnisse  ein  Wech- 

selverhältniss,     eine   nothwend^fe   gegenseitige 

deaiehung  und  Abhängigkeit  zwischen  Form  und 

Qualitäten  nachweisen. 
Die  anorganische- Materie  ist  bekanntlich  eines 
dreifachen  Aggregatzustandes  föhig,  indem  sie  entwe- 
der gasig,  oder  flüssig,  oder  starr  auftritt.  Da  awi 
der  gasförmige  sowohl  als  der  flüssige  Zustand  durch 
abtsolute  Gestaltlosigkeit  charakterisirt  sind*),  indem 
sich  jede  in  einem  dieser  Zustände  be&iAiche  Sub- 
stanz den  Conturen  der  sie  unigebenden  starren  Kdr«- 
per  anschmiegt,  und  dadurch  die  völlige  Zufälligkeit 
und  Bedeutungslosigkeit  ihrer  räundichen  Begränzung 
beurkundet,  so  ist  auch  hiermit  für  die  gasigen  und 


*)  Die  Tropfenform  kann  wohl  kaum  als  eine  Instanz  gegen 
diese  Behauptung  gelten,  so  wenig  als  die  durdi  die  Bohwerkraft 
bedingte  horisontale  Oberfläche  der  FlQsaig^^eilpa. 
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flimigieii  Substanse^  jeder  Gedanke  an  die  Mögli<di- 
keit  sieht  nur  einer  ft^lbständigen  nnd  eigenthümli- 
chen  Gestalt, •  sondern  auch  eines  Cansalznsanunen- 
bao^es  zwischen  Form  nnd  Qualitäten  abgewiesen. 
Wir  finden  uns  daher  nur  noch  an  die  starren  Kör- 
per gewiesen,  welche, in  der  Std[>ilität  ihrer  Formen 
wenigstens  die  Bedii^^angen  fiir  jene  Mog^chkeit  ent- 
kalteft. 

Es  zeigen  aber  die  starren  anorganischen  Korper 
in  Beizng  auf  ihre  Configuration  zwei  sehr  auffallende 
Versehiedenheiten.-^  Einige  erscheinen  in  mehr  oder 
wenige^  regelmässigen  poly^drischen  Gestalten,  de- 
rMn  Tläoben  unter  bestimmten  Winkeln  zusammeiw 
UiOMsefBy  und  oft  so  glatt  und  eben  sind,  dass  man 
eh^r  .einen  durcb  künstliche  Schleifung,,  als  durch  die 
Natur  selbst  iacettirten  Körper  vor  sich  z^  haben 
^ubt.  Andere,  wd  zwfir  die  meisten  anoärganiscben 
Körpet  dagegen  treten  in  Gestalten  auf,  welche  kaum 
Spuren  von  jener  Regelmässigkeit  zeigen,  und  ent« 
weder  in  dea  mannichfaltigsten,  platten  oder  krumm* 
Mjkchigtn  Begränzungen  frei  in  den  Raum  hinausra- 
gen, od^  in  ähnlichen  ^  2Wn  Theil  auch  ganz  unbe- 
•timmlmren  Formen  von  andern  Massen  umschloss^Q 
wo'd^ii.    • 

Aber  selbst  jene  regelmässig  gestfdteten  Körper 
zeigen  sieh  niidil  ;ii|i||ier  in  ringsum*  geschlossenen 
Fotanen,  .so  idass  es  sehest,  als  könne;  i^nen  ein^ 
wihei^^  läumlithe'  Isolimng  nicht  immer  zugestand 
^ksi:  wefldein.  ZwfUT'giebt  es  yoUkomunelie,  ringsuiiii 
Abgebildete  Poly^eri,  welche  gleichsam  frei  schw^ 
bend  ia  einer  sie* wp^üll^nden  Matrix  suspc^ndirt  sind; 
aBein  bei  Weitem,  die  meisten  polyädriscben  Formen 
der  Art  erscheinen  entweder  angewachsen  auf  eine^ 
fremdartigen  Unterlage,  deren  Oberfläche  die  Stetig- 
tmt  ihrer  Configuration  unterbricht,  oder  $ie  sind 
dennaisen    neben-  ni^d  -  durch  einander  verwachsen, 
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im»  «ie  nur  B^t  einer  theilweis  aniigeVildeteii  ^[ettak 
in  deli  fnäen  Raum  hinamn^en,   nach  dto  übrigem 
RkbCangen  aber  in  eine  einsige  Marne  yenclimolsen 
lind.    Dieser  letztere  Umstaiid  kann  jedoch  mir  alt 
ein   JBewelB    daf€r    angesehen   werden,,  dass   die, 
schon  atEif  den  niederen  Stufen  der  organischen  We- 
sen unverkennbare,   Tendern  snr  Aggregation  und 
y ersclimehrong  «der  Individuen  in  der  anorganiscben 
Natur  das  allgemein  herrschende  Geseift  des  Yorkoinp 
mens  ist;    und  dass,   wenn   in  jenen  polySdrischen 
Körpern  dap  muthmaassliche  Analogen  der  organischen 
Individuen  vorliegt,  die  durch  ihre  Aggregation  ver* 
anlasstta  Hemmungen  und  8t5rungen  der  Ausbflduftg 
nicht  dazu  berechtigen  können,  die  nur  theilweis  ansi^ 
gebildeten  Vorkommnisse  der  Art  von  den  vollstän<> 
dig   ausgebildeten  Vorkommnissen   zu  trennen,     bn 
Gegentheile  werden  wir,  um  durch  die  MangelhaMg- 
kelt  der  Erscheinung  nicht  über  das  wahre  Wes^n 
dieser  Dinge  getäuscht  zu  werden,   ihre  Umrisse  %n 
ergänzen,  und  das  ab  unvollendetes  Stückweik   er- 
scheinende Naturpro4uct  in  Gedanken  zu  vervoUsfte- 
djlgen  haben.    Ja,  wir  werden  uns  leicht  davon  über- 
zeugen, dass  bei  überhand   nehmender  AggregMion 
und  Verwachsung  vieler    dergleichen   poly^drisob^n 
Körper,   die  Umrisse   der  kfneren  von  den  ät»sereii 
g^zli^  verhüllt  werden,  so  dass  wir  uns  ganze  €M- 
birge  aus  ihnen  au%ediürmt  denken  können,  eime 
doch  frei  ausgebildete  polyödrische  Formen  anderswo 
als  in  den  hier  und  da  zufUllg  leer  gebliebeif en  Rtt«. 
men,  oder  in  den,   gewisse  BildimgsfirisMn  bezeMi. 
nenden,  Grinzflächen  wahrzunehmen.    Und  so  lehrt 
die  Beobachtung  in  dar  That,  das»  die  meisten  Mäh- 
ren Vorkommnisse  der  anorganischen  Materie  als  Ag- 
gregate von  innig  verwachsenen  dergfeicken  petyMM- 
sehen  Körpern,  und  folglich  diese  Fbrmen  «el^t  iah 
die  wesentlichen  der  sfartra  anorganiseheB  Mhterie 
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wa  :betffiiehteii  sind ,  wenn  sie  sich  gleich  in  der  Be- 
gel,  Tenn^  des  Gesetaees  der  Aggregntion,  der  BeFob- 
aefatwig  mehr  oder  weniger  en^ehen. 

Es  bedarf  hternnch  kamn  einer  Erinnemg,  dass 
wir  unsere  Aufmerksamkeit  znnächst  auf  die  voU- 
•  kommen  ansgebildeten  poly irischem  Yoileonunnlsse 
der  anorgimischea  Materie  zn  xichlen  haben,  weil 
sie  in  der  That  als  die  eigentlichen  Repittsententen 
jener  unendlichen  Menge  von  mehr  oder  weniger  vei^ 
diüektea  und  irerkrüppelten  Exemplaren  gelten  müs- 
sen, und  Mb  eine  Bedingung  der  Individaalitftt,  eine 
Rsgaum  gescUessene,  selbständige  Gestalt,  in  Ihrer 
Tollsttodige«  Yerwirklichiing  an  sich  trag«in. 

Schon  seit  längerer  Zeit  bezeichnete  man  diese 
regefattässigen  polyedrischen  Körper  mit  dem  Namen 
4er  Ksy^sialie,  ohne  sidi  jedoch  anf  eine  nfthere 
•Untersnehm^  weder  ihrer  Form  noch  Ihrer  übrigen 
Ctgenehafion  einzulassen.  Als  spfttethin  die  Foiv 
-aehuBi^  im  Gebiete  der  anorganischen  Natur  den 
Weg  der  gemnerea  Beobaeiitnng,  der  Messung  und 
-Rsehnung  bMralen,  als  man  die  Nothwendigkeit  ei- 
ner gifindMeheren  Auffassung  und  sorgfältigeren  Ver- 
l^flicbung^  der  aiaturhislorischen  Merkmale  eingesehen; 
da  gdangte  «sau  auch  su  dem  Resultate,  dass  zwi- 
-aolmi  4en  KSi^pem,  jweMie  man  bisher  ihrer  regel- 
■Mhmigpn  poly^drisehen  G^estait  wegen  ohne '  tJnter- 
«diied  eis  Eiystalle  ^betfei^net  hatte,  manche,  'und 
jEasTfaeil  ise  anfallendem  YerschiedetfheitM  c^wal- 
4eii9  imm  man  sich  zu  waer  Eintbellung  derselben  In 
wesentliche  und  Afterkrystalle,  ,  oder  In  Krystalle 
und  AteudomerphoseB  gendthigt  s^.  Auch  bemerkte 
Bum  bald,  dass  viele  Krystalle  eine  ausgezeichnete 
Anlage  «n  regelmässiger  Spaltung  besitzen,  and  da- 
her bei  dem  ZerscMi^n  Bruch  -  oder  *^Kpaltnn^- 
-atiefee  liefern,  tirelcfafe  isich  nicht  minder  als  die 
Ki)r8talle    aelk«t  durah  eine   regeliüSssige  polySdri- 
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sehe  Gestalt  aoszeichneii.  Darch  di4se  Erfahningeii 
war  denn  die  UnzulängUchkeit  der  von  jener  Gestalt 
allein  entlehnten  Merkmale  für  die  Beatimnmng  des 
Begriffes  £ry8tall,  und  die  Nothwendigkeit  hinrei-^ 
chend  dargethan,  noch  andere  Merkmale  in  oen  In- 
halt dieses  Begriffes  aufzunehmen,  um  :diejenigeiM 
Dinge 'von  seinem  Umfange  aui^zusohliessen,' welche 
früher  irriger  Weise  in  denselben  angenommen  wor- 
den waren.  .'   "^ 

Da  die  gehörige  Feststellung  dieses  Begriffes  für 
uns  von  gaUz  besonderem  Interesse  seyn.muse,  se 
wild  eine  etwas  ausführlichere  Erörterung  der  idhti 
sEur  Richtschnur  dienenden  Verhältnisse  hier  nicht 
am  unrechten  Orte  stehen. 

£s  ist  zuvörderst  begreiflieh,  dass  die  Krit<^ien, 
welche  zur  Unterscheidung  der  wirklichen  oder  äok* 
ten  Krystalle  von  allen  blos  krystallfibnliehen  Bil- 
dungen dienen  sollcm ,  .  nur  durch  eine  genansire  Un- 
tersuchung und  Yergleichung  der  EigenschafiifM'.der 
Krystalle  selbst  gewonnen  werden  können.  Untersu- 
chen wir  in  dieser  Absidit  die  physischen  Eigen- 
Bchafifcen  derselben,  um  den  etwaigen  Zusammenhang 
zu  entdecken,  welcher  zwischen  ihnen  und  der  Kry* 
Stallgestalt  obwaltet,  so  finden  wir,  dass  diese  Ge* 
stalt  und  der  Complex  jener  Eigenschafilen  keineswe» 
ges  in  einer  ganz  beziehungslosen  Unabhängigkeit 
von  einimder  stehen,  und  dass  folglich  die  Gesetze 
der  Gestaltung  keinesweges  bedeutungslos  für  De^)e- 
nig^n  seyn  können,  welcher  die  physischen  Eigen- 
schaften der  Krystalle  näher  erforschen  wilL  Im 
Gegentbeile  entdecken  wir  eine  Menge  so  'überra- 
schender Beziehungen,  so  unzweifelhafter  Beweise 
einer  gegenseitigen  Abhängigkeit,  eines  inneren  und 
nothwendigen  Wechselverhältnisses,  dass  wir  sehr 
bald  zu 'dem  Schlüsse  gelangen,  die  Krystallgettalt 
sey  nur  dieGränze  des  Spielraumes  derselben  Kräfte, 
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welche  das  Daseyn  des  Krystalles  und  souiit  die  ganze 
Eigenthümlicbkeit  seines  Wesens  bedingen;  sie  sey 
nnr  der  rftumlicbe  Ausdruck  dieses  Wesens,  das  sei- 
nem inneren  Gehalte  entsprechende  äussere  Grepräge. 

Prüfen  "wir  z.  B.  die  Cobärenz,  als  eine  der  ^wich- 
tigsten,  unmittelbar  an  der  Substanz.  hAftenden  phy- 
sischen Eigenschaften,  der  festen^  Körper^  nach  der 
Art  und  Weise,  wie  sie  sich  in  den  Kryst^Uen.  ofr 
fenbart,  so  finden  wir  unsere  Behauptm^  auf  eine 
.ganz  unwiderlegliche  Art  bestätigt.  Denn  was  sind 
jene  Blätterdurchgänge. am  Kftikspatfae,  am  Bleiglanze 
und  allen  Krystallen,  welcher  Species  sie  angeboren 
mögen,  was  sind  sie  Anderes,  als  die.»eth.wei^gen 
Folgen  einer  nach  gewissen  Richtungen'auf  ein  Mi- 
«ninnun  herabgesunkenen  Cohärenz?  Und^  wenn,  diese 
Blätterdnrchgänge  im ^ genauesten,  mathemal^ck  er- 
weislichen Zusammenhange  mit  der  Krystallreibe  der 
Species  stehen,  an  welcher  .sieTorkßifiiiifHQ»  weim 
sie  jederzeit  den  Fläehen.  gewisser  GiQ$talten,.  dieser 
Krystallreihe  parallel  laufen,,  ^rin^mi  f^b^iigehorigfr 
Anzahl  regelmässige  Spaltungsstuqke  lielbim,;  welche 
sich  durch  Nichts  als  den  Maugdl  der.  .{Jxsprunglich- 
keit  Ton  .den  Krystallgestalteu'  untQi:i3oh0i4en-;  wflpi 
Anderes  kündigt  sioh  uns  in  diesem  ^IiQH  .im  9  als 
dass  die  Cohärenzrefhältni^üe  der  K|rys^a^e:in,noth- 
wendigem  Causalzusammenhauge  ^t  ibri^u,  .Gestalt- 
verhältnissen stehen,  und  daM  eine  gemj^inschufdiche 
Ursache  beiden  zu  Gtunde  liegen  mussl,  ^^   / ./      > . 

Werfen  wir  aber  unsern  BUck-  auf  di^.  ßo,  mer]^* 
würdigen'  optischen  Yerhftltnisse  der  Kii^'stalle)  wie 
sieh  dieselben  in  den  Erscheinungen  der  doppelten 
Strahlenbrechung,  der  Farbenwandlung,  d<s  J^ichrois- 
mus  XL  s.  w.  offenbaren,  so  entdecken  wir  auch  in 
diesen  Erscheinungen,  wiewohl  sie  nichts  ejinzig  und 
allein  an  -der  Substanz  der  Krystalle  haften,  sondern 
durdi  dian  Conflict  .voS^i  ^em,  Liebte,    als.  einer  von 
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hcorstanittmideii  Knrftftugserogg »  bedingt  wer- 
den, einen  ähnlichen  Zasaimnenhang  mit  denOestalC- 
'  Yerhtitniisen.  Oder  wollen  wir  es  «k  bedentung»- 
los  übersehen,  dass  nnr  die  KrystaHe  ein«8  Syste- 
me« ven  dMi  Gesetze  der  doppelten  Strahtenbrechnng 
ansgenommen  sind,  während  in  zwei  andern,  auch 
in  ihren  GestaltverhäÜnissen  anf  ekie  meidcwürdige 
Art  gbereinstimmenden  Systemen  einaxige^  in  den 
übrigen  Systemen  aweiaxige  doppelte  Stridilenbre- 
ehimg  Statt  &idet?  Wollen  wir  es  übersehen^  dass 
4iese  deppelte  Strahlenbrechung  einen  attractiven  oder 
tepolsiven  Charakter  «eigt,  je  nachdem  die  Spal- 
«nng^geetaltfen  ^r  respectiyen  Species  nudoroax  oder 
hrachyax  sindt  Wollen  wir  es  fiberseben,  dass  in 
4en  sehälemden  nnd  farbenwandehiden  Krystallen 
-beide* £l«ebeinmigen  «inr  nach  gewissen,  kryirtaflb- 
graphisth  bestimmbaren  Ricbtnn^n  ei^%en,  nach 
andern  gans  verschwfandenf  Erinnert  ans  nicht  viel- 
mehr diess  AKes,.  erinnert  uns  nickt  sdion  die  ein- 
Atete  und  bekannte  Tfaatsache  des,  anf  veiscbiedenen 
Krjlitftllflächen  oft  so  TCrschiedenartigen,  Glanzeg,  dass 
attch  der  ganze  Complex  der  optischen  Ersefaeinangen 
derKi^taUe  in  nothwendigem  Clansalznsammenhaage 
mit  den  CtestaltirerhUtalssen  derselben  stehet  -^ 

Und  wie  wir  anf  diese  Weise  zur  AnerkenMOig 
-eines  «olchen  Zusammenhanges  iOr  die  Erscheinungen 
derCohärenz  und  deslidites  gendthigt  mnd,  so  wis- 
sen wir  es  auch  von  den  durch  Erwärmu^^  bedingten 
Erscheinungen  der  Ausdehttang,  von  den  Ervclieinun- 
gen  des  Elektrismus  mancher  Erystalle,  dam  ine  im 
mAt  e4er  weniger  ergrändeten  Beziehungen  3u  den 
^festaltveirhältnissen  detselben  stehen.  Ja,  sogmr  das, 
allen  morphologisdien  Beziehungen  anscheinend  gnsiz 
entfremdete,  specifische  Gewicht,  sogar  die  leheantedbe 
AequivalentzaU  der  SubstanMn  smiss  mit  der  Kty- 
tftallgestalt  verknipft  8«yn,  wmn  anders  sieh  Kvpf- 
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fer'a  merkwürdige  Besoltate  iftber  das  Wedi8el?6r- 
b&Imufi  dieser  drei  Elemente  bewähren  «oUten. 

faesen  wir  dag  Bisherige  in  wenig  Worten  sa- 
sammen,  so  erhaken  wir  das  JCig^bniss,  dass  ht  je- 
dem wirldichen  ^Krystalie  ein  notlvweMliges  Wedisel- 
▼erhftltniss,  ein  Cansalzusammenhang  in  der  streng- 
sten Bedeatang  des  Wortes  zwisdien  seiner  Gestalt 
tind  dem  Complex^  seiner  physischen  Eigensdiaften 
Statt  findet;  ein  Znsammenhffing,  welcher  fiir  die  mei- 
sten dieser  Eigenschaften  mit  Eridene  nachgewiesen, 
für  die  übrigen  aber  wenigsteiis  höchst  widirschehi^ 
lieh  gemacht  werden  kann.  Dto  sich  nns  nnn  das 
Wesen  eines  Dinges  nur  in  dem  Complexe  seiner 
Eigenschaften  offenbart,  so  miiss  jede  Efgens<Aiaft, 
welche  wir  mit  dem  Complexe  der  übrigen  In  noth- 
wendiger  Verknüpfting  erkenof^n,  ala  dem  Dinge  we- 
sentlich ang^hürig  betrachtet,  und  mit  allem 
Rechte  sds  eine  1;vesent)lche  Eigen« fihaft  des-* 
selben  beselbhnet  werden  können.  In  diesem  Sinne 
werden  Wir  di^'er  fSr  jeden  ächten  oder  wirklichen 
ErystaU  die  Fordernis  geltend  sn  maohen  haben,  das« 
seine  Ctestalteine  wesentliche  Gestalt  «eyn 
müsse;  «ind  diese  Wesentlichkeit  der  Gestalt  istdaa 
erste  Krilerinm  fir  die  Aechtheit  der  KryataHe. 

Die  Ki^stalk  -süid  nnd  bleiben  aber  in  dHen, 
nnd  aaeh  in  denjenigen  FftUeb,  w^  mensehUehe  VfiA'' 
kür  die  Bedingungen  ihrer  Entstdmng  künstlich  hel^ 
beiführte,  sie  sind  und  bleiben  immer  N'istnrpro- 
4acte.  So  «wenig  der  Mensch  es  ist,  der  die  Pflanze 
wachsen  macht,  well  er  das  Safflntonkem  dem  Boden 
anvertraiii,  nnd  Wärme  nnd  Itoehtfgkeit  4em  jattgeü 
Keime  vnfUurt:  so  wenig  ist  er^M,  der  den  KfystaH 
ansddessen  macht,  weil  er  die  gebildete  SalimtlUl- 
tnBg  alten  der  lErystallisattdn  günstigen  Bedingviugen 
MterWlrft.  4>Mr  KrystaH  ist  und  bleibt  Nntitrpwiliioi, 
er  ttag  im  Schoosse  der  firde,  oder  imliaberatiitfatm 
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d««  Chemikers  gebildet  worden  seyii,  und  die  .plasti« 
sehen  Kräfte,  welche  seiner  Substanz  gebieten,  sich 
gerade  so  und  nicht  anders  aus  dem  Zustande  der 
Flüssigkeit  herauszugestalten,  sind  in  beiden  Fällen 
dieselben,  und  nicht  weniger  unabhängig  von  den 
Eingriffen  menschlicher  Kunst,  als  jener  hdbere  Bil- 
dungstrieb der  organischen  Körper.  ^  Der  Krystall 
verdankt  daher  nur  der  Natur,  was  er  ist;  mit. allen 
seinen  Eigenschaften,  mit  seiner  Farbe  wie  mit  sei- 
ft^ Gestalt,,  mit  seinem  Glänze  wie  mit  seiner  Klar- 
heit wurde  er  von  ihr  ausgestattet,  und  auch  nur 
«o,  wie  er  aus  ihre»  Händen  hervorgegangen  ist,  in 
der  ursprungliehen  Unvejrsehrtheit  seines  .Wesens 
wird  er  zunächst  Gegenstand  wissenschaftliche^  Be- 
trachtung. 

.  W<enn  die  Natur  einen  Krystall  bildet,  so  setzt 
sie  sich  in  seiner  Gestalt:  gleichsam  die  Schranken 
ihtfer  plastischen  Wirksamkeit,  und  diese  äussere  Ge- 
stalt moss  eben. so  nodiwendig  ihr  selbstfägenes  Werk 
•eyn,  als  es  die  äussere  Gestalt  eines  Thi^re8  oder 
eider  Pflanze  ist.  Daher  fordern  wir,  denn  atuch  niit 
Becbt  für  jeden  wirklichen  Krystall,  da^s  sc^ne  Ge- 
.atalt  eine  .urspriingli'che, .  von  der  Natur  selbst, 
unmittelbar  .bei  seiner  BUdung)  ausgeprägt?,  nicht 
aber  eine  secundäre^  erst  nach  seiner  Bildung  durch 
mechanische  oder  chemische.  Einwirkungen,  ^dejr  gar 
4ni^ck  Eia^iffe,  menschlicher  Kunst  hervorgerufene 
Gestalt  sey. 

.  .  Erinnern  wir  uns  des  kurz  vorher  au%eft|ndenen 
Kriteriums  von  der  Wesentlichkeit  der  KrystaUge- 
«talteti,  innd  vergessen  wir  nicht,  wie  dojoh  nur.  im 
Eeiche  der  anorganischen  Natur,,  und  in  diesem  wie- 
derum nur  im  Gebiete  ihrer  starren  oder  festen  Er- 
zeugnisse von  Krystallen  überhaupt  die  Rede  seyn 
könne;  so  erhalten  wir  durch  Zusamm^WteHuug  aller 
Merkmale. fdlgende  Definition; 
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Krystall  ist  jeder  starre,  anorga^l- 
scke  Körper,  welcher  eine  wesentli- 
che und  ursprfittgliche  poly^drische 
Gestalt  besitzt. 
Weil  wir .  jedoch  za  diesem  Begräfe  ivnächn 
nur  darch  genauere  Betrachtung  der  .eigentlichen  Kry* 
stalle  gelangt  sind,  so  fragt  es  sich,  oh  er  auch  eng 
genug  sey,  um  alle  krystidlähnliehen  Bildungen, 
wohin  wir  emerseits  die  regdmässigen  Spaltangs« 
stucke,  anderseits  die  Pseodomorphosen «zu  rechnen 
haben,  ron  seinem  GebletjD  auszuschliesseo.  Die  er- 
steren  iitimmen  zwar  in  der  Wesentlicbkeit  ihrer  po- 
ly^drisohen  Gestalt  mit  den  Krystallen  Tollkommen 
öberein,  so  dass  dieses  Merkmal  allein  keinesweges 
ausreichend  seyn  wurde,  um  die  regelmässigen  Spal» 
tungsstücke  von  den  Krystallen  zu  unterscheiden.  Al- 
lein das  Merkmal  der  Ursprünglichkeit  der  Gestalt 
geht. ihnen  ab,  weil  die  Natur  Spaltungss tacke  als 
solche  nicht  herrorbria^,  obgleich  siä  in  den  ver- 
schiedenen Cofairenzgraden  die  ursprünglichen  Bedin- 
gungen ihrer  Möglichkeit  vermittelte.  Jedes  Spal- 
tungsstück ist  immer  das  Fragment  eines  Krystalles; 
die  Nator  erzeugt  aber  keine  Fragmente,  sondern 
vollständige  Gebilde,  keine  Krystalltrümmer,  sondern 
iürystalUndividuen.  Die  Spaltungsstueke  werden  also 
dureh  den  Mangel  einer  ursprünglichen  Gestalt  auz 
dem  UmCange  des  Begriffes  Krystall  vollkommen  aus- 
gesdüossen,  und  rücksichtlich  ihrer  wäre  nnsei^e  De- 
finition gerechtfertigt. 

Was  nun  die  Pseudomörphosen  betrifft,  so  giebt 
es,  in  der  weiteren  Bedeutung  dieses  Wortes,  drei 
verschiedene  Arten  derselben.  Einige  sind  Ausfül- 
lungsmassen,  oder  Abdrücke  in  den  Eindrucken,  wel- 
die  früher  einmal  vorhandene  und  nachher  zerstörte 
Krjstalle  in  einer  sie  umgebenden  Masse  zurückge* 
lassen;    andere  sind  Einhüllungsmassen   oder  Inmi- 
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staC«^  weLohe  sich  nach  Art  eiaes  Uebertmgtt  oder 
einer  Schale  um  einen  vorhandenen  KrystaU»  wie  nm 
einen  Kern,  anlegten;  noch  andere  endlich  und  umge- 
wandelte Massen ,  indem  gewisse  Krjrstalle  ihrer  Sub- 
stanz nach  eine  gänaliche  Yerändernng  erlitten,  ohne 
dass  sich  die  äussere  Form  änderte.  Man  sidbt  so- 
l^eich  aas  disser  Angine  ihrer  Bildnngsweiae,  das« . 
die  Ctestaken  der  Psendomorphosen  eben  so  wie  jene 
der  Krystalle  den  Charakter  der  UrsprQogiieyceit  be^ 
sitsen ;  dem  sie  entstanden  ja  uimittelbar  während 
des  Absatzes  der  Snbstanz ;  sie  sind  die  primitiven 
Schranken,  innerhalb  welcher  dieser  Absatz  zn  er^ 
folgen  au&drle,  gerade  so  wie  es  auch  die  Umrisse 
des  Krystalls  iur  den  Anwachs  seiner  Substanz  sind. 
Dagegen  ist  aber  aach  nicht  minder  eiideuditend, 
dass  die  Oestaken  der  Psendomorphosen  in  koinen 
wesentlidien  nnd  nothwendigen  Zusammenhange  mit 
den  übrigen  Eigenschaften  derjenigen  Substanzen  ste- 
hen kttnnen,  an  welchen  sie  erscheinen.  IHe  Psen- 
domorphosen haben  didier  zwar  ursprängUche  aber 
keine  wesentlichen  Gestalten,  und  werden  durch 
die  Negation  dieses  letzteren  Merkmales  aus  dem 
Um&nge  nnseis  Begriffes  von  Krystall  hinlänglich 
ansgescfalossen» 

.  So  wäre  de«^  unsere  Definition  voHstindig  ge- 
recfatfeitigt,  und  uns  die  Regel  gestellt,  keinen  anor^ 
gai^Bchen  Körper  von  polyidffischer  Gestalt  fBz  einen 
Krystall  anzusprechen,  wenn  cBese  seine  Gestalt  nicht 
eben  sowohl  eine  ursprüi^liche,  als  eine  wesentliche 
Gestalt  ist;  beide  Worte  in  dem  hier  erläuterten 
Sinne  genommen.  Hiermit  ist  aber  aoch  zugleich  die 
Antwort  auf  unsere  obige  Frage  nach  dem  Vor JbwH 
men  vmi  Individuen  im  Gebiete  der  anorganischen 
Natur  gefunden.  Denn  was  Anderes  fotdem  wir  mit 
der  Wesentlichkeit  nnd  Ursprfinglichkeit  der  Krystall« 
fonnan,   als  jenen  inneren  Zusaannenhang  swisdien 
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einar  von  der  Natw  selbst  «ntgeprigten  Gtitdlt  «ad 
d«r  Gnammtfieit  der  übrigen  Eigeiitfkfaaften,  werben 
wir  fßMifh  anfiangs  als  die  MMiiweiidige  Bedhigoiig  der 
Indnddiialitfit  anfirtelltenl  Und  werden  wir  unc  webl 
weigern  können,  in  den  Krystallen  die  individtten  der 
anorganischen  Natnr  anzuerkennen,  nachdem  wir  ans 
von  dem  Yorhandenseyn  eines  solchen  Zusammenhan- 
ge» Sberzeugt  haben  1 

Die  Krystall*  shid  es  ebo,  in  wekben  dw  B^ 
griff  des  ImUvidunms  fir  die  anoiganisehe  Natnr  i 
Follständige  VerwirkBcbang  gefanden  hat, 
ihnest)  aber  aoch  nur  in  ihnen  finden  wir  diejenigen 
Bedingnogea  ToUetäadig  erfülle,  welcbe  ans  wet  Am- 
erkennitng  der  IndiTidualität  nötblgen;  Bedingungei^ 
von  weichet  räumliche  Abgeschloseenheit  dufch  eine 
ringsusft.TdAendele^  u)rspriingttche  Gestak  die  ersie^ 
und  innige  Verkettung  dieser  Gestalt  mit  der  Ge« 
sammtheit  dtr  physischen  Eigenschaften  die  sweifte  ist. 

Weil  aber  die  KryeidUe  grössteniheils  den  oben 
erwähnten  Gesetae  der  Ag^egation  und  Vetwachsung 
unterworfen  sind^  und  ihre  Gestaltm  in  Folge  de»* 
selben  nicht  nur  weit  unter  Jene  Regelmässigkeit  dw 
isolirten  und  ringsum  ausgebildeten  Indtriduen  herab-' 
sinken^  sondern  linch  oft  dermassen  entstaUt  und  ren* 
diüdit  werden^  dass  jede  Spiur  der  ki^stidUnisoben 
Bildnng  iterscbwindet,  und  unregebaftsiige,  kSmigs 
stängUche  oder  schaUge  Formen  als  BeeulM  det 
dnrch  das  Gedr^ng»  Aer  Individuen  naeh  allen  Rieh-* 
tnnge^  gebumnlen  Bfldvmg  aasl^VQmeheine  konanen; 
so  werden  wir  aack  dem  Begrifie  des  anorganischen 
IndiiMnums  etwas  weitere  Gränaen  anweisen  mäanNi^ 
abi  jenem  des^  Krystalles.  Dem  je^f  KrjrstaU  äd 
eia  Mividnnm,  abar  ucht  jedes  Indiriduuiii  ein  Kty*^ 
stell;  wenn  idch  gleich  dfet  Ttadana  aar  Ausprägung 
einet  i>allsHndigsn  KryataUfarm  in  den  verfac^pelten 
Individuen  eines  körnigen  AggiegMiea  eben  na 
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giscb  regte,  als  in  den  itolirten  und  vollkommen  aus- 
gebildeten KrysHillen.  Die  Krystalle  kSnnen  daher 
auch  ala  diejenigen  anorganischen  Individuen  delBnirt 
werden,  deren  Ausbildung  gar  nicht  oder  nur  theil- 
weis  gestört  worden.- 


Die*Krystallologie  ist  die  Wissenschaft  von 
der  Ctesetzmässigkeit  der  naturlichen  Eigenschaften 
der  Krystalle ,  oder  die  Physiologie  der  anorganischen 
Individuen.  Da  gich  nun  die  naturlichen  Eigenschaf- 
ten jedes  Korpers  in  drei  verschiedene  Kategorieen 
bringen  lassen,  wiefern  sie  entweder  in  der  Form 
oder  in  den  Qualitäten  oder  in  der  Materie,  als  dem 
jenen  beiden  zu  Grunde  liegenden  Substrate,  gegeben 
sind,  so  zerfällt  auch  die  Kirystallologie  in  die  drei  Ab- 
schnitte :  Krystallographie  (oder  Krystallometrie), 
Wissenschaft  von  den  morphologischen  Eigenschaften, 
Krystallophysik,  Wissenschaft  von  den  physi- 
schen Eigensch^ten,  und  Krystallochemie,  Wis- 
senschaft von  den  chemischen  Eigenschaften  der  Kry^ 
stalle. 

Die  Krystallographie ,  als  Wissenschaft  von  der 
Gesetzmässigkeit  der  Krystallgestalten  (oder  als  Mor- 
phologie der  anorganischen  Individuen)  betrachtet  an 
den  Krystalleh.  nichts  als  die  Gestalten,  und  abstra- 
hiit  von  allen  übrigen  Eige^ischaften  derselben.  Weil 
nun  diese  Gestalten  nach  sehr  bestimmten  Regeln  ge- 
bildete, von  ebenen  Flächen  umschlossene  Figuren 
sind,  so  ist  begreiflich,  dass  die  Krystallographie  ihre 
Au^be  nicht  anders  als  mit  Hülfe  der  Geometrie  zu 
losen  vermag;  ja,  man  konnte  sie  nicht  mit  Unrecht 
als  de^enigen  Theil  der  angewandten  Geometrie  de* 
finireh,  welcher  ausschliesslich  die  an  den  anorgani- 
schen Individuen  verwirMichten  stereoraetrischen  For«» 
men  zum  Gegenstande  hat. 
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Die  Krystallographie  zerf&Ut  in  einen  reinen  and 
einen  angewandten  Theil.    Die  reine Krystallogra- 
phie  setzt  eine  vollkommene  Ausbildung  und  ideale 
R^lmässigkeit  der  Krystallformen  voraus,   und  ab- 
strahirt  von  allen  Unvollkommenheiten,  denen  sie  in 
der  Wirklichkeit  mehr  oder  weniger  unterworfen  sind, 
weil  sich  ^die  mannichfEdtigen  Gesetze   ihrer  Gestal- 
tung nur  unter  dieser  Voraussetzung  erforschen  und 
darstellen  lassen.    Die   angewandte  Krystallographie 
dagegen  betrachtet  die  Krystallformen  nach  der  eigen- 
thümlichen  Weise  ihres  wirklichen  Vorkommens/  und 
lehrt  zugleich  "alle  die  praktischen  HuUsmittel  ken- 
nen,  durch  welche  eine  gründliche  Kenntniss  dersel- 
ben gefördert  und  gesichert  wird;    woran  sich  eine 
geschichtliche  Uebersicht  dessen  schliesst,  was  im  Ge- 
biete der  Wissenschaft  geleistet  worden. 
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Die  graai^v^  und  naoh  ^en  RichtangfJi  vervid- 
fiUligjbf  n :  BeobacbtiiQgeB  Afarten  auf  die  Entdeckung 
einer  so  grossen  MannicbfalHg^eit  von  Krjstallfor- 
men,  dass  man  an  einer  wissenschaftlich  geregelten 
Srforschiing  derselben  verzweifeln  müsste,  wenn  die 
Natur  nicht  anch  hier,  wie  überall,  die  Mannichfal- 
tigkeit  ihrer  Prodoctionen  unter  bestimmte  Gesetze 
gestellt  hätte,  welche  dem  Beobachter  eben  so  viele 
feste  Poncte  darbieten,  von  welchen  aus  eine  geord- 
nete Uebersicbt  jenes  weit  ausgedehnten  Gebietes  ge- 
wonnen werden  kann.  Wie  verschieden  nämlich  die 
Krystallgestalten  gebildet  seyn  mögen,  so  ist  es  doch 
unverkennbar,  dass  sie  sich  nach  gewissen  durchgrei- 
fenden Gestaltungsgesetzen  in  mehre  Gruppen  oder 
Kristallsysteme  absondern,  2lwischen  welchen  zwar 
Allnäherungen ,  aber  keine  wirklichen  Uebergänge 
Statt  finden.  Innerhalb  eines  jeden  solchen  Systemes 
giebt  es  nun  möglicherweise  zahllose  Gestalten,  swi* 
sehen  welchen  jedoch  eine  unauflösliche  Verwandt- 
schaft und  geometrische  Verknüpfang  besteht,  und 
welche  nicht  nnr  einzeln  oder  isolirt,  sondern  a«ieh, 
kraft  jener  Verwandtschaft,  in  den  mannichfaltigsten 
Verbindungen  oder  Combinationen  auftreten. 
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Et  wäre  nieht  wohl  mSglioh,  weder^  die  einselen 
Crestaiten  überhaupt,  noch  die  Gesetze  ihres  geome- 
trischen'Zasammenhanges,   noch  die  wesentliche  Ei- 
geotbumlichkeit  jener  Systeme  mit  gehöriger  Deutlich- 
keit und  Bestimmtheit  zu  fixiren,    ohne  dabei   eine 
Terminologie  der  allgemeinen  Gestaltungsrerhältnisse 
inri  gewisse  geometrische  Bestimmungen  Toraussu- 
setzen.    Die  reine  Krystallographie  beginnt  daher  mit 
einer  Elementarlehre,    welche  die  Terminologie 
und  allgemeine  Eintheilung  der  Krystallformen  zum 
Gegenstande  hat,    und  in  gegenwärtigem  Werke  mit 
einem  kurzen  Abrisse  der  analytischen  «Geometrie  der 
geraden  Linie  und  Ebene  eröffnet  wird,    da  die  Be- 
rechnungen der  Krystallformen   fast  durchgängig  anf 
sie  gegründet  werden ,  und  ihre  Methode  weniger  aD- 
gemein  bekannt  zu  seyn  scheint,    als   sie  es  bei  ih- 
rer Fruchtbarkeit  und  Eleganz  verdient.    Auf  die  Ele- 
mentarlehre folgt  die  Systemlehre^  in  welcher  die 
einzelen  JR[rjstal1systeme  voltständig  und  gründlich  in 
Betrachtung-  gezogen  werden,  weshalb  sie  denn  auch 
in  eben  so  -viele  Abschnitte  zerfällt,   als  es  Krystall- 
iysteme  giebt.     Jeder  dieser  Abschnitte  beginnt  zu- 
vörderst mit  einer  Aufzählung  und  Beschreibung  der 
einzelen  Gestalten  seines  Systemes,   entwickelt  dar- 
auf den  zwischen  diesen  Gestalten  bestehenden  geo- 
metrischen Zusammenhang,    giebt  dann  die  Berech- 
HBng  derselben,   und  schliesst  endlich  mit  der  Dar- 
itellung  der  Gesetze,  welchen  die  Combinationen  der 
einzelen  Gestalten  unterworfen  sind.    Hiernach  ver- 
tkeilt  sich  der  Inhalt  einet  jeden  Abschnittes  in  vier 
CapUel. 
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^  Erstes  Hauptstück. 
Elementarlehre. 


Erster  Abschnitt. 

Annlyliiche  Geometrie  der  geraden  Linie  und  Ebene, 
afs  Grundlage  der  Krystallographie, 

i    1. 

Wesen  und  Verschiedenheit  der  Befltimmangsmethoden. 

Die  Bestimmung  der  Lage  gegebener  Puncte,  Linien 
und  Flächen  ist  jederzeit  relativ,  d.  h.  sie  findet 
nur  beziehungsweise  auf  andere,  gegebene  oder  will* 
kürlich  gewählte  Puncte,  Linien  oder  Flächen  Statt. 
Nach  der  verschiedenen  Art  und  Lage  dieser  letzte* 
ren  giebt  es  verschiedene  Bestimmungsmethoden,  wel- 
che jedoch  alle  auf  die  Bestimmung  von  Puncten 
hinauslaufen,  weil  jede  Linie  als  eine  stetige  Nach- 
einanderfolge,  und  jede  Fläche  als  eine  stetige  Nach- 
und  Neben  einanderfolge  von  Puncten  betrachtet  wer- 
den kann.  Wie  übrigens  akch  diese  Methoden  be- 
«chaffen  seyn  mögen,  so  werden  sich  bei  ihrer  An- 
wendung immer  die  zwei  Fälle  unterscheiden  lassen, 
da  die  zu  bestimmenden  Linien  und  Puncto  in  einer 
Ebene  enthalten  sind,  oder  nicht;  und  weil  im  erste- 
ren  Falle  die  Betrachtungen  viel  einfacher  werden,  so 
ist  es  zweckmässig,  mit  ihm  den  Anfang  zu  machen. 


Erstes    Capitel. 
Punct  und  Linie  in   der  Ebene,  i 

i   2. 

Allgemeine  Bestimmnngsniethode. 

Sind  uns   nun  in  einer  Ebene  mehre  Puncto  P, 
P^^P"  u.  8.  w.  (Fig.  1.)  gegeben,  so  ist  eine  der  be- 
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qaemsten  und  fruchtbarsten  Bestimmungsmethoden  die- 
jenige,  da  man  ihre  Lage  auf  zwei,  in  derselben 
Ebene  willkürlich  gewählte,  und  sich  in  einem  Puncte 
M  sehneidende  gerade  Linien  XX'  und  YY'  bezieht, 
welche  die  Ebene  selbst  in  vier  Quadranten  theilen. 
Zieht  man  nämlich  durch  jeden  der  gegebenen  Puncte 
mit  XX'  und  YY'  ein  paar  Parallelen  PQ  und  FR, 
P'Q^  and  P'R'  n.  s.  w. ,  so  wird  jeder  derselben  als 
der  Durchschnittspunct  seiner  Parallelen  fixirt.  Da 
nun  eine  jede  dieser  letzteren  mit  einer  der  Linien 
XX'  oder  YY'  gleichfalls  zum  Durchschnitte  kommt, 
und  dadurch  eine  bestimmte  Länge  erhält,  so  ist  ein- 
leuchtend, dass  jeder  Punct  durch  Angabe  der  Grösse 
und  Lage  der  durch  ihn  gehenden  Parallelen  vollkom- 
men bestimmt  seyn  muss.  Man  nennt  jede  der  will- 
kürlich gewählten  Linien  eine  Axe,  beide  zusammen 
das  A^censystem,  ihren  Durchschnittspunct  den 
Nullpunct  oder  Anfangspanct  des  Systemes  und 
die  doTch  jeden  Punct  P  gelten  Parallelen,  oder 
auch  fie  entsprechenden  Axenabschnitte  die  Coor- 
dinaten  des  Pnnctes.  Alle  Coordinaten,  welche 
der  einen  Axe  parallel  sind,  bezeichnet  man  mit  ^; 
die  der  andern  Axe  parallelen  mit  y,  und  unterschei- 
det und  benennt  auch  hiernach  beide  Axen  als  Axe 
der  o;  und  Axe  der  y.  Der  Nullpunct  theilt  jßde 
Axe  in  swei  Halbaxen,  welche  wegen  ihrer  entge- 
gengesetzten Richtung  von  diesem  Puncte  aus  als  p  o- 
sitive  (4*)  und  negative  ( — )  Halbaxe  unterschie- 
den werden;  ein  Unterschied,  der  auch  auf  die  Coor- 
dinaten übergeht,  indem  selbige  das  Zeichen  ihrer 
respectiven  Halbaxen  erhalten.  Das  Axensystem 
selbst  ist  entweder  rechtwinklig  oder  sc4iief- 
winklig,  je  nachdem  sich  die  Axen  unter  rechten 
oder  schiefen  Winkeln  schneiden.  Beide  Fälle  erfor- 
dern eine  besondere  Betrachtung. 
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A,    Rechtwinkligem  Axeneyetem, 

f.    3. 

Centraldirtanz  einet,  und  Distanz  zweier  Poncte. 

Da88  mittels  eines  rechtwinkligen  Axensystemeil 
jeder  in  einer  Ebene  gegebene  Punct  zu  bestimmen 
sey,  ist  einleuchtend.  Denn  sobald  fiir  x  und  y  die 
'  ihrer  Grösse  und  Richtung  nach  bestimmten  Werthe 
+  a  und  +6,  oder,  was  dasselbe  ist,  sobald  die  GleL 
chungen  o;  =s  Hha  und  y  =  +6  gegeben  werden,  so 
ist  der  Punct  P  vollständig  fixirt ;  die  Vorzeichen  der 
Coordinaten  bestimmen  nämlich  den  Quadranten,  in 
welchem  der  Punct  enthalten  ist,  und  die  Grösse  der- 
selben seinen  Ort  in  diesem  Quadranten.  Ist  ^  =  0, 
so  liegt  der  Punct  in  der  Axe  der  y,  und  umgekehrt; 
weshalb  denn  auch  für  den  NuUpunct  selbst  die  Glei- 
chungen ^  =  0  und  y  =  Q  gelten.  Aus  der  Recht- 
winkligkeit der  Coordinaten  jedes  Punctes  ergiebt 
sich  allgemein  fiir  die  Centraldistanz  desselben: 

D  ==  Vx^+y^ 
und  für  die  gegenseitige  Distanz  R  zweier  durch  ihre 
Coordinaten  Xy  y  und  :r^,  y^  gegebener  Puncte: 

B=^{x-a/y+(y-yr 
welcher  Werth  von  R  allgemeine  Gültigkeit  hat,  so- 
bald man  nur  die  Vorzeichen  der  Coordinaten  beriitük- 
sichtigt,   wie  solche  durch  die  Lage  der  Puncto   m 
diesem  oder  jenem  Quadranten  bestimmt  werden. 

f.    4. 

Gl^cbong  der  geraden  linie  ausserhalb   des  NaUpnnctes. 

Wenn  eine  gerade  Linie  LL  in  der  Ebene  der 
Axen  gegeben  ist,  so  schneidet  sie  gewöhnlich  beide 
Axen;  dadurch  bestinimee  sich  zwei  Axenabsohnitte 
MLi  =  «,  und  MB  «=  b  (Fig.  2.)»  welche  man  dim 
Parameter  der  Linie  nennt  Wollen  wir  nun  4Ue 
Linie  selbst  bestimmen,  so  haben  wir  nur  eine  Glei- 
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chung  anfiiiuiuchen,    durob  wielohe  di«  Reladoo  ,swi- 
sehen  den  Coordinaten  irgend  eines  beliebigeM 
ihrer  Pnncte  und  den  Parametern  a  und  b  ausgedrückt 
wird.     Denn  weil  diese  Gleichung  für  irgend  einen 
beliebigen,  so  gilt  sie  offenbar  für  einen  jeden  Punct 
der  Linie,   d.  h.  für  die  Linie  selbst,   welche  ja  als 
die  stetige  Nacheinanderfolge  ihrer  Puncte  betrachtet 
werden  li:ann.    Wir  können  hierbei  der  Allgemeinheit 
der  Resultate  unbeschadet  annehmen,  dass  die  laaie 
die    beiden   positiven   Halbaxen   schneidet,    oder, 
dass   ihre  Param,eter  positiv   sind.    Nehmen  wir  nun 
in  dem,    innerhalb  der  positiven  Halbaxen  falleadea 
Theile   der  Linie   irgend   einen   beliebigen  Punct  P, 
ziehen  dessen  Coordinaten  PQ  =  ;r,  PÄ3=y,  so  isf 
BQ  :  QP  :=  BJU  :  MA 
oder  h  —  y  :  X  =  b  :  a 

woraus  sich 

-  +  x  =  i 

als  die  gesuchte  Gleichung  ergiebt.  Wiewohl  nun 
dieselbe  zunächst  nur  für  den,  zwischen  den  positi* 
ven  Halbaxen  liegenden  Theil  der  Linie  gefunden 
worde,  so  gilt  sie  doch  allgemein  für  die  ganze  Li- 
nie; indem  für  deren  jenseits  derAxe  der  x  fallenden 
Theil  die  y^  und  für  den  jenseits  der  Axe  der  y  fal- 
lenden Theil  die  x  negativ  einzufuhren  sind.  Uebri- 
gens  sind  die  Parameter  selbst  nichts  anderes,  als  die 
Coordinaten  deijenigen  Puncte,  in  weldien  die  Linie 
von  den  Axen  geschnitten  wird;  wie  diess  auch  die 
Gleichung  anzeigt,  wenn  man  x  oder  5^  =  0  setzt. 

Ist  die  Linie  einer  der  Axen  z.  B.  der  MX  pa- 
rallel, so  wird  offenbar  der  in  derselben  Axe  liegende 

Parameter  a  =  00,  und  folglich  -^  =:  1  oder  y  =  6 

die  Gleidiung  einer  -der  Axe  der  x  parallelen  Linien 
welefae  die  Axe  der  y  in  der  Entfeniung  b  rem  Nidl« 
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pancte  schneidet.  Ganz  analog  ist^e  Bedeutung  der 
Gleichnng  :c  z=:  a. 

i    6. 
Gleichting  der  lanie  durch  den  NoUpunct 

^     Eine  Linie  LZi  von  der  Gleichung  —  -|-  -^-  =  1 

auf  den  Nullpunct  transportiren  heisst,  die  Gleichung 
einer  ihr  parallelen  Linie  durch  den  Nullpunct  auf- 
finden. Sey  L^U  (Fig.  2)  diese  Parallele ;  man  wähle 
in  ihr  irgend  einen  Punct  P^  und  ziehe  dessen  Coor- 
dinaten  P'Q'  =  ^,  und  P'Rf  =  ft'üf  =  —  y,  so  ist 

A  ABM<x^  A  P'Q'M 
woraus  sich  die  Gleichung 

a    '     o 
und  die  einfache  Regel  ergiebt,  dass,  tun  eine  Linie 

von  der  Gleichung  —  -^  -^  =s  1  auf  den  Nullpunct 

zu  ^ransportiren ,  wir  nur  nöthig  haben ,  rechter 
Hand  vom  Gleichheitszeichen  0  statt  1  oder  der  da- 
selbst befindlichen  Constanten  zu  schreiben. 

Ueberhaupt  ist  die  Gleichung  einer  jeden  durch 
den  Nullpunct  gehenden  Linie  von  der  Form 

-  +  i  =  « 

Denn  wenn  $  der  Neigungswinkel  der  Linie  gegen 
eine  de^  Axen,  z.  B.  gegen  die  Axe  der  ar,  so  ist 
offenbar 

y  =  ^  fang  S 

oder        — ^ ^  =  0 

Auch  sieht  man,  dass  es  fiir  jede  durch  den  Null- 
punct gehende  Linie  durchaus  nur  auf  das  Verhält- 
niss,  nidit  auf  die  absolute  Grösse  der  Constanten  a 
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und  b  ankommt,  welche  in  diesem  Falle  nur  uneigent- 
lich  ab  Parameter  bezeichnet  werden. 

.     f.    6.       ' 
Dnrchschnittspiinct  und  Nei(;;niigswiiikel  zweier  Linien. 

Sind  xms  zwei  Linien  dnrch  ihre  Gleichnngen 

gegeben,  so  werden  für  nns  die  Auffindung  der  Coor* 
dinaten  ihres  Durchschnittspnnctes  und  der  Tangente 
ihres  Neigungswinkels  zwei  besonders  wichtige  Pro- 
bleme. Die  Coordlnaten  des  Durchschnittspnnctes  fin- 
den sich  leicht  ans  der  Bedingung,  dass  dieser  Punct 
ein  bestimmter,  beiden  Linien  gemeinschaftlicher 
Punct  ist,  und  dass  daher  für  ihn  beide  Gleichungen 
zugleich  gelten  müssen.  Man  combinire  daher  obige 
Cileichnngen,  und  eliminire  nach  einander  y  und  ir, 
^  folgt: 

at^{b  —  b") 

ba'  —  Va 

bV(a  —  qQ 

aV  —  a'b 

Die  Tangente  des  Neigungswinkels  w  findet  sich 
leicht  aus  den  Tangenten  der  Neigungswinkel  %  und  §' 
beider  Linien  gegen  eine  und  dieselbe  Axe,  z.B.  ge- 
gen die  Axe  der  x^  indem 

tani;  w  =  taug  (|  —  SO 
Da   nun  sowohl   tang\   als   tang^'   unmittelbar 
durch   die  Parameter  gegeben   sind,    so   findet  sich 
sehr  leicht: 

ab'  —  a'b 
^^^^  =  aa-+&y 
Dieser  Werth  giebt   uns   für  den  Parallelismns 
beider  Linien  die  Bedingungsgleichung 
ab'  —  afb  =  0 
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und  .fiur  die  Rechtwiakligkeit   derselben    die  Bedan* 
gungsgleichung 

aa'  +  i*'  =  0 

f.     7. 

Normale  aus  dem  Nallpanct  auf  eine  gegebene  Linie. 

Wichtig  für  unsere  Zwecke  ist  auch  die  Auf- 
gabe, für  eine  durch  ihre  Gleichung  gegebene  Linie 
L  die  Normale  N  aus  dem  Nullpuncte  zu  finden. 
Es  sey 

-  +  1  =  1 

die  gegebene  Gleichung  der  Xr,  und  vorläufig 

T  +  y  =  <> 

die  gesuchte  Gleichung  der  N  ({.  5.),  so  muss,  ver- 
möge der  Rechtwinkligkeit  beider  Linien, 
aa  ^  bft  =  0 
oder        a  :  ß  =  b  :  —  a 
seyn  (f.  6.).    Da  es  nun  bei  allen  Linien  durch  den 
Nullpunct  nur  auf  das  Verhältniss  und  nicht  auf  die 
absolifte   Grösse   der   Constanten  a  und  ß  ankommt 
({.  5.),  so  wird  die  gesuchte  Gleichung 

0  a  ' 

Verlangt  man«  zugleich  die  Grösse  der  Nj  wie 
sich  solche  durch  den  Nullpunct  einerseits  und  den 
Dnrchschnittspiinct  der  N  und  L  anderseits  bestimmt, 
so  suche  man  die  Coordinaten  dieses  Durchschnitts- 
punctes  nach  %,  6.,  und  bestimme  dessen  Centraldi* 
stanz  (f.  3.),  welche  die  gesuchte  Grösse  ist;  man  findet 

ab 


N 


+  «' 
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\B,     Schiefwinkliges   Äxensysttm. 

%.    8. 

Puncte^  ihr«  Centraldistaoz  und  Distanziime^ 

Schneiden  sich  beide  Axen  unter  einem  schiefen 
Winkel  (»,  so  erhalten  alle  diejenigen  Ausdrücke, 
welche  sich  auf  Linear  -  und  Angulargrössen  beziehen, 
eine  etwas  verwickeitere  Form  als  bisher,  während 
die  Gleichungen  der  Puncte  und  Linien  ihre  Form 
beihehalten.  Jeder  Punct  ist  daher  durch  zwei  Glei- 
chungen von  der  Form 

X  :=  +  a  und  y  =  +  ä 
bestimmt,  indem  der  Begriff  der  Coordinaten  kein  «i- 
derer  als  der  von  Parallellinien  der  Axen  ist.  Um 
die  Centraldistanz  D  eines  Punctes  P  durch  seine 
Coordinaten  auszudrucken,  ziehe  man  die  PM  (Fig.  1), 
welches  die  gesuchte  Centraldistanz  ist;  im  Dreieck 
PMQ,  sind  bekannt 

PQ  =  ^    Mei  =  y    FQM  =  180^  —  ^ 
also  wird 

-D  =  ya;^+y^+2xycoiQ 

Fällt  der  Punct  P  in  einen  der  Nebenquadranten, 
so  wird  coiQ,  oder  auch  eine  der  Coordinaten  und 
folglich  das  Product  2xffcosQ   negativ. 

Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich  fiir  die  Distanz- 
linie R  zweier  Puncte  P  und  P'  der  Ausdruck 
R^}/(x—a;y  +  (jf--yy+2{a;—a;')  (s—ff")  coi^. 

«.9. 
Gleichuog  der  Liide. 

Dass  die  Gleichung  einer  Linie  LL  (Fig.  3),  wel- 
che die  positiven  Halbaxen  in  den  Puncten  A  und  B 
schneidet,  und  für  welche  sich  daher  die  Parameter 
MA  =  a  und  MB  =  b  ergeben,  auch  für  dieses 
Axentystem  noch 

^  +  -!^  =  i 


Digitized  by  VjOOQIC 


28  Reine  KrystaUographie. 

sey,  ist  leicht  einzusehen.  Denn  wenn  P  ein  belie- 
biger Ponct  des  zwischen  den  positiven  Halbaxen 
enthaltenen  Theiles  der  Linie,  so  sind  PQ  sa  x  und 
PR  =  y  dessen  Coordinaten ,  und  es  gilt  auch  hier 
ganz  unabhängig  von  dem  Neigungswinkel  ^  die  Pro* 
portion 

b  —  y  \  X  ^=:  b  :  a 
aus  welcher  unmittelbar  die  Gleichung 

-  +  f  =  i' 

a     ■     b 
folgt.   Auch  wird  die  Gleichung  jeder  durch  den  NuU- 
punct  gehenden  Linie  wiederum 

-+1=0 

seyn;  wie  denn  die  Coordinaten  des  Durchschnitts- 
punctes  ebenfalls  ihre  obigen  Werthe  ({.  6.)  behalten. 

i     10. 

Neigongswiiikel  einer  lihie  ^gen  die  Axen,  und  zweier  länien 
gegen  einander. 

Um  die  Tangenten  der  Neigungswinkel  ^  und  v 
einer  Linie  von  der  Gleichung 

a     '     b 
gegen  die  Axen  zu  finden,   fftlle  man  in  Fig.  3  von 
ihren  Durchschnittspuncten  A  und  B  mit  den  Axen 
auf  diese  letzteren  die  Normalen  ÄE  und  BFy  so  wird 

tangt^-jp    tangv   =  ^^ 

Es  ist  aber 
BF  zss  b  $inQ    .  AE  =  a  tt»  (» 

AF  =s  a  —  bco$(f     BE  z=:  b  —  aeos^ 
und  folglich 

iangi  = j-^ —     iangv  =  ^ s — 

^  a  —  bcosQ  ^  b  —  acosQ 
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Di«  Tangente  des  Neigungswinkels  n»  zweier  Li- 
nien gegen  einander,  deren  Gleichnngen 

£  +  |  =  ...a^  +  |.=  r 

lässt  sich   leicht  aus  den  Werthen  von  iang%  oder 

tangv  finden;  es  ist  nämlich  offenbar 

w  =  v  — t/  =  r  — 5 

,                ,                 langv  —  fangt/ 
also  tang  w  =  .    .    . -^ r 

Substitnirt  man  für  tangv  und  fangt/  den  so 
eben  gefundenen  Wertfa,  so  folgt 

(gy  —  a'b)  sin  q  

^^  a'  («  — Ä  cof  ())  +  Ä'  (* — aeot  p) 

Ans  diesem  Werthe  von  tangw  ergiebt  sich  für 
den  Parallelismus  beider  Linien  die  Bedingnngsglei- 
chung 

ab'  —  a'b  =  0  wie  oben  f.  6. 
für  die  Rechtwinkligkeit  derselben  die  Bedingnngs- 
gleichung 

a'(a  —  Ä  coi  (>)  -f-  *'  (Ä  —  a  cot  (>)  =  0 
welche  für  ^  =  90^  in  die  oben  {.  6.  gefundene  Be- 
dingung äbergeht. 

f.  11. 

Normale  aui  dem  Nollpuncte  auf  eine  gegebene  Linie. 
Man  sucht  für  die  Linie  L  von  der  Gleichung 

-4-4  =  1    . 

a    '     6 
die  Normale  aus  dem  Nullpuncte;  ihre  Gleichung  ist 
von  der  Form 

?  +  -?-  =  « 

Weil  beide  Linien  auf  einander  rechtwinklig  sind,  so 
mns^ 

o  (a  ~  i  ce*  p)  -|-  /?  (Ä  — a  eo$  (>)  =  0 
oder  vL,ißzssh  —  a  eoi.Q :  b  co$  q  —  a 
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•eyn;  Mg^ieh  wkrd  die  gesuchte  Glewirai^: 

_^^ J? =  0 

h^-a  co$  Q  a  —  h  cot  q 

Die  Coordinaten  des  DurclischnittspuDctes  beider  Li* 

nen  werden  aber: 

ab{b — aco9  q) 

^  ~  a""  +b'  -r-QabcoiQ 

ab(a  —  b  coit  q) 

^        «^  +  Ä'  —  *2  ab  co$  ^ 

§.     12. 

Transformation  der  Coordinaten. 

Oft  ist  es  nethig,  ans  einem  rechtwinkligen  Axen* 
Systeme  in  ein  schiefwinkliges  Axensystem  ^  oder  aus 
diesem  in  jenes  überzngefaen;  d..h.  die  gegebenen  Ce- 
ordinaten  des  einen  Syste^nes  so  zu  transformiren, 
dass  sie  sich  auf  das  andere  System  beziehen.  Die 
diesem  Zwecke  entsprechenden  Operationen  sind  nach 
Maassgabe  der  Lage  beider  Axensysteme  mehr  oder 
weniger  verwickelt.  Wir  werden  jedoch  nur  den  ein- 
fachen Fall  in  Betrachtung  ziehen,  da  der  Nnllpnnct 
und  eine  der  Axen,  z.  B.  die  Axe  der  ^,  beiden.  Sy- 
stemen gemeinschaftlich  sind,  während  die  neue  Axe 
der  y  mit  der  Axe  der  a:  den  Winkel  q  bildet. 

Es  seyen  MX  und  MY  (Fig.  4.)  die  rechtwinkli- 
gen Axen,  üf Fi  die  neue  schiefwinklige  Axe,  femer 
Pein  Punct,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten  PQ^=sa;y 
PRz=yy  SO  sind  offenbar  die  schiefwinkligen  Coor- 
dinaten desselben  Punctes: 

PQ,  =  Xi  und  PJBi  =s  ffi 
Will  man  nun  die  für  ein  rechtwinkliges  Axensystem 
gegebenen  Gleichungen  so  transformiren,  dass  sie  für 
ein  »ehiefwinkliges  Axensystem  gelten,  oder  umge- 
kehrt, so  kommt  es  nur  darauf  an,  die  rechtwinkM« 
gen  Coordinaten  als  Functionen  der  schiefwinkligen 
Coordinaten,   oder  diese   ab  Functionen   von  jenen 
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attSfludraeketi,  und  di*  gefimd^Mii  Ausditkk«  statt  jp 
waA  f  in  dm  g^febenen  Gleichimgeii  su  snbstituireii. 
Wir  wollen'  diese  AnstMcke  durch  die  Nignen  der 
orthemetriscben  nnd  klinometrischen  AoSi^ 
Arfieke  iiitterseheiden> 

Für  gegebene  orlhometrische  Coordinaten  x  nnd 
y  werden  daher  die  sn  substatnirenden  kKnemetri^ 
sehen  Ausdrucke : 

fnr    ar,  =»  Xt  -i*  gi  cetQ 

R»r    y,  =  ffi  #««(> 
und  fftr  gegebene  klinometrische  Coerdinalen  s  nnd 
f  üvefden  die  zn  sabstitnirenden  orchometrisohen  Ans- 
drileke: 

für    x^  =  x,  —  y,     .     ■ 


für 


yy  ==yi 


Soll  also  eine  gegebene  orthometrische  Gleicbnng 
kUnometrisch  gemacht  Qder  so  transformirt  werden, 
dass  sie  einem  schiefwinkligen  Axensysteme  von  der 
vorher  angegebenen  Beschaffenheit  angepasst  wird, 
so  substitairt  man  statt  or  nnd  g  die  ersteren,  nnd 
soll  eine  gegebene*,  klinometrisciie  Gleidrang  ortho- 
metrisch  gemacht  werden ,  so  substitairt  man  stsM 
ibrcar  die  ietzterea  Wertbe.  Man  sieht  leicht,  dass 
ittittek  ^ser  Substitution  die  in  den  (|u  8,  10  und 
11  aa%elosten  Probleme  unmittelbar  aim  den  Resul- 
taten der  H^  3,  6  und  7  gefunden  werden  komiien. 


Zweites   CapiteL 
Puikct,  Linio  und  Flftcke  im  Räume. 

i    13. 

Allgemein«  BestiminuiigQo. 

Wenn  belieb^  Flädien,  Linien  und  Puncte  im 
Baume  gegeben  sind,  so  ist  deren  Bestimmung  nur 
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mittels  eines,  den  ganzen  Raum  beherrsi^enden,  d.  h. 
nach  drei  Dimensionen  ausgedehnten  Axensystemes 
möglich.  Neben  den  Axen  der  a;  and  y  wird  also  die 
Einfuhrung  einer  dritten  Axe ,  ausserhalb  der  Ebene  je- 
ner beiden  nothwenidig ,  und  jeder  Ptinct  wird  nur  dimn 
bestimmt  seyn,  wenn  atisser  seinen  Coordinaten  x  imd 
y  auch  die  der  dritten  Axe  parallele  Coordinate  z  gege- 
ben ist.  Wir  nennen  diese  Axe  die  Axe  der  z  und 
die  drei,  dur^h  je  zwei  Axen  gehenden  Ebenen  die 
Coordinatebenen,  welche  den  ganzen  Raum  in  acht 
Ranmoctanten  theilen,  und  nach  den  in  ihnen  enthal- 
tenen Axen  b1»  die  Coordinatebenen  j^y,  yz  und  zx 
unterschieden  und  bezeichnet  werden.  Uebrigens  giebt 
es  auch  hier  rechtwinklige  oder  schiefwink- 
lige Axensysteme,  je  nachdem  «ich  die  Axen  oder 
Coordinatebenen  unter  lauter  rechten  Winkeln  schnei- 
den, oder  nicht. 

A.     Rechtwinkliges  Axentyutem,  ^ 

S     14. 

Pancte,  ihre  Centraldistanz  und   Distanzlinie. 

Was  zuvorderst  die  Bestimmung  eines  gegebenen 
Punctes  betrifft,  so  hat  dieselbe  keine  Schwierigkeit, 
indem  man  nur  durch  ihn  drei  mit  den  Axen  parallele 
Linien  als  Coordinaten  zu  legen  und  deren  Grosse  und 
Richtung  (wie  sich  solche  durch  Htte  Durchschnitte 
mit  den  Coordinatebenen  und  durch  die  Richtung  der 
respectiven  Halbaxen  bestimmen)  anzugeben  braucht, 
was  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form 
07  =  +  a,    y=  +  i,     2r  =  +c 
geschieht    Die  Vorzeichen  der  Coordinatwerthe  be- 
stimmen nänflich  den  I^aumoctanten,  in  welchem  der, 
Punct  gelegen  ist,  und  die  Grösse  derselben  den  Ort 
des  Punctes  innerhalb  dieses  Octanten.     Ist  eine  der 
Coordinaten  =0,  so  liegt  der  Punct  in  der  Ebene^ 
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wdcbe  nach  den  beiden  andern  Coordinaten  benannt 
bt,  und  sind  zwei  Coordinaten  =  0,  so  liegt  der 
Paiwt  in  der  Axe,  welche  den  Namen  der  dritten 
Coordinate  fuhrt.  Wie  also  in  der  Ebene  «wei,  so 
aind  im  Ranme  drei  Gleichungen  zur  Bestimmung  * 
eines  Pnnctes  erforderlich,  und  wie  er  dort  als  Wia- 
kelpnnct  des  ParaUelogrammes  über  x  nnd  y  bestimmt 
wurde,  so  wird  er  es  hier  als  derEekpnnct  dfcPar- 
idldepipedons  über  Xj  y  und  z. 

Eine  leichte  Betrachtung  lehrt,  dass  die  Central- 
distanz  eines  jeden  Punctes 

und  dass  die  Oistanzlinie  irgend  zweier  Puncto 

B  =  ^{x-x^y  +  df-/)'  +  {z-zf)^ 

%.    15. 

Gleidrang  dner  Fläche  ausserhalb  das  Nnllpimctes. 

bt  eine  Fläche  (unter  welchem  Worte  wir  jeder- 
zeit eine  ebene  Fläche  verstehen)  gfegeben,  welche 
nicht  durch  den  NuUpnnct  geht,  so  schneidet  sie 
doch  ge^^ohnlich  alle  drei  Axen;  dadurch  bestimmen 
sich  drei  Axenabschnitte  MA  =  a,  MB  =  b  und 
MCzs=:  c  (Fig.  5.)  ah  die  Parameter  der  Fläche, 
welche  wir  in  dem  Octanten  der  positiven  Halbaxen 
voraussetzen.  Eine  Gleichung,'  welche  die  Belatioti 
zwischen  den  Coordinaten  irgend  eines  beliebigen 
Punctes  der  fläche  und  ihren  Parametern  ausdruckt, 
wird  die  fläche  selbst  repräsentiren,  weil  sie  alle 
Puncte  derselben  vollständig  fixirt.  Zur  Auffindung 
einer  solchen  Gleichung  gelangt  man  sehr  leicht. 
Wenn  man  davon  ausgeht,  dass  der  von  den  drei^ 
Coerdinatebenen  und  der  gegebenen  Fläche  innerhalb 
des  Octanten  der  positiven  Halbaxen  umschlossene 
Haum  MABC  eine  dreiseitige  Pyramide  ist.  Bfan 
wähle  nun  irgend  einen  beliebigen  Punct  P  der  Flä- 

I.  3 
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che,  rerbbid«  Um  mit  dem  Nullfancie'Jlf,  waA  lege 
darauf  drei  schaeidende  Ebenen  durch  PM  und  jede 
der  drei  Axea»  «o  werden  diese  Ebenen  (welch«  die 
gegebene  Flftehe  in  den  Litiien  F^,  iVnndPCsduiei- 
den)  die  Pyramide  MABC  in  die  drei  Pyramiden 
MPAB9  MPAC'waA  MPBC  tfaeilen.  Berechnet  man 
den  Inhalt  dieser  vier  Pyramiden,  und  wendet  mail 
dann  4ias  Axiom  an,  das&  das  Ganze  t=±  der  Snmme 
seiner  Theile,  so  gelangt  man  sogleich  auf  feigende 
sehr  symmetrische  Gleichung  der  Flüche: 

-  +  ^  +  --  1 

welche  zwar  zunächt  nur  für  den  Tfaeil  ABC  dersel- 
ben ge^nden,  aber  nichts  desto  weniger  allgemein 
gültig  far  die  ganze  Ausdehnung  derselben  ist,  sobald 
man  nur  die  Zeichen  der  Coordinaten  in  den  übrigen 
Baumoetanten  berücksichtigt.- 

§.    16. 

Gieichungen  der  Fläche,  i^elche  «ioer  oder  KW^  Aicen  psr- 
allel  Bind. 

Eine  Fläche  wird  daher  jederzeit  durch  eia^ 
Gleichung  fixirt;  und  umgekehrt,  kann  eine  Qbi^ 
chuag  im  Baume  zunächst  nur  immer  -eine  Fläisfae 
repräsentiren.  Ist  die  Fläche  einer  der  Axen  pan^ 
lel,  so  wird  der  respective  Parameter  ==:  oq,  ood  das 
mit  ihm  behaftete  Glied  verschwindet  aus,  der  Glei* 

chung  — +  4"  +  — =  *•  So  bedeutet  z.B. —+^  =  1 
a       o        c  a       o    ^ 

im  Baume  die  Gleiduing  einer  der  Axie  der  %  paratkh 

len  Fläche ,  wlUirend  dieselbe  Gleichung  in  der  Ebene 

eine  Linie  ausdruckt,  welche  die  Aaten  der  ^r  and  y 

*  in  den  CentrdMtetanzen  u  und  b  aohneidet   Die  GleK 

chung  jeder  Fläche,  welche  einer  der  Axen  parallel 

läuft,  ist  also  einerlei  mit  der  Gleiefanng  ihrer  I^eb- 

Schnittslinie  in  der  Coordinatebene  doreh  die  beiden 
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andern  Axen.     Diess  6rgiel)t  sich  auch  ans  Folgen- 
dem.   Die   Gleichung  der  Intfru^ction  *)  der  Fläche 

— (-  -|^  H =  1  mit  einer  der  Ceordinateb#i|eii  folgt 

an«  der  Gleichung  der  Fläche  selbst^  iAdem  msff^  die 
Ausserhalb   dieser  Ebene   liegend^   Coprdineit(9   =.  Q 

setit    Es  wird  daher  «;  B.  —  +  ^^  c=s  1  lOe  GSei- 

chung  der  Intersection  derselben  fläche  niit  d^r  Cpoi:- 
diAAtebene  ory;  welcbe  Gle^chnog  pfTt^nb^r  einerlei  ifiit 
jener  för  die  Parallelfläche  der  Al^e  der  z  ist.  All^^ 
bßi4e  Cifleicl|ungen  wurden  durch  sehr  verschiedcfip 
Voipaussetzun^en   aus   der  urs^run^liishen   Gleichiu^ 

^+-fir  —  ai i  abg«ietl«t;  ffiv  die  inlerseett^n wM 

nämlich  das  letzte  Glied  derselbe^  =s  0,  weil  ^=»0; 
for  die  farfdlelfläche  der  A^e  di,er  Z9  weil  e  scr  oq, 

fiell  also  die  Gleichung f^^eal  die  Intersection 

ausdrucken,  so  muss  zugleich  die  Belebung  z=:0  ge- 
geben sejn;  während  sie^  sobdd  über  z  gar  nichts 
ausgesagt  ist,  nur  eine  P^itdlelfläcbe  der  Api?  ^^  P 
darstellt 9  welche  die* Axen  i^t  ^  uo4  y  in  ^en  C^- 
MdÜ9taii^en  a  und  i  schneidet  -^  Ist  e^ui^  Fläcj^e 
sw^iep  Axen  oder,  w^  dasselbe,  einer  C;o|wr^^nflt- 
ebene  parallel,  fo  yer^(;hYfU|ldf;i  die  beidep  g^iphafr 

^K        %i        z         > 
migen  Glieder  aus  der  Gleichung H  "f"  "1 ==  I  ? 

wie  s.  B.  —  3=s  1  oder  ir  ss  ir  die  Gleiehang  einer  Par- 

ilMflielie  4er'  Ceordtmcebene'  yt\  wetdie  dto  Axe 
dtr  jT  in  der  Centraldistanz  a  schneidet. 


*),Bs  sey  mir  geitattet,  das  Wort  Interiiection  jefleraeit 
^  ditsDurcbschsittfliKirfen  cnntfr  flMle  siH  den^oor^nstebenen  n 
«libnipfaBn.     . 

3^ 


i 
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Gleichung  der  FULcbe  durch  den  Nullpunct 

tine  durch  die  Gleichung h  jr  -J =  *  S^'' 

(i         0  c 

gebene  Fläche  auf  den  Nullpunct  transportiren,  heisst 
die  GleichuÄg  ^er  ihr  parallelen  Fläche  durch  den 
NoUpiuict  auffinden.  Eine  lejchte  Betraohtong  lehrt, 
das»  sich  die  Gleichung  der  letzteren  Fläche  von  je- 
der der  ersteren  nar  dadurch  unterscheidet ,  dass  sie 
kein  constantes  Glied  enthält,  und  dass  folglich  rech- 
ter Hand  vom  Gleichheitszeichen  0  statt  1 ,  oder  über- 
haupt sldtt  der  daselbst  befindlichen  Consfante  zu 
schreiben  ist.  Denn,  wenn  die  Fläche  durch  den  Null- 
punct gcAt,  so  werben  es  ihre  laterxiectionen  gleichÜEÜls, 

und.  dffder   ^+  ?-=^0,  ^  +  ^  =  0,  4  +  — =« 
a    .  o  c    '    a        ^ ,0    *    c 

die  Gleichungen  dieser  letzteren.  Eine  Fläche  aber, 
deren  Interseqtionen  durch  diese  Gleichimgen  ausge- 
drückt werdeq,  kann  offenbar  nur  durch  die  Gleichung 

a  o  ^  c 
repräsentirt  werderi.  Daher  ist  diess  auch  die  allge- 
meine Form '^  der  Gleichungen  aller  durch  den  Null- 
punct gehenden  Flächen,  för  welche  es  wiederum  nur 
auf  das  Verhältnisse  nicht  auf  die  absolute  Grösse 
der  Constanten  a,  b  und  c  ankommt. 

|.    18.  • 

GlcJichiingeA.der  DiircliscIinitUliDie  zw^er  Flächen. 

Sind  zwei  Fläehea  F  und  F"*  durch  die  Gleichiin- 
gen 

^  +  i  +  T=' "'7  +  ^+7=' 

gegeben,  so  ist  das  nächste  Problem,  «-ihre  Durch- 
schnittslinie zu  bestimmen.    Dazu  werden  wir  gelan- 
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gen,  wenn  wir  in  Anerkennn^  ihrer  gkichxeitigen 
Gültigkeit  beide  Gleichungen  combiniren,   weil  sich 
alle  ans.  dieser  Combination  herroigebende  tlesnltate 
ofieobar  nur  anf  diejenigen  Poncte  im  Bamne  hesie- 
ben  können,    welche  beiden   Flächen^  gemeinschafib* 
h^  sind;  dieselben  Pnncte  aber  bilden  ja  eben  in  ih- 
rer Nacheinanderfolge  die  gesuchte  Dnrchschnittslinie. 
Die  Combinatiofn  beider  Gleichungen  fährt  nun  dorcb 
successive  Elimination  der  Xj  g  und  z  auf  folgende 
drei  Gleichungen: 

(MV +  (4-1)-*--     . 

In  je  zweien  dieser  Gleichungen  ist  aber  die  dritte 
schon  enthalten,  wie  sich  leicht  auf  folgende  Art  be- 
weist; man  setze 

a  —  a^  =,  A  bcf  —  y^jsaea 
6  —  6^  =  B  cur  —  c'a  =  ß 
c  —  €f  =  C        aV  —  oTb  =z  Y 

so  wird  zuvorderst: 

(1)    Aa  +  Bß  +  (^  =  0  .  '  ' 

ind  die  obigen  drei  Gleochungen  schreiben  sich  ein- 
ba^^x  wie  folgt: 

Maa  «fimimre  iran  aus  irgend  zweien  dieser  CSeichon- 
gen  £e  ihnen  gemeinschafilichä  Coordinele,  z.  B.  ans 
(3)  und  (4)  die^r,  so  folgt 
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Da  nun  Baeh  (1>  Bß  ^  Oy  ^==i  —  Aä,  m  "Witi^  nMh 
Untnrditttlcmig  d^s  gmiointehafidttclieü  Faotofs  eiy  mid 
nmA  Veftmf cbittig  iet  Zeichen 

fs,-±z-A 
W^        e</^  —  ^ 

wridbef  die  oUg«  eMchöng  (2)  iflt  A«f  dieMlb^  A»! 
kämk  man  ms  (2)  ond  (3)  «0  (4),  ans  (3)  aai^  (4)  dii» 
(3)  ableiten;  wodurch  denn  bewiesen  IfC,  dam  je  zwai 
der'  oben  gefundenen  Gleicbungen  die  dritte  in  sich 
enthalten. 

£s  kann  aber  die  Bedeutung  dieser  drei  Glei- 
chungen in  der  That  keine  andere  seyn^  als  däss  sie 
eine  Linie  im  Räume,  und  zwar  die  gesuchte  Durch- 
schnittslinie der  Flädien  F  and  JP^  darstellet.  Da 
nun  je  xwei  die  dritte  in  sich  enthalten,  so  wären 
wir  schon  yorlftufig  ara  dem  Resmtate  gelangt,  dass 
eine  Linie  zu  ihrer  Bestimmung  im  Baume  zwei  Glei- 
chaagen  erfordert 

f.    19. 

Die  Limo  im  ftaume  ist  durch  zwei  ihiter  Projecdonen  b^etimmt. 
Das  zu  Ende  des  vorigen  |.  ausgesprochene  Re- 
sultat wird  noch  einleuchtender  durch  folgende  Be- 
fraditung.  Wir  irind  üAk  eSto  unsem  Vorstdlttng«fii 
von  Puncten,  Linien  und  Flächen  au  dea  K5r^ei 
gewiesen,  an  welchem  altein  sich  diese  Apisdehnungeh 
anschaulich  verwirklicht  finden,  indem  der  erste  als 
Eckpunct,  die  zweite  als  Kantenlinie,  die  dritte  als 
Oberfläche  erscheint.  Die  einzige,  seinem  Begriflb 
entsprechende  YorsteUungsweise  des  Ponctes  ist  es, 
wenn  man  ihn  als  den  Dotchschnitlspunct  dreier  (oder 
laiW^r)  FlHdMU''  llMlAy  wMriuM^  ena^rifM  ma  Vass 
«MlaagiwiAie  der  Litite,  släjdäaBQnAfschaiiies  iweiea 
Flächen,  die  Yorstellungslr^ise  der  Flltbev  «ia  der 
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OberflMb  elnts  Kürpers,  eiiislg  xaA  atlefai  den  Be^ 
griffen  beider  Arten  von  Ajutdefannng.  Den  Pnnct  di 
a6$trm^o  und  gleidisun  ieolirl,  als  ein  Etwas  ohne 
Lengn,  Breite  und  Höka,  die  Linie  in  ai9trMet$  nie 
eine  Länge  ohneAreita  richtig  Torsnstellen,  seh^nt 
«nieht  wehl  mdglich'.  8oU  nnn  die  mathematiflehe  Anf- 
faaaidig  dieser  Ausdehnungen  sm  brasiehbaren  Reenl«- 
taten  inliren  nnd  frei  von  Widersprüchen  Ueiimi^  se 
ndrd  sie  offenbar  mit  jener  uns  nothwendigen  Vor«- 
eiejUungsweise  im  Einklänge  stellen  mössen.  Wir  wer* 
den  daher,  wie  den  Pnnct  als  Diorchschnitt  dreier,  so  die 
Linie  als  Durdischnitt  sweier  Fl&ehen,  se  endlich  die 
flftdhe  Helbsf  ak  Oberfläche  eines  Kärpei«  imBmme 
fiurea  mnseen.  Diess  ist  aneh  in  der  That  derFaU; 
denn«  indem  wir  in  den  drei  Coordinatebenen  ^ret 
Flächen  willkürlich  voraussetzen,  wird  ja  offenbar 
jede  gegebene  Fläche  als  Theil  der  Oberfläche  einer 
dreiseitigen 'Pyramide  fixirt,  und  indem  wir  für  jeden 
Punct  drei  Qeichungen  wie  ^=±a,  y  =  +  ^j  ^=i^ 
auistellen,  fixiren  wir  denselben  eigentlich  al^  den 
Durchschnittspunct  dreier  Ebenen,  da,  wie  wir  {.16. 
gesehen  baben,  jede  dieser  Gleichunj^A  fiir  sich  die 
Parallelfiäche  einer  Coordinatebene  ausdrückt. 

Was  nun  endlich  die  Bestimmung  der  geraden 
Linie  im  Baume  betrifft,  so  ist  einleuchtend,  dass  > 
solche  stivörderst  jener  nothwAdigen  Yorstellunga- 
weise  angemessen,  also  dergestalt  beschaffen  seyn 
müsse,  dass  jede  Linie  als  der  Durchschnittspunct 
zweier  Ebenen  fixirt  wird.  Doch  werden  wir  zur 
VereinSEicIiung  der  Bestinunungsmetfaode  diese  Ebenen 
so  zu  wählen  haben,  dass  ihre  Ausdrücke  möglichst 
einfrah  wenhn;  eineSorderong,  welcher  ToiUrainmen 
€hftnnge  gnleisiet  üriäi^.  wenn  "wir  die  Ebenen  ak  Par- 
«Bdiäcken  det.Ai^en  cfinflihren»  Man  nennt  lAer 
Jede  JBbMie^  weklie  ehnreh  eilie  g^febene  Linie  wdt 
einer  «dnlt  Azien  ^^JL  der  Ann  der  jc}  pamllel  gelegt 
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wird)  eine  projicirende  Ebene  der  Linie,  und 
den  Ehirchschnitt  derselben  mit  der  Coordinatebene 
dsr  beiden  andern  Axen  (z.  B.  mit  der  Ebene  der  yz) 
die  Projeotion  der  Linie  in  dieser  Coordinatebene. 
Da  mm  nach  |«  16.  die  Gleiobnng  jeder  projicirenden 
Ebene  einerlei  mit  der  Gleichnng  der  respectiven  Pro- 
jeotion, so  wird  offenbar  jede  gegebene  Linie 
im  Raame  durch  dieGleichungen  zweier  ih- 
rer Projectionen  bestimmt  seyn.  Dass  in  je 
zweien  dieser  Gleichungen  die' dritte  endialten  ist,  liegt 
in  derNator  der  Sieche;  dessenungeachtet  ist  es,  we- 
gen der  grösseren  Symmetrie  und  Eleganz  der  Calcüle, 
oft  empfehlenswerth,  die  Glieichungen  aller  dreiPro- 
jectionea  zugleich  zu  berücksichtigen.  Hiernach  wird 
jede  Linie  durch  drei  Gleichungen  von  der  Form 

repräsentirt.  Geht  die  Linie  durch  den  NuUpnnct, 
so  müssen  es  ihre  Projectionen  gleichfalls,  und  man 
braucht  für  diesen  Fall  in  den  vorstehenden  Gleichun- 
gen nur  0  s^tt  1  rechter  Hand  vom  Gleichheitszei- 
chen zu  schreiben. 

Die  in  |.  18.  gefundenen  Gleichungen  für  die 
Durchschnittslinie  zweier  Flächen  Fwai  F^  sind  also 
in  der  That  nichts  i^deres,  als  die  Gleichungen  ihrer 
Projectionen  in  den  Coordinatebenen. 

|.    20/ 

Bedingmigigieiclniiig  fär  die  Fl&che  i^,  welche  dem  DnrdMchnitte 
Ton  F  und  F'  parallel  ist 

}Venn  zwei  Flftchen  F  und  jP  gegeben  sind,^  scr 
ist  es  wichtig,  die  Bedingungsgleichung  für.  die  Pa- 
nuneter  irgend  einer  dritten  Fläche  F^  zu  finden, 
welche  der  Durchschnittslinie  von  jP'nnd  F^  parallel  ist. 

Es  sey  die  Gleichung  der  geiinchten  Fläche  F^ 
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Die  Gleichungen  der  Dnrchsdknittglinie  sind  die  (2), 
(3)  ond  (4)  ans  f.  18.  Ans  der  Bedingung  des  Paral- 
lelismus  folgt,  dass,  wenn  wir  die  Fläche  jF^  sowohl 
als  die  gegebene  Dnrchschnittslinie  auf  den  Nullpunct 
iransportiren,  die  letztere  gan2  in  die  ^stere  fallen, 
und  midiin  jeder  Punct  der  linie  zugleich  ein  PudS 
der  Fläche  jp^  seyn  muss.  Die  Gleichung  der  P* 
durch  den  NuUpunct  ist  {§.  17.) 

(5)  5  +  f^  +  -J  =  o 

und  die  Gleichungen  der  auf  den  NuUpunct  >transpor- 
drten  Durehschnittslinie  sind  (f.  19.  xu  Ende) 

w  ^^--^/^^ 

Da  nun  die  Linie  ganz  in  die  Fläche  föUt,  so  las- 
sen sich  die  07,  y  und  z  jener  in  die  Gleichimg  für 
diese  setzen.  Man  bestinuntie  daher  z.  B.  aus  (7)  :nnd 
(8)  9  \kdAz  als  Functionen  von  X^  und  substitnire 
diese  "Werthe  in  der  Gleichung  (5),  so  folgt 

cify  

^-  T-  — TZ — I- ^ 

a 


oder,    nach  Einführung   der  ursprünglichen  Werdie 
▼on  a,  ß  und  y 

welches  die  gesuchte  Bedingungsgleichung  ist. 

•     21. 

Normale  aus  dem  Nullptmcte  auf  ^e  Fläche  F. 

Es  ist  eine  Fläche  F  durch  ihre  Gleichung 
a  ^    h   ^    c 
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gegeben,  man  soll  die  Qleichangen  der  Normale  iV  aas 
dem  NnllpuBCte  finden.  Die  fingirten  Gleichungen 
ikrer  ProJ(N>lioiien  Aeyen : 

(ll)i-+f  =  0 

Da  nun  jede  der  projicirenden  £4ienen  auf  der  F  «o** 
wohl  als  auf  der  respectiven  Projektionsebene  recht- 
winklig ist,  so  muss  auch  jede  der  Projectionen  von 
N  Mf  der  gieichnamägen  Intersectte«!  der  F  normal 
seyn.  Ca  sind  aber  die  Gleichungen  der  Interseetio- 
nen  von  F  nach  f.  16. 


(13)    ^  +  f  =  1 


(l*)T+f  =  ^ 

(15)    T  +  f  =  * 
D«  «tm  (iO)  ttnd  (Id),  (11)  im4(14),  (12)  nnd  (1»)  «e 
GleichttnfMi  je  xWtoUr  aaf  einaiider  reoht»üildig«t 
Iitti«ii  in  ekiM  und  4«rs«UMi  Ebete  tönd,  a*  gdten 
foi  sie  <B»  Bedlngnngif leiehdiigea  (f.  6.)^ 
;  M  +  ßhasO 
yc  +  da  «=  0 
«f  ^  ^«  =»0 
und  folglich  werden  die  CUeichungen,  4«r  gegachten 
NoUtatde  N 

(16)f-|  =  0 

(17)  ^  ~  |!:=  0 

(18)     f-^-*=0  _      ^ 
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Die  Gitese  dieser  NmiBide,  wie  solche  doreh  den 
NnUpniiGt  eineneils  und  durch  den  Durchsdmittsponct 
mit /*  anderseits  bestimmt  wird,  findet  sich  leicht  als 
die  Centraldistanz  des  letzteren  Punctes  auis  den  Co- 
Ardinaten  desselben»  Man  setze  also  in  die  Gleichung 
ior  F  statt  y  und  z  ihre  Werthe  aus,  (16)  und  (17), 
so  erhält  man,  ^wenn 

i 


;=  L 


fSr  die  Coor^nten  des  DüfchSöhnittspunctes  von  F  ^ 
und  iV 

aad  ^=|/1^^7^fp+t!t^  +  ^.,. 

f.    22. 

CoainuB  des  NeigongswinkelB  zweier  Flächen. 

Der  Ton  den  Normalen  beider  flächen  eingeschlos- 
sene Winkel  F  ist  offenbar  das  Supplement  des  ge- 
suchten liVinkeb  W^  und  daher  * 

Da  uns  nun  die  Coordinaten  or,  y,  z  und  4r^,  y^,  z^ 
der  Oiffri^ehnitlBpuncte  beider  HMcheti  mit  ihren  re- 
spectiveii  Normalen  aus  f.  21.  bekannt  sind,  so  ken- 
nen wir  Bieht  nur  die  Grossen  JVund  N^  dieser  letz- 
tsten, sondern  aUcb  die  Grösse  R  der  Distanzlinie 
jener  beiden  Puncte,  folglich  alle  drei  Seiten  des  von 
diesen  Linien  eingeschlossenen  Dreiecks,  für  dessen 
einen  Winkel  F 
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'''^  = 2^^ 


Sabstituirt  man  für  je  zwei  der  Grössen  x,  y,  Zf  und 
x^y  y',  7^  ihre  aus  f.  21.  folgenden  Werthe  darch  die 
dritte  Grösse,  so  erhält  man  . 


1      .      1 


aa'  +   ÄÄ'  +    cc' 


,/l    .    1    .    1       /l     .i_.  JL 

.  ^  aa'by+cc'am'+bb'cc' 

oder  coi  Jrs=^~   .  —         _  _ 

Dieser  Werth  von   cot  W  giebt  uns  für  die   Recht- 
winkligkeit beider  Flächen  die  Bedingung 
aa'bV  +  ci/aa'  +  Wa^  =  0 
und  für  den  Parallelismus  derselben  die  Bedingung 

aibie  =  a'  :V\€^ 
Weil  femer 

^  =  0  die  Gleichung  der  Coordinatebene  yz 

y  =  0    zx 

z  =  0    . a;y 

so  werden  die  Cosinus  der  Neigungswinkel  einer  ge- 
gebenen Fläche  F  mit  den  drei  Coordinatebenen  fol- 
gende: « 

nit  Ebene  yz,  co$X  =s , 

^a^b^  +  c^a^  +  b^c^ 

....  V    zSj  coi  Y  =  —    j    ' 

orif,    eoiZ  ^=s ,  ■    ' 

Va^b^  +  c^a^  +b^c^ 

f.    23. 

Coiliins  des  Neigungswinkels  zweier  Linien. 
,     Wir  wollen  beide  durch  ihre  Gleichungen  gege- 
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bene  Lilien  L  tmd  L\  wenn  sie  nkht  sehen  ursprüng- 
lich darch  den  Nrilpunct  geben,  anf  denselben  trans- 
porCiren;  ihre  61ei<äiia^gen  werden  daher:  . 

(^ö)^  +  i=>«"*5  +  f  =  ^ 

(21)   -^  +  ^  =  Ound^+    ^  =  0 

Hieranf  nehme  man  in  L  einen  willkürlichen  Pnnct, 
dessen  Coordinaten  or,  y  nnd  z^  nnd  in  U  einen  der- 
gleichen Punct,  dessen  Coordinaten  a;\  ^  nnd  z'. 
Man  kennt  dann -nicht  nnr  die  Centraldis tanzen  D 
nnd  'iy  beider  Pancte,  sondern  anch  ihre  gegensei- 
tiger Dfistanzlihie  /{,  folglich  alle  drei  Seiten  des  Drei- 
eckes, dessen  einer,  der  Ä  gegenüber  liegende  Win- 
kel dei*  gesucht  Ast,  und  es  wird  daher 
xr         D'    +  I>'^  —  i»" 

SubstitUbrt  man  in  diesen  Ausdruck  die  Werthe  von 
y  und  z,  so  wie  von  y'  und  z^  als  Functionen  von  ^ 
und  ^r';  i*o  folgt  aus ' 

(I9)u.  (20)  co#  1/ =?:  j/5qq:;^äjpqpj^  >/a'^«r^+/s^»y^-f/wi 

Auf  iKbidilslie  Art  folgt  doirch  Substitution  der  Werthe 
von  47'un4l  z  al|  Funotiottep  Von  jf,  und  4f?  Werfte 
▼on  X  nii4  jf  als  Functionen  von  %  aus 

Die  Bedingningsgleichong  für  die  Rechtwinkligkeit  ist 


*  +  S  +  ^-'^"» 


w: 
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öder  y;^  ;;??  /:#'  qnd  nngMch  «»:^  «^  a':^  . 
n.  s.  ^.  für  die  beidea  andern  Werthe.  Uebrigens 
erhält  man  die  zielte  und  dritte  Form  des  Wertfaea 
von  co$  U  an»  der  ersten  durch  alphabetisches  Fort- 
rücken der  Buchstaben  mit  jedesmaliger  Uebersprin- 
gung  eines  derselben« 

■•  ■.'■ ":  ■'  ■   .•  V  24.  •  ' 

Eintbeilang  derselben. 

Man  kaqn  dm  Begyiff  der  s^bisfwioklJxeR  Axeiv- 
syf^m^  auf  ;iweierlei  Axt  aufiG^^sen,  iiviem  mau  d^- 
bei  uuf  die  Neigungswiuk^  pptweder  der  Ai^ei^  oder 
der  Coordina^benen  r^fl^ctirl.  WH  wer4e9  die  letz- 
tere Ansicht  festhalten.  Man  sieht  nun  leicht,  dass 
für  die  drei  Neigungswinkel  j4,  jB  und  C  der'Coof- 
dinatebenen  folgende  vier  Fälle  möglich  sind 

1)  Alle  di;:ei  Winkel  sin4  rechte, 

^)  Zwei  Winkel  «jUid  reobt^  dtf  inU^  ßif^  fU^»- 

3)  Zwei   Winkel   sind    sctii#|^,    der  4^^  -  ein 

rechter. 

4)  AUe  drei  Winkca  sin4  Schiißfe. 

Der  erste  FaU  ist  der  dep  rechcwltfkli^en 
oder  orthometrijsek^s  Axeni^emes,  wekbenwir 
im  Vorhergehenden  behaftdfilt  haben.  Die  'den  dtei 
übrigen  Fällen  entsprechenden  Axensf s^t^me  \  la^en 
sich  durch  die  Namen  des  monoklinoCdrischen, 
diklinoädrischen  lyid  tri  k  1  in  oädri  sehen 
Axj^nfyptem^s  upterscheiden.  Wir  wollen  j^dMii  an 
gegenwärtigem  Orte  nur.  a|nige  der  wich^gsten  Pro- 
bleme in  Bezug  auf  das  erste  und  einfachste'  dieser 
schiefwinkligen  Axensysteme  lösen,  da  seine  Theo- 
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rie  fnr»di6  Krystallogniphie  voti  gans  boMmderer 
Wichtigkeit  ist  Das  Notliigate  über  die  beiden  an* 
dem  Systeme  soll  später  da  beigebracht  werden,  wo 
Ton  den  ihnen  entsprechenden  Krystallformen  .  die 
Rede  seyn  wird. 

f.    26. 

-    €Heichimgeii  Ton  Punct,  Linie  und  FUclie. 

In  jedem  monokliho^drischen  Axensysteme  sey 
nns  diejenige  Axe,  welche  sich  als,  die  Durchschnitts- 
linie  der  beiden  schiefwinkligen  Coordinatebenen  be- 
stimmt, die  Axe  der  zi  so  schneiden  sich  die  Axen 
der  X  nnd  der  y  unter  demselben  schiefen  Winkel  ^, 
wie  jene  zwei  Coordinatebenen. 

Die  Gleichungen  eines  Punctes  sind  fiir  jedes 
monoklinoädrische  System  (wie  für  die  schiefwinkli- 
gen Axensysteme  überhaupt)  wiederum  von  der  Form 

die  Gleichuiüg  einer  Flächig  Ton  d^r  Form 

a  Q  e 

und  die  Gleichungen  einer  Linie  ^on  der  Fenn 

indem  die  Begriffe  der  Coerdinates  »nd  Pamuneter 
gmoi  «Rver&ndeit  die  Ten  Axenparallelen  und 
Axenabschnitten  bleiben,  Wie  «olehe  oben  di^- 
«irt  und  bisher  gebraucht  wmrdeh.  Wenn  man  daher 
«rar  immer  eingedenk  bleibt,  dass  sich  in  Torsteben- 
4en  CSeidrangen  Ae  Zj  y  und  g,  die  «r,  i  und  c  auf 
schiefwinklige  Axen  beziehen,  so  wird  man  den 
Mbr  wesentlichen  Unterschied  zwischen  ihnen,  ab 
klinometrischen  Gleichungen  und  den,  der  Form  nach 
ganz  identischen,  orthometrischen  Gleichungen  der 
ff.  14.  15.  und  19.  niemals  aus  den  Augen  verlieren. 
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f.    26. 

AllgemQine  Methode  der  Berechiumg. 

Die  allgemeinen  Berechnungen  im  Gebiete  jedes 
monoklino^drischen  Systemes  sind  mit  grosser  Leich- 
tigkeit auszuführen,  sobald  man  dieselben  auf  die  in 
|.  12.  erläuterten  Transformationen  der  Coordinaten 
gründet  Es  ist  nämlich  einleuchtend,  dass  die  Coor- 
dinate  z  ganz  unabhängig  von  dem  Neigungswinkel  q 
der  beiden  schiefen  Axen  seyn  müs^e,  da  sie  ja  auf 
deren  Coordinatebe^e,  ganz  so  wie  bisher,  rechtwink- 
lig ist.  Wenn  wir  also  irgend  gegebene  Gleichungen 
orthometrisch  ausdrücken  wollen,  so  haben  wir  in 
ihnen  nur  statt  der  schiefwinkligen  Coordina|;en  x 
und  y  deren  orthometrische  Ausdrücke  aus  §.  12.  zu 
substituiren,  und  die  Transformation  der  Gleichun- 
gen ist  vollendet.  Da  nun  aber  für  diese  transfor- 
mir^eh  Gleichungen  alle  uns  interessirenden  Probleme 
in  dem  Vorhergehenden  bereits  gelöst  wurden,  so 
lässt  uns  der  einfache  Kunstgriff  der  Transformation 
dazu  gelangen,  alle  Rechnungen  auch  im  Gebiete 
dieses  Systemes  nach  der  so  höchst  einfachen  Me- 
thode zu  führen,  welche  wir  far  das  rechtwinklige 
Axensystem  kennen  gelernt  haben.  Nur  darf  man 
nie  vergessen,  dass,  wenn  irgend  ein  so  gewonnenes 
Resultat ^ noch  die  Form  einer  Gleichung  mit  an- 
bestimnUen  Coardinaten  hat,  diese  Coordina- 
ten wieder  ruckwärt«  ivk  ihren  kUnometrischen  Aus- 
druck übersetzt  werden  müssen,  weil  die  Einfulucuiig 
rechtwinkliger  Coordinaten  nur  ein  Nothbehelf  zur 
Erleichterung  des  Calciils,  der  Endzwek  die- 
ses .Calcfils  aber  immers  nur  der  ist,  Resultate  zu 
finden,  welche  sich  auf  Ajb^  ursprünglich  gegebene 
Axensystem  beziehen.  . 
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§.27. 
Centnldiftans  eines,  und  DittaKiliiiie  sweier  Puncte. 

Man  findet  aus  §.  14.  die  CentraldistaM  D  ei- 
nes Ponctes,  und  die  gegenseitige  Distanriinie  R 
s  weier,  durch  ihre  Coordinaten  o?^  y,  z  und  a/^  /,  z' 
g^ebener  Puncte,  indem  man  statt  ^  den  Werdi 
^  +  9  coiffj  und  statt  y  den  Werth  y  iintf  stib* 
stituirt;  es  folgt: 

B=  Vi'-^'  +(8H-srO^  +rs-«'P  +«(*-xO  (y-y')coBg 
Sind  zwei  Flächen  durch  ihre  Gleichungen 

gegeben,  so  sind  die  Gleichungen  ihrer  Durchschnitte- 
Hnie  natürlich  einerlei  mit  jenen  iki  §.  18.;  eben  so 
ist  die  Bedingungsgleiehung  für  die  Parameter  einör 
dritten,  mit  dieser  Durchschnittslinie  parallelen  Flfi* 
che  einerlei  mit  der  in  f.  20.;  nur  ftnd^rt  sich  die 
Bedeutung  der  Buchstaben  ä,  Ä,  c,  u.  W  W.  dahin, 
dass  sie  jetzt  schiefwinklige  Parametei^  bedeuten. 
Dagegen  sind  die  Gleichungen  fior  die  Normale  einer 
gegebenen  Fläche,  und  der  Ausdruck  für  den  Cosi- 
mis  des  NeigungswiAkels  zweier  Flächen  für  dieses 
Axensystem  besonders  zu  berechnen. 

§.28. 
Vonnsle  ans  teti  NuUpiuicte.  aaf  4ie  Flädie  F. 

Die  Gleichung  der  Fläche  F  sey: 
^  V  z 

«  +  T  +  T  -  * 

Man  mache  diese  Gleichung  orthometrisch ,  d.  h.  man 
tnbstituire  ^ 

statt  a:  die  Grösse  4r.  —  t/.     -.    ^  •        ; 

...       :.       i       ,  -.-..:■:,,'     ■' 

I.  4 
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so  wird  sie 

£i  +  »-^,^'9  n  +  -  =  1 

Die  Qleioliwigen  >  der  ges«eliteii  Normale  finden  «ich 
nun  unmit^bar  aus  dieser  Gleidumg,  wie  die  Glei- 
oliangen  (J§)^17)  und  (18)  in-  §.  21.  aus  de»  zn  Anfange 
desselben  f.  stehendeii  Gleichung  von  F\  sie  wer- 
den also: 

(22)    -^--*.«'"^-.r.  -*'  =0 

'    ^'^'  ;;  T^T  ■     =^ 

(24)  gl-     <^i.l>-co»^)z    ^^ 

Diej^e  Gleichnngej^  müssen  abei^  w^er  räekw$irts  kli- 
9/^etri^  a\u^e4riickt  wei;dm  (f«  26),  indeA  man 
.   ;:für  ar.|;  den  Werth  ^  +  fC0$Q 

sy^l^tftaixt;  m«^i  erhHlt  dan^  die  g^Ucl^en  Glaiehun- 
8f«^>  vi^  ^Wgrt- 

"'     (25)    -r ^^— * =  0 

'      (?6)    --.—i rr-^^ ^  =  0       ' 

(27) 2 L_  —  0 

e  {a  —  bco$^)  abnin^Q 

wobei  nur  noicii  su  .erinnern,  dass  bei  droser  Trans- 
formation die  Gleichung  (26)  epitt  alle  drei  Coofdina- 
ten  Wy  y  und  z  enthält,  weshalb  der  durch  (25)  be- 
stimmte Werth  von  y  als  Function  von  a;  in  dieselbe 
eioieuföhifen  ist.      , 

Die  Coordinaten  des  Durchschnittspunctes  von 
F  und  N  finden  sich  leicht  durch  Combination  je 
zweier  der  Gleichungen  (25),  (26)  und  (27)  mit 
der  Gleichung  von  F,  Bezeichnet  man  nämlich  zur 
Abkürzung   und  leichteren   Uebersicht  die   Grossen: 


Digitized  by  VaOOQlC 


Elementcarhk^e.    Gnmdluge,  51 

nie  mit  J? 
b  —  aeo$Q  mit  F 

a  —  ic0$f  mit  ft    und  , 

a'i*  +  c^a"^  +  b^cl—ab  co$  q  (2c«  -f  «ri  cot  (>)  n&t  4f 
so  werden  die  Coordinaten  des.DnrelMidiBittapuiictes 

c£F 

cfiG 

z _ 

§.29. 
Cosious  des  Neigungswinkels  l^ieweier  Flächen. 

Wenn  der  Neigungswinkel  der  beiden  Fläehen- 
normnlen  If  nnd  iV"  =s  F,  so  ist 

cot  nr  =9.^  cot  F 
Nim  sind  uns  aua  dem  vorigen  §.  die  orthometrischen 
Gleichungen  beider  Normalen  bekanirt,  indem  für  N 
die  Gleichungen.  (22),  (23)  und  (24)  unmittelbar,  fnriV^ 
aber  dieselben  Gleichungen  mit  accentuirten  Buchsta- 
ben gelten.  Wir  erhalten  daher  in  Uebereinstimmung 
mie  §.  22.  für  V  die  Function 

co$v=  ^i^i'  +  yiyZ  +  g^ 

Sobstituirt  man  für  je  zwei  der  Coordinatten  x^^  yi 
and  ä:,  4r/,  y/  und  zf  ihre  Werthe,  wie  solche  als 
Functionen  der  dritten  «ns  (22),  (23)  «nd  (24)  folgen, 
so  erhalten  wir  ,    . 

cofF  = 

und  daher  eo9W=^  — 


i 
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welcher  Ausdruck  sich  för  q  =  90^  auf  den  oben  in 
f.  22.  gefundenen  Werth  reducirt. 

Für  die  Rechtwinkligkeit  beider. Flächen  gilt  die 
Bedi&gunsgleichung : 

und  fiir  den  Parallelismus,  wie  a.  a.  O. 

a  :  Ä  :  c  =  o^  :  y  :  c' 
Die  Cosinus  der  Neigungswinkel  einer  gegebenen 
Fläche  F  mit  den  drei  Coordinatebenen  lassen  sich 
leicht  aus  dem  Werthe  für  cos  W  finden,  indem  man 
successiv  für  F'  die  Gleichungen  ^  =  0,  y  =  0 
und  z  =  0  statuirt,  oder  successiv  die  Parameter 
V  und  1^,  a^  ^nd  (fy  a'  und  V  unendlich  gross  nimmt. 

§.    30. 

Cotina»  des  Neigungswink^s  zweier  linieo. 

Man  transportire  beide  Linien  L  imd  U  auf.  den 
Nullpunct,  so  erhalten  ihre  Gleichungen  die  Form: 


j^  +  iL 

=  0 

-^  +  i^  -0 
,      a'  +   /J'  -  " 

=  0 

,7+,f-^ 

iL  +  A 

==0 

f  +  f  =  o 

Hierauf  mache  mai^  diese  Gleichungen  orthometriscb^ 
d.  b.  man  setze 


satt  X  den  Werth  ^,  —  jf, 


CO$Q 

tinQ 


-     y 
so  werden  sie 

% 


+     4-    =*o 


yt 


n»9 


JTl 


cf' — ß'eoi  Q 

z 


yi 


yt 


i'<M^ 


ß*iinQ 


+     4 


=0 
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SnkHihurt  man  .'die  Paramctleir  üeser  oithotti^triichen 
GleidiaiigeD  statt  «fer^Boabataben  a^  a\  ß^  ß^  jl%.  w. 
ia  die  Ausdrücke  von  cat.  U  4es  f.  23,  so  folgt  un* 
ter  der  Voraussetzung^  ,dass  die  Gleichung  zwischen 
X  undy  jedenfalls  eine  der  gegebenen  sey: 
cos.U 

oder  eo$  V 

/a2#2+(?2,2-|-^2;2_2«^#2  cOf  t»  /a'i#'24^'2|'2  4. /f 'I^^l -2«'/f '#'»  CO«  tf 

welches   die  gesuchten,  Werthe   für  den  Cosinus  des 
Neigungswinkels  sind. 


Zweiter  Abschnitt. 

Terminologie  der  Kryilallformen  und  Eintheilung 
derselben. 


Erstes  CapiteL 

Von   den    Begränzungselementen    der    Kry- 
stallformen. 

|.    Äl. 

BegrlUiKungBelomeiite,  Schaute,  Mittelpmiet. 

^)  Die  Krystall formen  sind  die  ebenflächigen, 
mehr  oder,  weniger  regelmässig  gebildeten  Gestal- 
ten der  Krystalle  oder  vollkommenen  anorganischen 
Individuen. 

2)  Begränzungselemente  einer Krystallform heis- 
sen  alle  Flächen,  Kanten  und  Ecke  derselben. 
Für  die  Anzabl  der  verschiedenen  Begr&nmngsele- 
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nente  ilMthaupt  gik  MgmiBt  mfifkwMigt  San. 
Man  setse  an  irgend  'einer  €[«Hak) 

die  Ziüil  4er  Edce      =s  £  w 

-  Flächen  «r  F 

-  Kanten  »r  jRT 
so  ist  jederzeit 

E  +  F^  K+  2 

3)  Gle'ichwerthige  Begränzangselemente 
sind  alle  gleichnamigen  B.  von.  gleicher  Figor, 
Grösse  and  Lage. 

4)  Mitte Ipnn et  einer  Krystallform  ist  deqenige 
Ponct  innerhalb  derselben,  Ton  welchem  alle  gleich* 
werthigen  Begränzongselemente  ^leichweit  abste- 
hen. 

5)  Symmetrie  einer  Krystallform  ist  die  in  der  Zahl, 
Grösse,  Yertheilang  und  Lage  ihrer  verschiedenen 

^Begränznngselemente  obwaltende  Gesetzmässigkeit. 

6)  Schnitt  heisst  allgemein  derjenige  Theil  einer 
durch  eine  Gestalt  gelegten  Ebene,  welcher  inner- 
halb derselben  enthalten  ist. 

|.    32. 

Fl&ebeo,  ihre  Figuren  und  Arten. 

1)  Die  Flächen  werden  nach  der  Zahl  ihrer  Seiten  in 
drei-,  vier-,  fünf- itseitige  Figuren  getheilt. 

2)  Nebenseiten  heissen  je  zwei  neben  einander, 
Gegenseiten  je  zwei  gegenüber  liegende  Seiten 
einer  Figur;  eine  Figur  von  ungerader  Seitenzahl 
hat  keine  Gegenseiten. 

3)  Die  dreiseitigen  Figuren  erhalten  die  bekannten 
Namen  der  Geometrie.  Die  vierseitigen  Figuren 
sind  entweder  Parallelogramme  oder  Klino- 
g ramme,  je  nachdem  je  zwei  Gegenseiten  paral- 
lel sind,  oder  nicht ;  die  Päratlelogramitte  sbid  ent- 
weder rechtwinklig  oder  ncliielwinklig;  die  Techt- 
wittkÜ^en  ^.   entweder  gleichseitig,    Quadttit, 
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Tetragon,  odeir  ungkicbieitig,  Rectangel;  die 
achieftvinkligen  P.  ebenfalls  entweder  gleichseitig, 
'  AkembiiB,  oder  «ligleiehsettig,  RJb.omiioid.  Die 
KliDograBiaie  liaben  entweder  nocb  ;9wei  patal- 
lele  Gegenseiten,  Trapez,  oder  nicht,.  Traf  e- 
,«^oid. 

4)  Eine  Figur  heisst  regelmässig,  iMrenn  sitgUich- 
siiefft^  und  gleichwinklig,  halbra^^^llAäesig) 
wenn  sie  gleichseitig,  aber  nur  abwecb^elad  gleich- 
winklig tet.  föne  ikali^egelmäasige  Figur  hat  Je- 
derzeit eine  gerade  Seitenzahl,  oild  h^iASt  eitt 
Rkombus,  Ditrigen,  Ditetragon^  oder  4)1- 
hexagoB,  je  nachdeia  si^  vier-,  sechs»,  aeht- 
oder  zwelfiseitig  ist  (Fig.  6,  7  «od  8),  . 

d)  An  jedem  Rhombns  mni  RhembeM  unterscheidet 
man  die  Makrodiagenele  und  Bpa^hydiago- 
nale. 

6)  Ein  symmetrisches  Trapezoid  oder  Delloid 
(Fig.  9.)   ist,  welches  durch  eine  seiher  Diagona- 

^  len  in  zwei  congruente  Dreiecke  gethellt  wird; 
diese  Diagonnfe  (ab)  heisst  die  symmetrische 
Diagonale.  Ein  gleiehschehkliges  Trape- 
zoid (Fig.  iß  und  11)  oder  Trape«  (Fig.  12.)  ist, 
welches  zwei  gleiche  Nebenseiten  hat;  man  kann 
die  Diagonale  (cd)  durch  die  Endpuncte  der  glei- 
chen Nebenseiten  die  gleichschenklige  Dia- 
gonale nennen. 

7)  Ein  symmetrisches  Pentagon  (Fig.  13.)  ist, 
welches  vier  gleiche  Seiten  und  zwei  Paare  glei- 
cher Winkel  hat.  Die  einzele  Seite  heisst  -  di^ 
Grundlinie,  und  die  aus  dem  gegenüberliegen- 
den Winkel  auf  sie  geßdlte  Normale  die  Höhen- 
linie des  Pentagons. 
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i    33. 

KanteB  luid  deren  Verhältiuste. 

1)  Ad  jed^r  Kaiite  anterseheidet  man  die  Kanten- 
flächen,  die  Kantenlinie  und  den  Kanten- 
winkeL 

2)  Normal  ebene  einer  Kant^  ist  jede  auf  der  Kan- 
tenlinie rechtwinklige  Ebene. 

3)  Der  Kantenwinkel  ist  jederzeit  gleich  dem  Win- 
kel, welchen  die  beiden  Dorchschnittslinien  der 
Normalebene  und  der  Kantenflächen  bilden. 

4)  Kanten  heissen  gleichgross,  wenn  sie  gleiche 
Kantenwinkel,  gleichlang,  wenn  sie  gleiche 
Kantenlinien,  gleich,  wenn  sie  beide  gleich  haben. 

5)  Eine  regelmässige  Kante  ist,  deren  Flächen 
bei  0"*  Neigung  eongmiren,  nnd  durch  die  aus  dem 
Mittelpuncte  der  Kantenlinie  errichtete  Normale 
in  zwei  congruente  Hälften  getheilt  werden;  eine 
symmetrische  Kante  besitzt  nur  die  erstere,  und 
eine  nnregelmässige  Kante  keine  von  beiden 
Eigenschaften,     p 

6)  Eine  ausspringende  Kante  ist,  deren  Kanten- 
winkel nach  dem  Mittelpuncte  der  Krystallform 
<Ci80*;  eine  einspringende  Ka^te,  deren  Kan- 
tenwinkel nach  derselben  Richtung  >  180''  ist. 

§34. 

Bcke  und  deren  Arten. 

1)  An  jedem  Eck  unterscheidet  man  die  Flächen- 
winkel, die  Kantenwinkel  und  den  Eck- 
punct. 

2)  Nach  der  Zahl  der  zu  einem  Ecke  contribuirenden 
Flächen  unterscheidet  man  drei-,  vier-,  fünf- 
»flächige  Ecke. 

3)  Ein  regelmässiges  Eck  ist,  das  gleiche  Flä- 
chen- und  Kanten  Winkel,  ein  h  albrege  I  massi- 
ges Eck,  das  gleiche  Flächen-  aber  nur  abwech- 
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selnd  gleiche  Kantenwinkel  hat.  Die  balbr^el- 
mSmigen  Ecke  haben  jederzeit  eine  gerade  Flä» 
cbenzahl und heissen  rhombische,  ditrigonale, 
ditetragonale  und  dihexagonale  Ecke,  je 
nachdem  sie  vier-,  sechs-,  acht-,  oder  zwölfflächig 
sind.  Die  regelmässigen  heissen  trigonale,  te- 
tragonale  oder  hexagonale  Ecke,  je  nachdem 
sie  drei-,  vier-  oder  sechsflächig  sind. 

§.    35. 
Nebenilachen ,  Gegenfläehen ,  Flächensysteoie. 

1)  Neben  fläche  einer  gegebenen  Fläche  ist  jede, 
die  eine  Kante  mit  ihr  bildet. 

2)  Eine  Reihe  von  Nebenflächen  heisst  jede 
stetige  Folge  von  Nebenflächen;  was  die  ersten, 
zweiten,  dritten  u.  s.  w.  Nebenflächen  einer  gege- 
benen Fläche  sind,  begreift  sich  von  selbst. 

3)  Nachbarfläche  einer  gegebenen  Fläche  heisst 
jede  zweite  Nebenfläche,  welche  mit  derselben 
noch  einen  Eckponct  gemeinschaftlich  hat. 

4)  Gegenfläche  einer  gegebenen  Flächer  heisst  die 
iht  parallele  am  entgegengesetzten  Ende  der  Ge- 
stalt. 

5)  Die  Flächen  vieler  Gestalten  gruppiren  sich  zu 
Flächensystemen,  welche  man  nach  der  Zahl 
ihrer  Flächen  Flächenpaare,  oder  drei-,  vier- 
«zählige  Flächensysteme  nennt. 

6)  Jedes  Flächenpaar  oder  Flächensystem  hat  seine 
Neben-Paare  oder  Systeme,  und  Nachbar* 
Paare  oder  Systeme.  Gegenpaar  oder  Ge- 
gensystem eines  gegebenen  Flächensystemes 
heist  das  ihm  gegenüberliegende,  dessen  einzele 
Flächen  den  einzelen  des  gegebenen  parallel  sind. 
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Zweites   Capitel. 
.    Von  den  Krystallsjstemen. 

§.    36. 

Allgemeine  Bestiiumungeu. 

Mao  denke  sich  durch  irgend  einen  Punct  im 
Räume  drei  indefinite  Ebenen,  dergestalt,  dass  nicht 
alle  einer  Linie  parallel  sind,  so  werden  dieselben 
den  Raum  um  diesen  Punct  in  acht  Rauinoctanten 
theilen,  und  drei,  nicht  in  einer  Ebene  gelegene 
Durchschnittslinien  von  indefiniter  Länge  bilden.  Jede 
gegebene  Fläche  wird  nun  wenigstens  eine  dieser 
Linien,  oder  zwei,  oder  auch  alle  drei  schneiden 
müssen,  und,  wie  in  $.  15.,  durch  Angabe  der  Grosse 
und  Richtuiig  der  linienubschnitte  bestimmt  seyn. 
Den  Inbegiafi*  von  drei  (oder  auch  mehren)  derglei- 
chen durch  eine)i  Punct  gelegten  Ebenen,  in  Bezug 
auf  deren  Durchschnittslinien  man  die  Lage  gegebe- 
ner Fläc^^en  bestimmt ^  nennt  man  ein  System  von 
Coox^iijatebenen,  ^*ede  einzele  Ebene  eineCoor- 
dinati^bene,  Jede  ihrer  Durchschnittslinien  eine 
Axenlinie  ''),  und  ihren  gemeinschaftlichen  Durch- 
Echnittspunct  den  Nullpunct  oder  Anfangspunct 
des  Systemes.  Die  durch  eine  gegebene  Fläche  in 
den.  AxenUnien  abgeschnittenen  Theite  heissen  die 
Parameter  der  Fläche. 

§.  ^  37. 

Fortsetzung. 

Weil  die  KrystaUgestalten  von  lauter  ebenen  Flä- 
chen umschlossene  Körper  sind,  so  müssen  sie  gleich- 


*}  Es  sey  mir  erlaubt,  für  die  indefiniten  Axeu  dtesüs  Wort 
zu  gebrauchen,  da  man  in  der  Kryatallographie  unter  Axe  einen 
beitimmten  Thell  dieaer  linien  zu  Terstehen  gewohnt  ist 
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felk  ift  Beanig  auf  ei»  willkürlich  gewähltes  System 
v«n  Ooordinatebeneii  oder  Axenliiiien  bestimmt  wet-i 
i&n  könnea.  Es  fragt  sidi  nur,  wo  der  NoUpuut 
des  Systemes  gewählt,  und  wie  Tiele,  «ad  uttter 
welches  Wiakeki  geneigte  Coordinatebenea  sagen 
nonuaen  werdea  soUen.  Theorie  und  Beebacktasg 
geben  auf  diese  Fragea  folgende  Antworten; 

1)  Den  Nullpunct  des  Axensystemes  verlege  man  je- 
derzeit in  den  Mittelpunct  der  Gestalt,  weil 
nur  so  die  Axen  eine  symmetrische  Lage  gegen 
die  verschiedenen  Begränzungselemente  derselben 
erhalten  kennen  (f.  31.) 

2)  Die  Zahl  der  Coordinatebenen  (oder  AxenUnteti) 
ist  für  die  meisten  Gestalten  auf  drei,  für  einige 
jedoch  auf  vier  zu  setzen,  weil  nur  so  die  geo- 
metrische Bestimmungsmethode  den  in  der  Natur  ge- 
gebenen Symmetrieverh&itnissen  angemessen  wird. 

3)  Die  Neigungsverhältnisse  der  dreizähligen 
Q>ordlnatebenen  sind  verschieden;  bei  den  vier- 
zähligen  dagegen  herrscht  immer  das  Gesetz,  däss 
sichdbr^  in  einer  linie  unter  60^  schneiden,  wäh- 
rend vie  vierte  auf  ihnen  rechtwinklig  ist. 

§.    38. 
Allgemeine  EiBtheilaag  der  Gestalten. 

Die*  im  vorigen  f.  enthaltenen  Bestimmungen  fäh- 
ren toriäufig  zu  folgender  allgemeinstmi  Eialhmhing 
sämmtlicher  jKrystaltformen  nach  der  Zahl  der  Coor- 
dinatebenen, oder,  was  dasselbe  ist,  nach  der  Zahl 
der  Axenlinien. 

A)  Trimetrische  Gestalten,  solche,  deren  Sym- 
metrieTeritältnisse  ein  dreiaähliges  Axensyatem  ge- 
statten. 

B)  Tetrametrische  'Gestalten,  solche,  idemi 
Synmietrieveihtitnisse  «in  vierzähliges  Axensyatam 
fordern. 
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-in  Bezug  auf  die  verschiedenen  Neigongsverhält- 
nisse  der  Coordinatebenen  in  den  lirimetrischett  Ge- 
stalten ist  das  allgemeine  Neignngsveriiäkniss  von 
dem  besondern  zu  unterscheiden;  jenes  ist  das  der 
Recfatwinkligkeit  oder  Sehiefwinkligkeit  überhaupt; 
dieses  ein  bestimmtes,  gemessenes,  in  Graden,  Minu- 
ten u.  s.  w.  ausgedrücktes  Neigungsverb&hniss.  Nun 
ist  einleuchtend,  dass  es  in  Uebereinstimnrang  mit 
§.  24.  für  die  trimetrisohen  Gestalten  nur  vier  allge- 
meine Neigongsverhältmsse  geben  kann ;  indem  die  drei 
Neigungswinkel  A^  B  und  C  der  Coordinatebenen 
entweder  durchgängig  rechte,  oder  durchgängig  schiefe 
sind,  oder  indem  gegen  zwei  rechte  ein  schiefer,  oder 
endlich  gegen  zwei  schiefe  ein  rechter  Winkel  vor- 
handen ist  Hiernach  verfallen  die  trimetrischen  Ge- 
stalten in  folgende  Abtheilungen: 

1)  OrthoSdrische  Gestalten,    alle  drei  Winkel 
sind  rechte. 

2)  Monoklinoßdrische  G.,  ein  schiefer  und  zwei 
rechte  Winkel. 

S)  Diklinoädrische  G.,  zwei  schiefe  und  ein  rech- 
ter Winkel.  i 
4)  Triklinoödrische   G.,    alle   drei   Winkel   sind 
schiefe. 
Im  Gebiete    der  tetrametrischen  Gestalten   giebt 
es    nach   der   obigen  Bestimmung   nur   ein   einziges, 
vollständig  bestimmtes  Neigungsverhältniss,  und  da- 
her auch  keine  weiteren  Unterabtheilungen. 

§.    39. 

kxea  ood  deren  Grötsenverhältnlis. 

Weil  aber  die  Gestalt  eines  jeden  vollständig 
ausgebildeten  Krystalls,  dergleichen  künftig  immer 
vorausgesetzt  werden,  einen  ringsum  geschlossenen 
Flächeninbegriff  darstellt,  so  müssen  sieh  ^wttk  das 
gemeinschaftliche  Zusammentreffen  aller  dieser  ilä- 
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chen  gewisse  bestuumte  Längen  in  den  an  and  für 
sieb  indefiniten  Axenlinien  ergeben.  Diese  bestimm- 
ten Tl^eile  der  Axenlinien,  welche  zwar  von  den 
Parametern  der  Flächen  abhängig,  jedoch  keineswe- 
ges  mit  denselben  identisch  sind,  heissen  die  Axen 
der  Gestalt.  Sie  haben  grosse  Bedeutung  für  die  Elr- 
scheinungsweise  der  ganzen  Gestalt,  und  verdienen 
um  so  mehr  Berücksichtigung,  da  von  ihrer  relati- 
ven Grösse  das  Princip  zur  ferneren  Eintheilung  der 
Krystallformen  entlehnt  wird.  Man  unterscheidet 
aber  auch  hier  das  allgemeine  und  besondere 
Grössenverhältniss,  indem  jenes  nur  das  der  Gleich- 
heit oder  Ungleichheit  überhaupt,  dieses  ein  bestimm- 
tes, in  Zahlen  ausgedrücktes  Verhältniss  ist. 

Was  nun  die  trimetrischen  Gestalten  betrifft,  so 
ist  offenbar  nur  eine  dreifache  Verschiedenheit  des 
allgemeinen  Grössenverhältnisses  ihrer  Axen  mS^ich, 
indem  dasselbe  entweder  das  der  durchgängigen 
Gleichheit,  oder  der  Gleichheit  zweier  gegen 
eine  ungleiche  Axe,  oder  das  der  durchgängigen 
Ungleichheit  seyn  kana  Während  wir  aber  im 
Gebiete  der  orthoSdrisehen  Gestalten  alle  drei  Fälle 
verwirklieht  finden,  begegnen  wir  im  Gebiete  der  kK- 
noßdrischen  Gestalten  nur  dem  letzteren  Verhältnisse 
der  durchgängigen  Ungleichheit;' was  vielleicht  darin, 
seinen  Grund  hat,  weil  die  Erschein^^weise  dieser. 
Crestalten  durch  Realisirung  .der  beiden  ersteren  Fälle 
fEist  nichts  an  Symmetrie  gewinnen  würde,  weshalb 
selbst  die  dereinslige  Nachweisung  derselben,  keine 
fernere  Eintheilung  begründen  konnte. 

Im  Gebiete  der  tetrametrischen  Formen  endlich 
treffen  wir  nur  das  einzige  Mgemeine  Grössenver- 
hältniss, dass  die  drei  sich  unter  6(f  schneidenden 
Axen  eurander  gleich  sind^  während  die  auf  .ihnen 
reditwinklige  Axe  grosser  oder  kleiner  ist*). 

*)  Sie  konnte  jedoch  auch  dem  Charakter  dea  Systeme«  tmhe- 
schadet  den  übrigen  Axen  gleich  seyn. 
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|.   .40.  . 
Kry  stall  Systeme.' 

Ein  Krystallsystem  ist  der  Inbegriff  al- 
ler derjenigen  Gestalten,  welche  bei  glei- 
cher Zahl  und  gleichem  allgemeinen  Nei- 
gungsverhältniss  der  Coordinatebenen  das- 
selbe allgemeine  Grössenverhältniss  der 
Axen  besitzen. 

In  Uebereinstimmung  mit  dieser  Definition  e^- 
giebt  sich  nun  aus  den  vorigen  §§.  folgende  Ueber- 
sicht  der  Gestalten  überhaupt  und  der  Krystallsy- 
steme  insbesondre. 

A.  Trimetrische  Gestalten. 

a)  Orthoedrüehe  Ge9talten. 

1)  Isometrisches  Krystallsystem,    drei  gleiche 
Axen. 

2)  Monodimetriscbes  K.  S,  zwei  gleiche  Axen. 

3)  Anis  o  metrisch  es  K.  S.^  drei  ungleiche  Axen. 

b)  Kli»o^drüche  Gestalten. 

1)  MouoklinoSdrisches  EL  S. 

2)  DiklinoSdrisch^s  K.  S. 

3)  T.rikliHO^drifi^ckes  K.  S. 

B.  Tetram^rische  Gestalten. 

1)  Monotrimetrisches  K.  S. 
GeometviseherGrundcharakt^r  eines K»y- 
stallsystemes  ist  der  Inbegriff  seiner  wesentlichen 
Merkmale,  oder  diis  ihm  zukommende  Zahl-  und  Nei^ 
gungsverfaftltnisfi  der  Co^Mrdinatebenen  und  Gf  ^senver- 
hältniss  der  Axen. 

•  §.    41. 

Symmetrieverhaltnisae  der  KrysUUaystepie, 

Jedes  dieser  KrystaUsysteme  zeigt  g^wiate^  lohoa 
aus  seinem  geometrischen  Cbrvndcharakter  folgende 
SymmetrieverhältiMZse»  welche  sich  besonders  dadurch 
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za.  efkeimen  geben,  dass  i«  Aer  Regel  eine  der 
Axen  entweder  ihrer  Chrösse  oder  äirer  Lage  «ack 
einen  eminenten  Werth  erhält,  kraft  dessen  sie 
einen  entschiedenen  Einflnss  auf  die  Symmetrie  aller 
mn  da»  Axensy Stent  zn  constndf  enden  Gestalten  aasübt 
In  allen  trimetrischen,  orthoSdrischen  Gestalten 
finden  wir  in  Bezug  auf  die  Lage  der  Axen  die 
hdchslr  Regelmässigkeit  und  Uebereinstimmung;  die 
etwaige  Verschiedenheit  der  Symmetrie  kann  daher 
nnr  in  dem  Gr5ssenverkältnisse  der  Axen  ge-, 
sacht  werden.  Da  nun  im  isometrischen  Systeme 
dnrehgäAgige  Gleicheit  derselben  gefordert  wird,  so 
zeigt  dieses  System  auch  der  Grosse  seiner  Axen 
nach  den  höchsten  Grad  der  Regelmässigkeit;  jede 
Axe  ist  vollkommen  gleichwerthig  mit  den  beiden 
übrigen,  und  keine  derselben  spielt  irgend  eine  vor- 
herrschende Rolle.  Im  monodimetrischen  Systeme  da- 
«gegen  ist  eine  Axe  ihrer  Grösse  nach  ungleichwer- 
thig  mit  den  beiden  übrigen;  sie  offenbart  dadurch 
eine  gewisse  Eminenz,  und  beherrscht  die  Symmetrie 
des  ganzen  Axensystemes.  Im  anisometrischen  Systeme 
endlich  sind  alle  drei  Axen  ungleichwerthig;  daher 
ist  zwar  jede,  aber  auch  jede  in  ihrer  Art  eminent^ 
and  keiber  känVI  irgend  ein  Vorrecht  vor  der  andern 
zuerkannt  werden,  weil  sich  durchaus  nicht  entschei- 
den lässl,  ob  der  grösste,  der  kleinste  oder  der  mitt- 
lere Werth  ein  solches  Vorrecht  bestimmen  soll. 

Für  die  klinoSdrischen  Systeme  ist  in  dem  Gros- 
senverhftltnisse  der  Axen  die  gleiche  und  höchste  Un- 
regelmässigkeit gegeben,  und  folglich  die  Verschie- 
denheit der  Symmetrie  nur  in  den  Neigungsverhält- 
nissen der  Coordinatebenen  zu  suchen.  Im  monokli- 
noMrischen  Systeme  wird  offeinRr  diejenige  Coordi- 
natehene  einen  eminenten  Charakter  haben,  auf  wel- 
cher 4le  beiden  andern  rechtwinklig  sind,  und  dieser 
eminente  Chmrakter  wird  auf  die  beiden  in  ihr  lie- 
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gendeit  Axen  abergehen.  Im  diklinoädrischen  Sy- 
steme dagegen  werden  die  j^wei  aof  einander  reclit- 
winkÜgen  Coordinatebeaen  als  eminent  erscheinen^ 
und  ilire  gegenseitige  Dnrchschnittslinie  als  eminente 
ATLe.bexeichkien.  Im  triklinoSdrischen  Systeme  end. 
lieh  finden,  wir  auch  der  Lage  der  Coordinatebenen 
nach  dieselbe  Ungleichheit  nnd  Unregelmässigkeit, 
welche  schon  in  Beeng  auf  die  Grösse  der^Axen 
Statt  fin^jfc. 

Was  endlich  das  tetrametrische  System  betrifft, 
so  zeichnet  sieh  sowohl  der  Lage  als  Grösse  nach 
die  eine,  auf  den  übrigen  rechtwinklige  Axe  als  enu- 
nente  Axe  ans. 

f.    42.      • 
Aufrechte  Stellong,    Hauptaxen,    Normalstelhmg. 

Der  aufirecht  stehende  Beobachter  wird  jede  Ge- 
stalt gleichfalls  aufrecht  vor  sich  denken,  und  solche 
überhaupt  in  Bezug  auf  sich  selbst  orientireiu  Es 
fragt  sich  nun  zuvörderst,  welche  Linie  im  Krystalle 
diese  aufrechte  Stellung  bestimmen,  und  folglich  ver- 
tical  gestellt  werden  soU^  Die  Antwort  kann  wohl 
nur  dahin  lauten,  dass  eine  der  Axen,  und  zwar  die- 
jenige, oder  eine  von  deiyenigejD,  die  verticale  Rich- 
tung erhalten  müsse,  welche  einen  eminenten  Cha- 
rakter besitzen,  und  kraft  dessen  die  Symmetrie  der 
Formen  beherrschen.  Nennen  wir  nun  jede,  die  auf- 
rechte Stellung  des  Krystalls  bestimmende  Axe  eine 
Hauptaxe  im  Vergleiche  zu  den  übrigen  als  Neben- 
axen,  so  erhalten  wir  für  die  verschiedenen  Kry- 
stallsysteme  folgende  Bestimmungen: 
1)  Wo  sich  eine^fler  Axen  entweder  durch  ihre 
Grösse,  wie  im  monodi-  und  monotrimetrischen, 
oder  durch  ihreLiage,  wie  im  diklinoSdrischen  Sy- 
steme, vor  den  übrigen  Axen  auszeichnet^  da  ist 
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ne  Jederzeit  die  Hanptaxe,  und  der  KrTStall  ii«r 
naeh.ihr,  also  nur  nach  einer  Ricfatnng  anfreclit 

2)  Wo -sich  alle  Axen  in  jeder  Hinsicht  voUkonunen 
gleich  sind^  wie  im  isometrischen  Systeme,  da  ist 
jede  eine  Hanptaxe  und  der  Krystall  nach  drei 
Richtongen  anfrecht/ 

3)  Wo  sich,  wie  im  monoklinoSdrischen  Systeme, 
zwei,  oder,  wie  im  anisometrischen  nnd  trlkIino6- 
driscben  Systeme,  alle  drei  Axen,  eine  jede  in  ib* 
r«r  Art,  eminent  zeigen,  da  mnss  eine  derselben 
znr  Hanptaxe  gewählt,  die  einmal  gewählte  je- 
doch darcbgängig  als  solche  beibehalten  werden. 

Anf  die  Zahl  und  das  Verhättniss  der  Hauptaxen 
gründet  sich  folgende  Eintheilong  der  Krystallsysteme: 
A«   Vielaxiges  System.  ^ 

1)  Isometrisches  System. 
B.  Einaxige  Systeme 

a)  die  Hanptaxe  ist  rechtwinklig  anf  allen  Neben- 
axen  und 
a)  absolut. 

2)  Monodimetrisches  S. 

3)  Monotrimetrisches  S. 
ß)  relativ. 

4)  Anisometrisches  S. 

i)  die  Hanptaxe  ist  schiefwinklig   auf  einer  der 
Nebenaxen. 

5)  Monoklino§drisches  S. 

e)  die  Haupttaxe  ist  schiefwinklig  auf  beiden  Ne- 
benaxen und 
a)  absolut. 

6)  Diklino^drisches  8. 
ß)  relativ. 

7)  Triklino§drisches  S. 

Durch  Bestimmung*  der  aufrechten  Stellung  sind 
Jedoch   die   Gestalten   und   Axensysteme   noch   nicht 
▼oUtftändig  orientirt,    weil  sie  ja  um  ihre  verticale 
I.  5 
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Axe  dweb  alte  Ajumutbi.»  gediebt  Werdet  köimen. 
Die  NormulBC^llurBgv  w«kbe  mr  kunftigiJbet  al- 
len ottsem  Betrachtungen  vori^iissettEe^  be&tiiiiMtsich 
min  dadwck^  das«  eine  der-  verCicAlen  Coordinaitebe- 
nen  die  Btehtnn;  auf  den  Beobachter  hat,  oder  das« 
das  Auge  desselben  in  der  Yerlängerang  einer  dttser 
Ceordinatebeneft.  enthalten  i«t,  wodurch  sie  selbM  als 
fies i eil t s eh en e-  bestimmt  witd.  Da  es.  immer  we- 
nigateiH(  irwei  verticale  Coordinatebeneil  giefct^  und 
tmi»i  wiUkwlich  ist,  nach  welcher  nian  die  Nermal- 
ateUuli|>  bestifnmt,  sa  kann  man  die  m«i«teii  Geatal- 
'ten  aus' eine^  NormalsteUfmg  in  die  andre  bdngen, 
indem  maki  sie  um  ihte  vertioale.  HaHirtai^e  so  lange 
drohte  bin  die  nächste  Ceordinatebenb  zur  GbiichtSr 
ebene  wird.  Man  unterscheidet  Aann  beide  Nonnal- 
Bteilungenals  erste  und  sweite>No=im«il8«ellnng. 

..    .         r  4a  . 

Basis,  und  abgeleitete  Namen  der  Krystailf^sOftift^." 

Basis  eines  Krystallsystem^a-  nennt  mt^  die 
Coordinatebene  durch  die  IVebeiiaiLep;  Nach  der  Fi- 
gur dieser  Basis,  wie  solche  durch  die  Endponcte 
der  Nebenaxen  bestimmt  wird,  erhcdten  wir  für  das 
monodi-  ^und  monotrimetrisehe  „  so  wie-  ffit  dtts  ani- 
sometrische System  die  abgeleiteten  Nwonea  4bb  te- 
tragonalen,  hexagonalen  und  rhombischen 
SystemeS)  Welche,,  g^ewisser,  erst  späten?  nn  erwähnen- 
der Verhältnisse  wegen,  den  ursprungUchen  Namen 
im  Gebrauche  vorzuziehen  sind.  Aus  demselben 
Grunde  werden  wir  auch  kün£t^  fiiir  das  isometrische 
System  den,  von  einer  seiner  charakteri9tisdben  Ge- 
stalten, dem  Würfel = ienera  entlefantafi  Ndltien  T  e  s-* 
seralsjstem  gebrauchen.  Fuff  die  kllnoedr Liehen 
Syjsteme  lassen  sich  dagegen  die  tarnen  fugück  bj^ 
^ehalten^    milei;  welchen  wir  sie  bereif  ksanen^l^ 
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lernt  haben.    Zot  kiöldeireii  AufisMcmg  Äeser  Sym^ 
nymik  diene  jfblgende  nechmdige  UebersicÜt: 

1)  Tesserales  System  ^±  Isometrisebet  S. 

2)  Tetragonales  S.  =  Monodimetrisches  S. 

3)  Hexagonales  S.  =  Monotrimetrisches  S. 

4)  Rhombisches  S.  =  Anisometrisches  S. 

5)  MonoklinoSdrisches  S. 

6)  Diklino§dri8ches  8. 

7)  Triklinoßdrisches  fS. 

f.    44. 

Pol-  vnd  MitteUumten ,  Querschnitte. 

Der  Miftelpitnct  tfaeilt  jede  Axe  in  twei  Halb- 
axen. 

Die  Endpnncte  elfler  Hanptaxe  hettsM  Pdl^; 
CsUen  sie  in  Ecke,  so  werden  dieselben  P^leck^, 
-  und  die  in  ihnen  zusammenlaufenden  Kanfetir  #0^1-* 
kanten  genannt. 

Obere  oder  nntere  Fllcben  Amt  Gestalf  sind, 
die  an  sich,  oder  auch  gehörig  rertftngert  init  der 
oberen  oder  unteren  Hälfte  der  (verttcalen)  Hanpt^ 
oote  zum  Diirehschnitt  koitimen. 

Mittelkanten  sind,  die  V0n  einel^  oberen  nnd 
ei^eih  unteren  flSche  gebildet  werden )  Mit'tet<$cke 
eind,  in  welchen  Mittelkanten  znsamiflentreffen. 

Querschnitt  heisit  jeder  auf  eine  Houptox« 
rechtwinklige  Schnitt^  nnd  Mlttelquerschflitt 
der  Querschnitt  durch  den  Mittelpunct 

Basische  Schnitte  h^issen  die  mit  det  Basis 
(f.  43.)  paralelen8chnttte;  st6  sind  in  allen  dengeni- 
gen  Systemen,  in  welchen  die  Haupttfxe  rechtwink- 
lig auf  den'  N#b«iiiaKen  in,  mit  den  Querschnitten 
idenAMh. 

Jede  Coerdinaeteiberi<9^  ist  nach  f.  31  ein  Schnitt, 
sofisrii  sie  Axmh  ^  FlSchidn  der  Gestalt  inn^thalb' 
derselben  bsgyttMf  wUrd;    #f^  ntfimw  diese  in  die 

5* 
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CoordinatebeneB  falleBden  Schnitte  Hauptschnitte, 
und  bezeichnen  daher  die  Coordinatebenen  selbst  als 
die  Ebenen  ^r  Hauptschnitte. 


Drittes   CaprteL 

Von   der   Isoparametrie ,    Homo^drie   and 

Hemi^drie. 

f.    45. 

IsoparametriMbe  Fl&chen. 

Zwei  oder  mehre  Flächen  eines  nnd  desselben 
Axensystemes  heissen  isopara metrisch,  wenn  ihre 
gleichnamigen,  d.  h.  in  gleichwerthigen  Axen  gelege- 
nen Parameter  gleich  gross,  und  nur  der  Richtnng 
nach  yerschieden  sind. 

Es  sey  z.  B.  für  ein  tetragonales  Axensystem 
eißß  Fllif^^e  djcurch  die  Parameter  »  in  der  Hanptaxe, 
•  und  r  in  den  Nebenaxen  gegeben.  Da  die  Axen 
überhaupt  zweierlei  Werth  haben ,  indem  die  Hanpt- 
axe vor  den  Nebenaxen  hervortritt,  so  wird  der  Para^ 
meter  m  'fiir  alle  zu  constrnirende  isoparametrische 
Flächen  pur  in  der  Hanptaxe,  jedoch  sowohl  in 
der  negativen  i^ls  positiven  Hälfte  derselben  zn  wäh- 
len seyn;  die*  beiden  übrigen  Parameter  aber,  welche 
in  den  beiden  vollkommen  gleichwerthigen  Neben- 
axen liegen,  werden  auch  ihre  Lage  in  denselben  be- 
liebig vertauschen  können,  was  für  jeden  Quadranten 
der  Basis  zweiimal  möglich  ist  Alle  Flächen  nun, 
welche  durch  die  Endpuncte  je  djreier,  auf  diese  Art 
bestimmter  Parameter  «f,  n  und  r  gelegt  werden  kön- 
nen, heissen  isoparametrisch  unter  einander  und  mit 
dc^  gegebenen  Fläche.  Wären  dagegen  dieselben  Pa- 
rameter für  eine  Fläche  im  rhombischen  Systeme  ge- 
geben^ so  würde  oflfenba«  die  V^rtauschnn^  der  Lage 
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der  Parameter  n  und  r  in  den  beiden  Nebenaxen 
nicht  mehr  zulässig  seyn,  weil  ja  dann  diese  Neben- 
axen  selbst  üngleichweithig.jiind»  und  folglich  in  der 
einen  eben  so  nur  der  Parameter  n,  in  der  andern 
nnr  der  Parameter  r  liegen  darf,  wie  der- Parameter 
m  selbst  .nor  in   der  Hauptaxe  enthalten  «eyn  kann. 

i    46. 
Einfjache  ond  zuBamnieiigesetzte  GestiUt. 

Jede '  einzele  Krystallgestalt  stellt  einen  Inbegriff 
▼on  lauter  isoparametrischen  Flftchen  dar,  und  es  ist 
daher  künftig  bei  dem  Worte  Gestalt  nur  ein  sokher 
Inbegriff  sn  denken ,  welche  Bestimmungen  auch  aus» 
serdem  noch  eintreten  mögen. 

Eine  einfache  Gestalt  ist,  deren  Flächen  alle 
gleiob  und  ähnlich,  eine  zusammengesetzte  6e* 
st  alt,  deren  fläohen  zwar  isoparametrisoh,  aber  nicht 
alle  gleich  und.  ähnlich  sind;  die  letzteren  finden  sieh 
«uBsohUesdich  im  Gebiete  der  klino^klrisohenKrystall* 
Systeme. 

Theilgestalten  einer  zusammengesetzten  Ge- 
stalt heisseii  die  Inbegri%  aller  gleichwerthigen.Flä«» 
eben  derselben;  jede  Theilgestalt  best^t  entweder 
nns  zwei  Gegenflächenpaaren  oder  ans  zwei  eini^len 
Gegenflächen;-  diese  heiasen  die  Glieder  der  Thett- 
•gestalt. 

Eine  gezchlossene  Gestalt  ist,  deren  FBl- 
dben  den  Raum  allseitig  umschliessen;  eine  offne 
Gestalt,  deren  Flächen  den  Raum  nicht  allseit^; 
umMhltessen:  Die  Theilgestalten  <  sind  immer  offne 
Gestalten; 

§.    47. 

HoleMriMhe  und  liemiedrifcbe  Gestalt. 

Ene  holoädrische  Gestalt  ist  der  Inbegriff 
simmiUflhw  FlMw^,  weleha  lings  um  ein  yolUtin- 
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dig  hwtfiwnnte«  AxentyvtMi  für  ein  bestiBnites  Yer- 
btitniiB  der  Parameter' möglich  sind.  Sie  beskxt  je- 
derzeit FUlchenparaUelMmiie,  d.  h.  ffir  jede  ihrer  Flä- 
okeli.giebt  es  eine  fiegeafläehe  (f.  3ö,).  Denn  da  sich 
jade  Axe  vom  Mittelpuncte  ans  nach  en^egengeaeta- 
tan  Bio^tongen  erstreckt,  so  werden  die  Parameter 
mj  n  und  r  irgend  einer  Fläche  diesseits  des  Mittel- 
pnnctes,  in  ihren  respectiven  Axen  nach  entgegenge- 
setzter Richtung  genommen,  eine  Fläche  jenseits  des 
Mittelponatea  ^b^tiramen,  welche  der  eiaiereii  paral- 
lel ist.:  .Eine  solche Hläche  mnss  aber  immer, mSglicb 
fe^,  weil  jeder  Parameter  in  seiner  Axe  nach  bei^ 
den.Iliehtnngen  ¥omMittelpunote.aas  genommen  wer- 
den kann. 

£ine  hemitdrisohe  Gestalt  iat  die  symme- 
triach  >venheilte  Hälfte  «immftlicher  Flfiehen,  welche 
rings  Jim  ein  voUstilndig  ^bestimmtes  Axensjatem  SSat 
ein  bestimmtes  Verhältniss  der  Parameter  nt^^ch 
sind;  nnd.eine  tetarto«drische  Gestalt  eben  so 
das  symmetrisch  vertheilte  Viertel  dieser  Flächen. 

iWi^um  jede  «Gestalt  nur  einFlächeninbegiflflf  ist, 
«ofem  >lassen  sich  alle  hen^^drische  nnd  tetJEurtofidri* 
s^e 'Gestalten  als  Hälften  und  Viertel  derjenigen  ho*» 
loSdrisohen  Gestalten  betrachten,  welche  den  voll> 
ständigen  Inbegriff  derselben  isoparametrischen  Flä» 
eben  darstellen,  nnd  aus  welchen,  als  ihren  Mutter- 
gestalten,  sie  durdidas  Versehwinden  der  halben  oder 
dreiviertel  Fläohenzahl  abzuleiten  sind«  Man  «agt 
4ttiui)  die  Mntlergestah  erscheine  fa^ni^driscb  oder 
tetartoidriscb,  nnd  beaeichnet  das  Verhälinisa  aelbst 
mit  den  Namen  der  HemiSdrie  und  TetaptoOd^rie. 

f.     48. 

Homi^drie  der  sBaNuamengMetsteii  Oeittlteii. 

Die  liemi«diie  ti»d 'Vetartoädrie  kann«so^woU  bei 
einiEidlen  als  bei  jflMsanmiengeseiaMfii  ^siilteaf<itaftft 
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findbrn^  ja  IBr  4m  feteiectn .tet  sie  ala.Bagel  d«r  Cr- 
scheinimg  zu  betrachten,  mwl  in  der  venchiedeBea 
Beichafftniiait  ifer  IFheilgeetalten  jeder  xuMmmenge- 
ieüteii '.Cieslalt   eine  Disposition,  xor  iZeif&Uiiiig  in 
diese  ihreflemente  gegeben  ist.'  Die  Hemii^drie  oder 
Teiartoädrie  findet  sich  daher  avch  bei  diesen  Gestal- 
ten isHBer  in  der  Art  Terwirklicbt ^  dass  eine  der 
^^^ulgestalteH  allein  ausgebildet  ist,    während  die 
andßce  oder  die  anderen  entweder  gändioh  yersckwiti« 
den^voder  doeb  ongkithmässig  ausgebildet,  und  gteMir 
saoi:.  zmrnokgedsäiqift  erscheinee.     Die  Hentißdrie  ist 
idso  imtGebiele  der  klinott€Uischea.GestaIten  ei%  3^. 
near  Art  .und  Weise  jiaeii  hestinutttes,  ^setsmäspigSH, 
aml  mit  einer  ^^MtissenMothwendigkeit  aus  Jener  ;^* 
spfflngliohen.finlxweinng  tilgendes  .Yerhftltniss,.  iKfjk* 
ehe  ae  anlbUeadfinder  ▼eariMshiedeaeniFUkbenbesc^fv 
ienheit  der  isnsauBnengesetxten  Gflstaken  JierxoMitti 

f.    49.  • 

HeedSdne  der  einfachen  (Testäken;  Grmidgesets  d^ndbes. 

t  Aber /ftueh.M  djQp-'i^infafbQn  Gefta}ten  f^ielt  f}if| 
Hemi^drie  nicht  gelten  ^ine  wc^tige  llolle,  u|id  4^ 
in  der  Erscheinungsweise  dieser  Gestalten  keine  ur- 
sprüngliche Disposition  zum  Ausfallen  dieser  oder  je- 
ner Flächen  g^eben  ist,  so  haben  wir  fvlr  sie  die 
Oelietscf  der  HemMdsi^  beeMdefc»  «irfki^qclpisn. .  / 
.  f  IKe  Bemiödtie  hau  ^n  idea>.eii^fAw  €^sm4MI 
eowdU  iDwIiteiMelen  JgteeheiiV^rttac^iEl<tteH»ji»»», 
■cn^  odernaobfUei^, f^erT^  )fte^s«aUigeBi(Flicl^Wi 
syatMnen.eafolgen;  dLJi.  <es  k&meh  Bisht  nur >«»z4e 
Hacken,  aender^  «tidk  ganne^.  Flieheasjsteme -  yeit 
•db^tfänden,  twabtenfl  stok  die  ddräckbleibendea  .ürerr 
gxdsseni,  INte  findH  das  altgeaaeia«  Gesetz  SMIt% 
daaa  die  bkibctadto Fliehen  oder  FlftdmisysMBe  eine 
Tian^ajim  jajiailiiieisis^eJhe  .Vertlheüillig  :habeii 
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flausten;  ein  Gesetz,  welches  sich  such  in  folgienden 
Fonneln  aossprechai  lässt:  <      •  • 

Es  bleiben  unil  verschwinden  jedenrait. die-« b- 
wechselnden  Flächen  oder  Flächensjsleme,  oder: 
F6r  jede  bleibende  Fläche  oder' jedes  bleibende 
'    flächensystem  verschwinden  die  Neben-  und  blei- 
ben die  Nachbarflächen  oder  Flächensysteme.'        i 
Die  Hemii^rie  kann   daher  auch  nnr  bei  dei^ 
itigen  einfachen  Gestalten  wiridick  Statt  £nden,, in 
welchen  für  die  abwechselnden  Flächen  oder  Fläohensjff* 
Sterne  (wenn  solche  vorhanden)  eine  v4>llkommea  syiUf* 
metrische  VertfaeiloBg  rings  nin  das  Axensystem  m^ 
lieh  ist,   so  dass  die   verschwindende  FlächenhäUte 
ihrer  -Seits  genau  <lieselbe  Yertheilnng  hat,   wie  :die 
bleibende  Ilftchenhälfte.   Lässt  sich  daher  dieses  Priip* 
dp  der  ringsum  symmetrischen  -Vertheilung  f3r  4ie 
halbe  Anzahl  weder  der'  einzelen  Flächen,   noeh  de# 
Flächensysteme    (wo  dergleichen  vorhanden)  geltend 
machen,  so  ist  die  betreffende  Gestalt  zur  Hemi^drie 
fiberhaupt  uj^iähig..    Hiernach  lässt  sich  für  jede  Ge» 
stalt  beurtheilen,   ob  sie  der  HemiSdrie  nach  einze* 
len  Flächen  oder  nach  Fläcbeasystemen  fähig,   oder 
ob  sie  derselben  gar  nicht'  fähig  ist. 

ParallelQ&cInge  und  geneigtfl&chlg^.Hemittdrie. 

Wenn  fGr  jede  bleibende  Flälshe  oder  jedes  Uei« 
belid«  Ylächensystem  die  Gegenfläcfae  oder  das  Ge* 
genflftchensystem  verschwindet ,  -so  entst^  natfirlioh 
eine  hemiädris^he  Gestalt,  an  weleheir  keine  Fläche 
der  andern  parallel,  sondern  jede  gegen  jede  geneigt 
ist;  wenn  dag^pen  für  jede  bleibende  Fläche  diä  €fe^ 
genfläche  ebeirfalls  bleibt,  so  wird  auch. die  henoädm» 
sehe/  Gestalt  j«  zwei  parallele  Flächen  behakeiL 
Auf  diesen  Unterschied  grändet  sieh  die  sehr  vMtk* 
fige  Eäntheilmig  der  hemiädrisehen  Gestalten  wtA,  *diBr^ 
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Hemi^drie  «elbst  in  piiraDelflächige  und  g^ 
aeigtflächige.  Aus  der  R»g«)  in  f.  49.,  dass  im^ 
raerniur  (fie  abwechselnden  FUcheh  oder  Flackern« 
Systeme  bleiben,  folgt  unmittelbar,  dass,  wenn  man, 
▼on  irgend  einer  bleibenden  oder  verschwindenden 
Fläche,  oder  einem  dergleichen  Flächensysteme  ans* 
gehend;  durch  die  Reihe  der  Nebehfifächen  oder  Ne- 
bensysterae  fortzählt,  alle  geradaähligen  Nebenflächen 
oder  Nebensysteme  dem  gleichnamigen,  alle  ungerad- 
sähligen  dem  ungleichnamigen  Verhältnisse  unterwor- 
fen sind.  Ist  z.  B.  vermöge  des  Principes  der  sym« 
metrischen  Verfheilang  die  HemlMrie  nach  einzelen 
nSchen  mdglich,  so  ist  fSr  jede  bleibende  Fläche  die 
2t^,  4te,  6te  .....  Snte  Nebenfiäche  eine  bleibende^ 

die* Iste, •  3le,  öte (2  »  +  l)te  eine  versehwin^^ 

dende.  Hiemach  lässt  sich  im  Voraus  für  jede  Ge- 
stalt, von  weichet  man  bereits  weiss,  dasr  sie  der 
tiemiedrie  nach  iizähligen  Flächettsystemen  ftbig  «ey, 
bestimmen,  ob  diese  Hemi§drie  auf  eine  parafieUil* 
ehige  oder  gMi&igtflächige  Qestsdt  fähren  wird.  Ist 
tiäralich  das  Gegensystem  einesr  jeden  Flädiensyste* 
mes  ein  geradzahliges  in  der  Reibe  der.Ndbensy#> 
•teme,  so  kann  nur  eine  parallelfläehige,  ist  sie-  ein 
nngeraddäbliges,  nur  eine  gene^ftflächige  Gestelt 
Vorsehein  komflnen. 


,        .    >         Gregenkörper,  ,.•;  , 

Da  übngeH-jede  eiitfaehe.  hsJoSdrische  Gast^ 
svei,an  lieh  Töltig  ^eichwerthige»  und  nur  durch 
&re  gegenseitige « i»age  verschiedane  Flächenhälfimii 
bat,  sich  auch  kein  Yerhtitniss  nachweisen  Jl^ssl, 
durch  welobes  Ga  die  eine  oder  aiidre  Flächenhälfte 
etil  Vorrecbt  zum  Wachsthume-  oder  Versc^windesi  an- 
geseigt  wäre»,  so  wird  jede  einfache.  Gestalt  zwei,  in 
Bomg  auf  flute   BeepränJBQngsel^iMnte  völlig  gj^i^^ 
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und  ihntiobe,  und  niur  dvroh  ibre  StdUung,  «4tt 
dmrch  die  Verkiwpfiuig  diäter  Begi:äm(niigftel^9eal» 
i^ienoUedeae,  rhemiBdriffelie  Gentidl^iiy  .^dcgr  Gegejh 
IcftEp  e  ir  :liefent 


Vierte^    Cm.pitel 
Von  der  A,bleitii4ig  der  Creftialten. 

f    62. 

,Ab)Lei(viig  ans  einer  Gnindgestalt. 

:Ci(i)OiaQtri«0he  iQru.ndge,fttalt  eineji  Krystidl- 
•jütMUMi  .i4t'indg^berweV9e  eine  jede  g^pI4Qi|fte|it 
GM4f^,:deQenFlftobeii  ein  dem  geometrisctien. Grund« 
d»rakter  enAspreol^endes  Yerhältnim  dof  P.arMictlfvr 
haben. 

JQde  kryftti^Uo^apbiache  Ab^Ui^bar^^U 
ist  dasjenige  yethülimss  «lebrer  Gc^stid^  ^ines  ^mid 
deAaelhen  jKrjrfttaUiqrMeioe«.,  yermdge  dessen  jede  .am 
jeder,  oder  alletaw  fÄMt  durch  hlQ4i^  V^ftndcg(}iiif 
dea  £fardtui«iverfaft}tniB«eii  der  Parameter  coMUmii^ 
^eiden  können.  Die»^  Con»tmetioii  aelb^  hQis«t^4l# 
Ableitung  djir  Geatalten,  und»  d^Mrf  i|ieffi^  9uf  ,q||i 
Aen  geoni0triacb«n  Cbrn^dkharakt^r  4e9  Syst^eniea  Abfifr 
achreitendes  Yerbältniss  der  Axe«  jCnbr^n«  4^ii^b  aieh( 
man,  dass  in  denjenigen  Systemen,  in  welchen  Ter- 
achiedene  besondre  Neigongsverhältnisse  der  Coor- 
dinatebenen  möglich  i^ind,  fiit'  alle  unter  dem  Verhält- 
nisse der  Ableitbl»keit  atefaendeiGeslnltehr  dasselbe 
besondre  «NeigAngsvexhältniaa  poetulirt ^mwi^ 
weil  ja  die  Ableitnng' eine  btasse  A^erändet ang  ^det^ 
-FataMeter  Torausaetst     ^ 

'Man  geht 'bei  ^tr  Ableitung  eines  fegebenen.Chf 
stakeninbegiiffBS  jederaeit  iron  >  einer  geMnetrisclmi 
^run^sts^  aas,  und.  nennt  die  /dan  .einmal  eunen» 
wählte  ii%  tryataHegfafj^aha  i€Mmdgentalt  ed^r  die 
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Grandgtatalt  des  gegek^iea  GeatalttniaksgriflStti 
fMUeohthin.  Im  Tesseralijuiteme .  ist  Mmf  die  GiuwL» 
gestalt  eine  absolute,  weil  die  für  sie  geÜEHrderte  nodi« 
wendige  Qleiohheit  aller  drei  Paramet»  möglicher- 
weise nur  eine  Gestalt  geben  kann;  in  den  j^rigen 
Systemen  dagegen  ist  sie  «ine  relatiire,  geom^tiisehA 
vnllldirliehe  und  nnr  krystallograpbisch  bestimmbare, 
indem  gar  viele  Gestalten  den  Gmndcharakter  |d«l 
Systemes  nnmitteHiar  repräsentiren; 

S.    63. 

Naturgesetz  der  Ableitung. 

Bei  aller  Ableitung  kommt  es  nach  f.  52.  nnr 
darauf  an,  ans  dem  zu  Grunde  gelegten  Verhältnisse 
aibi  c  dei'  Parameter  der  G!rundgestalt  auf  das  Yer- 
hütniss  a' \V \c^  der  abzuleitenden  Gestalt  zu  gelan- 
gen. Diese  Forderung  wird  inmier  in  dar  Art  eifiltt 
werden  können,  dass  .man  statt  ;des.  letzteren  Verhält- 
nisses die  homologen  Verhältnisse 
ma  \  nb  '.  c 
oder  ma  :    h  \tc 

^ülfiihrt,  und . daher,  mit  willkittifäil^  ^fbeboltung 
«inas  der  nrspfiinglKhen  Parameterv  die  li^ei^.||lb%- 
^M  Pat asMiec  .der  absnleitendien  ;fiestak  als  MuUipln 
4iar<'b«ideB  gkiohiwüiigeifc.ParametQg.idfr  Ggn»dg^t^l» 
atBsdiAokt.  Die>Fa^tetea  si  und  s  ddersi  MgAxy,^^ 
«kvenKennlaias  .es.hietheijanliomnit,  ;h^i»SMi  di0  il^fcr 
•laitni|g.Si>CoiftiQ»enten.  )  -    . 

iijfi.fldir  »merkwürdiges,  aber  duKchgilhigig  bet^ 
ligtaa  'Natargosets  tiur  die  Ableitstl«  idt  es,  dsA» 
4iea«  .Ablfii'tnngui -iGaiäffsokftnt'C^«  jedeffrri^Art 
-^tettioMmle  .ZaJiljeh,    i^i^pfttiroftale  Wifl^tb^  «diar 

9«g«^n  g^äziitfh^apuRgesübloM^A  «ui^i    -      'l\ 
Dieses  Gi^^fieseta  tmnss  als  libs  BogiilAlabir  «lb«r 
AUeitangsHetkad^n>fceti)a«kti(t  werdett,  wie  w  4mt> 
insofern  auch  den  Prfifstein  derselben  abgiebt^  Mliii- 
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fern  jede  Methode  da  natorgeinSts  za  seyn  aufbort^ 
wo  sie  genöthigt  ist,  inationale  Ableilungacoäffieieiir* 
te»  einznüibreD.  . 

Eine  KryAtallreihe  ist,der  Inbegriff  aller .Ge^ 
stalten ,  welche  .  am  einer  vollständig  bestimmtea 
Grandgestalt  abgeleitet  werden  kennen. 

Zwei  Gestalten  einer  Krystallreihe  befinden  sich 
in  paralleler  Stellung,  wenn  die  Axen  der  eiÄen 
den  gleichnamigen  Axen  der  andern  parallel  sind. 

Die  henii^drischen  Gestalten  werden  jederzeit  ans 
ihren  respectiven  holoedrischen  Mnttergestalten  ab- 
geleitet. 


Ffinftei.  Capitel 

Von   der  'Benennung'  und   Beaeiehnang  lex 
Kr  ystallge  stalten. 

f.    54. 

NomeoclatiiP^  ForderoB^^en. 

FSr  jede  Wissenschaft,  welche  eine  Mannithfid* 
tigkeit  Tersehiedenartiger  Dinge-  zum  Gegenstand 
kaüLj  ist  eine  Nmnenclatnr  oder  w(hrtliche  'Bezeich- 
nung dieser  Dinge  ein  nn«nigtogMches  BeArfniaz^ 
%%il*es&nr' durch  die  Anwendung  dieses  Hül&mitteU 
ttdglich  wird,  siok  mit  Kurse  and  Beadmmtheit  ober 
den  jedesmaligen  Gegenstand  der  Betrachtung  auszut- 
-spreclien  und  zu  verständigen.  Die  Krystallographie 
bat  also  gleiehfoUs  für  die  mannichfaltigen  Gestalten, 
welche  den  Gegenstand  ihrer  Betrachtungen  bilden^ 
eine  Nomenclatur  tm  geben,'  und  dabei  allen  den  Aa> 
forderungen  Genüge^  zu  leisten,  wcOehe  iberhaupt  an 
jede  wissenschafÜidbe  Nomenolalttr  gemacht  werden 
können.  Die  krystallographisehe  Nenenelatur 
-^eheor  seyn: 
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i)  Bezeichnend;  d.  fa.  die  Namen  der  Gei^ahea 
mSssen  von  E i g e  ns c h a£t  e n  derselben,  und  zwar 
von  recht  hervorstechenden  und  charakteristischen 
Eigenschaften  entlehat  werden,  so  dass  jeder  Name 
auf  die  Vorstellung  seines  Gegenstandes  gelangen 
lässt. 

2)  Möglichst  kurz;  es  dfirfen  nicht  zu  viele  EU- 
genschaften  in  die  Namen  aufgenommen  werden, 
weil  selbige  dann  dnrch  Schwerfälligkeit  verlieren 
worden,  was  sie  an  Bestimmtheit  gewönnen;  der 
Name  darf  nicht  in  eine  Phrase,  die  blosse  wört> 
liehe  Bezeichnung  nicht  in  eine  fSrmlichB  Beschrei- 
bung ausarten. 

3)  Methodisch;  die  zwischen  den  Gestalten  obwal- 
tenden Verwandtschaften,  Aehnlichkeiten  und  Lieber- 
gänge  müssen  sich  auch  in  ihren  Benennungen  kund 
^ben;  diess  ist  nur  durch  Anwendung  zusaromen- 

»  gesetzter  Benennungen  zu  erreichen. 

4)  Sprachrichtig;  die  Benennungen  müssen  dem 
Geiste  und  den  Regeln  derjenigen  Sprache  ange* 
messen  seyn,  aus  welcher  sie  entlehnt  werden; 
auch  ist  bei  ihrer  Bildung  atif  den  Wohllaut  mög- 
lichst Rucksicht  zu  nehmen. 

6). Einstimmig  mit  dem  Sprachgebranche  verwandter 
Wissenschaften;  so  hat  die  Krystallographie  den 
durch  tausendjähriges  Alter  sanctionirten  Sprach- 
gebrauch der  Geometrie  «möglichst  zu  respectiren, 
und  nur  in  dringenden  Fällen  davon  abzuweichen, 

'  weil  es  immer  ein  Uebelstand  bleibt,  wenn  zwei 
so  nahe  verwandte  Wissenschaften  denselben  Ge- 
genstand mit  verschiedenen  Namen  bezeichnen. 

i    55. 

Benemumg  der  f  ielazigen  oder  tesaeralen  Gestalteo. 

Für  die  vielaxigen  oder  tesseralen  Gestalten,  wel- 
che die  Geometrie  zu  betr«chten  pflegt,  hat  sie,  wie 
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die'  Naiiien  OktwMer,  Hexaeder,  Dodekaider  a.  a. 
beweisen,  die Nemenclatttr  auf  die  Zahl  der  Flächen 
gegrfindet,  während  sie  för  die  einaxigen  Gestalten 
(2.  K  PyramideB,  Prismen)  andre,  mehr  willkürliche 
Verhältnisse  zn  Grande  legte.  Wir  werden  diesem 
Sprachgebrauche  um  so  eher  folgen  können  ^  da  die 
Natif#  selbst  die  vielaxigen  Gestalten  duroh  ihre  Re- 
gelmässigkeiti  *8o  wesentlich  vor  den  übrigen  ausge- 
«etehnetf  hat,  dass  nsh  aHemRechte  für  beiderlei  Ge- 
stldt6A  ein  verschiedenes' Princip  der  Nemenekttur  gel- 
tend gemacht  werden  kston. 

IHe  vieldtxigen  oder  tesseralen  Gestalten  entleh- 
nen im  Allgemeinen  ihren  Namen  von  der  Zakl  ih- 
rel^  Flächen;  wo  dieses  Yerhältniss  allein  nicht 
mehr  hinreichend  unterscheidet,  da  wird  eine  ntiiere 
Detenftfiif»tion  von  der  Figur  der  Fliehen  MuEUge- 
fßgt.  Eine  tesserale  Gestak  von  n  Flächen  beisst 
daher  allgemein  ein  )i-Fiä ebner;  2.  B.  Yierfläehner, 
Aichtflächner  u.  s.  w.y  wofir  wir  uns  jecfoic4 ,  det  AU- 
gett^nheit  ihf es  Gebrauches  wegen,  noch  li^b«v  der 
griechischen  Namen  Tetraeder,  Okta^er^  u.  s;  w.  be- 
dfenen- werden.  Weil  sich  aber  die  Fläche  masdier 
tesseralen  Gestalten  auf  eine  sehr  faestimMte  tVeise 
kl  Fläche  US  y  Sterne  gfuppifM,  so  lässt  sich  für 
diese  der  allgemeine  Nfiffne  wek  be^diclin^nder  bilden,' 
wefM  man  die  ganz^Zahl  der  Flächen' i«  ihre  beiden 
Factoren,  die  Zahl  derFläebonsjrstetne,  und  did  Zahl 
der  einseelen  Flächen  eines  jeden  Systeme*  zerftllt. 
Zeigt  2.  B.  eine  nfläohige  Gestio  a  Flä^hensysteme, 
deren  jede«  b  Flächen  astthlt^  s^  ist  n*i=  a.b,  und 
der  Nune  b^  mal-*  o-Fläcbner  weit  beaseiohliender  und 
bestimmter  als  der  Name  i>-Flächner. 

f     56. 
BenemulBg  der  eioaidgeii  Gestalten, 

Die  ekiftxlgeii  G«itcihiM  entlehnen  im  AUgemei- 
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Den  ifaren  Namen  nich^  Ton  d^  Zdii  ihve»  FMcfaeii, 
sondern  von  ddrFigör  denelbeir  oder  romandam^io- 
stdtverbältnissea.    Es)  giebt  abar  überhaupt  folgende 
verschiedene  Arten  ron  einaxigett  Gestaltet  • 
1)  PyrateH^n  (eigentlich:  Dipyramiden,   w^il  jede 
Pyramide  der  Kry stallographie  stwei  in  ihren  Cirnnd- 
flächen  verbundene  Pyramiden  der  Geometrie  dar^ 
stellt),   sind  von  sechs  nnd  mehr  Dreiecken  um- 
schlossene Gestalten,  deren  Mittelkanten  in  einer 
Ebene  liegen;   sie  sinc^theils  einfache,  theils  au- 
sammengesetzte  Gestalten. 

2)  SkalenoSder,  sind  von  acht  und  mehr  Drei- 
ecken umschlossene  Gestalten,  deren  Mittelkanten 
nicht  in  einer  Ebene  liegen^  sondern  im  Zick- 
zack auf-  und  absteigen. 

3)  Sphenoide,  sind  doppelt -keilförmige,  von  vier 
gleichschenkligen  oder  ungleichseitigen  Dreiecken 
umschlossene  Gestalten. 

4)  RhomboSder,  sind  tob  Sechs  Rhombea  um- 
schlosseno  Gestalten. 

5)  Tra]ltezo§der,  sind  von  sechs  ntd mdir  gleich- 
ijchenkligen  Trapesoiden  müscbloflnsene  Gesrtahen, 
deren  Mbtdüunten  im  Sieksa^  aut  und  ablaufen. 

6)  Prismen.,  sftad  Inbegriffe  von  gleichwettb%en 
JFliduin^  welche  einer  det>^  Axen  paMllel  laufen. 
Diejenige A^e,  wckbeir  die  flächen  eines  Prisma's 
partdld  sind,  wird  auch  die  Axe  desselben  ge- 
nannt^ und  nach  Maaasgisito  der  Lage  diesev  Axe 
giobr  eir  irownU  vettloale,  da  auch  horisbntale  und 
g«n»fgt^  Prismen. 

Ba  mm  Flächen,  welche  «iner  uiid  derselben  Li- 
nie parallel  laufen,  den  Raum  nicht  allseitig  um- 
schliessen,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Prismen  keine 
g^cblossene,  sondern  oflfene  Gestalten  von  indefini- 
ter Länge    sind,   und   als    solche  nicht  selbständig. 
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sondern  Bitr  zugleich  mit  anderen,   gegen  ihre  Axe 
geneigten  Flächen  erscheinen  können*). 

AUe  diese  Gestalten  werden  femer  nach  den 
Krystallsy Sterne,  zu  welchem  sie  gehören,  nach  d^ 
Figiir  ihrer  basischen  oder  Querschnitte,  zum  Theil 
auch  nach  ihrer  Stellung  durch  zweckmässige  Beina- 
men unterschieden. 

«.    57. 

Bezeichnung ;  Forderungen. 

Die  nicht  selten  groffse  Mannichfaltigkeit  ron 
gleichnamigen  Gestalten  einer  und  derselben  Krystall* 
reihe,  die  Nothwendigkeit  einer  scharfen  Unterschei- 
dung derselben,  selbst  bei  einer  an  Gleichheit  grän* 
zenden  Aehnlichkeit,  und  das  Bedürfniss  der  genauen 
Berechnung  einer  jeden  einzelen  Gestalt  machen  ne- 
ben  der  Nomenclatur  eine  krystallographische  Bezeich- 
nung zu  einem  unentbehrlichen  Hülfsmittel  der  Wis* 
senschaft. 

Soll  aber  diese  Bezeichnung  allen  an  sie  zu  ma* 
chenden  Anforderungen  entsprechen,  so  muss  sieseyn: 

1)  Bepräsentatiy;  das  Zeichen  ist  der  Bepräsen- 
tant  seines  Gegenstandes,  und  soll  also  das  Bild 
oder  die  Vorstellung  desselben  anmittelbar  verge- 
genwärtigen y  diess  wird  es  um  so  schneller  und  si- 
cherer leisten,  je  mehr  es  der  Einbildungskraft 
die  Construction  der  beaeichneten  Gestalt  erleich« 

.  tert;  was  wiederum  nur  dadurch  möglich  wird,  dass 
jedes  Zeichen  uns  zunächst  immer  auf  die  Yorstel- 
luflg  einer  mögliohsl;  einfachen  Gestalt  yerweist« 

2)  Bestimmt;  jedes  Zeichen  muss  die  Vorstellung 
einer  Gestalt  anssefaliessUch  und  mit  TöUigerfie- 


^)  Les  iiases  d'un  prisme  ne  «ont  autre  chose  qne  des  tennes 
qa«  rimagination  ou  le  bewin  raet  k  d«a  corpi  ind^finlB.  Luenix 
G^sicstne  detcriptive,  p.  89. 
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stimmtheit  vergegenwärtigen,  und  jede  Gestalt  nnr 
durch  ein  Zeichen  repräsentirt  werden,  weil  man 

•  sonst  GefaHr  länflt,  bei  verschiedenen  Zeichen  die* 

*  selben  Gestalten  vorzustellen. 
3)Calcalativ;   die  Zeichen   müssen   die  znr  voll» 

ständigen  Berechnung  der  Gestalten  erforderlichen 
Elemente ,  und  zwar  wo  möglich  in  deijenigen 
>  Form  enthalten,  in  welcher  sie  anmittelbar  fiir  den 
Calcäl  benutzt  werden  können,  ohne  dass  Zwi- 
schenrechnungen erforderlich  wären. 

4)  Methodisch;  die  wesentlichen  Yerwandtschaften 
und  Uebergänge  der  verschiedenen  Gestalten  einer 
und  derselben  Krystallreihe  müssen  auch  in  der 
Bezeichnung  [hervortreten;  dieser  Forderung  kann 
nur  entsprochen  werden,  wenn  die  Bezeichnung 
keine  einfache,  sondern  eine  zusammengesetzte  ist 

5)  Möglichst  kurz;  wiewohl  die  krystallographi* 
sehe  Bezeichnung  eine  zusammengesetzte  seyn 
muss,  so  wird  sie  doch  nach  möglichster  Kürze  zu 
streben,  und  jede  unnöthige  Ueberladung  der  Zei- 
chen zu  vermeiden  haben. 

f    58. 

Einfaehe  und  seufammengeaetste  Bezeichnong. 

Jede  Bezeichnung  ist  entweder  einfach  oder 
zusammengesetzt  Eine  einfache  Bezeichnung 
giebt  für  jeden  besonderen  Gegenstand  ein  einfaches 
oder  einzeles  Zeichen,  wird  aber  eben  dadurch  sehr 
schwerfällig  und  unbequem,  sobald  die  Zahl  der  zu 
bezeichnenden  Gegenstände  etwas  gross  ist.  Eine 
zusammengesetzte  Bezeichnung  giebt  für  jeden  Ge- 
genstand ein  aus  zweien  oder  mehren  einzelen  Zei- 
chen zusaiQmengeset^tes  Zeichen,  und  ist  eigentlich 
aar  auf  solche  Gegenstände  anwendbar,  zwischen 
welchen  gewisse  Verknüpfungen  und  Verwandtschaf- 
ten Statt  finden;  wobei  an  sie  die  besondere  Forde- 
I.  6 
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wvtng  sa  macheti  ist,  dass  sie  diese  Verknäpfungen 
nnd  Verwandtschaften  möglichst  vollständig  ausdrücken 
muss.  Man  unterscheidet  an  ihr  die  Materie,  als 
den  Inbegriff  der  zur  Bezeichnung  erfordlerlicheh  ein- 
seien  Zeichen  oder  Elemente,  und  die  Form,  als 
die  Weise  der  Verbindung  dieser  Elemente  zu  deA 
zusammengesetzten  Zeichen.  Beide  stehen  gewisser- 
maassen  in  einem  reciproken  Verhftitnisse,  inwiefern 
n&mlich  die  grossere  Einfachheit  der  einen  eine  grds^ 
sere  Zuiammengesetztheit  der  anderen  nöthwendig 
macht 

Grund*'  und  fiülfseldmente  der  Bezeichnung. 

Der  Anforderung,  die  zwischen  den  Gegenständ 
den  bestehenden  Verknüpfungen  und  ihr  Gemeinsames 
wie  ihr  Verschiedenes  in  der  Bezeichnung  wiederzu«» 
geben,  wird  man  am  einfachsten  Genüge  leisten,  in- 
aem  man  gewisse  Elemente  durcbgätigig  in  alle  Zei- 
chen eingehen  lässt,  und  darauf  durch  andre  Elemente 
die  obwaltenden  Verschiedenheiten  ausdrückt»  Jene 
gemeinschaftlichen  Elemente  heissen  die  Gr nudele^ 
mente,  diese  dagegen  die  Hülfselem^nte  der 
Bezeichnung^  Je  mehr  Grundelemente  eingeführt  wer- 
den^ desto  einfacher  kann  allerdings  die  Form  der 
Zeichen  Werden,  jedoch  dürfte  dadurch  die  Vorstelle 
barkeit  des  Gegenstandes  nicht  selten  erschwert  wer- 
den.  Ueberhaupt  gilt  die  allgemeine  Regel,  so^  we« 
nig  Elemente  einzuführen,  als  es  nur  die  Einfachheit 
der  Form  gestattet. 

|.    60. 

ferystallographitche  Bezeichnung. 

Weil  ^e  verschiedenen  Krystallsysteiiie  als  eben 
so  viele  abgeschlossene  Inbegriffe  von  Gestalten  su 
betrachten  sind,  so  dass  zwischen  den  Crestaltett  ver-^ 
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Kcldedener  Systeme  keine  ivetentUchea  BesEiehnngen 
Statt  findeii,  so  wird  aach  die  Bezeichating  smaächst 
Dur  in  Bemg  auf  die  einzelen  Systeme  gebildet  wer* 
den  müssen.  Weil  dagegen  innerhalb  der  einzelen 
Systeme  und  Krystallreihen  wegen  der  gegenseitigen 
Ableitbarkeit  der  Gestalten  der  innigste  Zusammen» 
hang  Statt  findet,  ^o  wird  auch  dieser  Zusammen* 
hang  in  der  Bezeichnung  hervortreten^  und  diese  selbst 
eine  zusammengesetzte  seyn  müssen  ({.  57.).  Da  nun 
^e  Gestalten  einer  Krystallreihe  aus  einer  beliebig 
gewählten  Grundgestalt  abgeleitet  werden  können» 
und  diese  den  geometrischen  Grundcharakter  des  S;^ 
8temes,  wie  er  sich  in  allen  Gestalten  derselben  Kry* 
ztallreihe  dilrchgängig  ausgeprägt  finden  muss,  am 
einfachsten  und  unverhulltesten  darstellt,  so  ist  et 
am  zweckmässigsten,  der  Grundgestalt  ein  beliebiges 
einzeles  Symbol  zu  geben,  und  dieses  als  denBeprti^ 
sentanten  des  in  allen  Gestalten  mehr  oder  weniger 
veriiüllt  wiederkehrenden  Verhältnisses  zum  Grund* 
elemente  der  Bezeichnung  zu  wählen. 

8.    61. 

(Fortsetzung. 

Man  bezeichne  also  die  gewählte  Grundgestalt 
mit  dem  Anfangsbuchstaben  ihres  Namens,  z.  B.  mit 
P,  wenn  sie  eine  Pyramide  ist.  Gesetzt  nun,  das 
Verhältniss  der  Parameter  ihrer  Flächen  sey  =  a  :  6 :  c, 
und  jenes  der  Flächen  irgend  einer  andern  Gestalt 
^^safib'ic^y  so  wird  sich  zuvörderst  dieses  Verhält'^ 
nizz  den  Bedingutigen  der  Ableitung  gemäss  in  ein 
andres  verwandeln  müssen,  in  welchem  eine  der 
Grössen  des  ersteren  Verhältnisses,  z.  B.  e,  wieder  er- 
scheint, während  die  beiden  andern  als  Moltipla  oder 
Suhmultq^la  von  a  und  h  nach  rationalen  Zahlen  aus* 
gedruckt  sind,  so  dass  z.  Q. 

a^  :  £'  :  c^  sss  sia  :  n^  :  c 

6* 
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Da  et  mui  in  der  Kryctanographie  eincig  ond 
allein  anf  die  Lage  der  flächen,  nicht  auf  die  abso- 
lute Grösse  der  Gestalten  ankommt,  so  ist  es  ganx 
gleichgt^Itig,  wenn  wir  statt  des  Verhältnisses  a^  iVic' 
das  Yerhältniss  mainbic  als  das  den  Flächen  der  sa 
bezeichnenden  Gestalt  eigenthümliche  einführen.  Nun 
war  das  Zeichen  der  Grundgestalt  fSr  die  Parameter 
a:&:cs=sP,  also  dürfte  das  Zeichen  irgend  einer  an* 
dem  Gestalt  für  die  Parameter  wtambic  am  sweck- 
mässigsten  =s  siPü  su  schreiben  seyn,  indem  man  lUe 
Ableitnngsco^fficienten  der  Parameter  a  und  b  vor  und 
hinter  das  Symbol  der  Gmndgestalt  setit. 

i    62. 

Fortsetzung 

Auf  die  hier  vorgetragf  ne  Mediode  werden  wir 
die  Bezeichnung  der  Gestalten  sämmtlicher  Krystall- 
Systeme  gründen,  da  sie  sich  vollkommen  ausreichend 
gezeigt  bat,  und  im  Gebrauche  manche  Yortheile  ge* 
währt.  Das  Grundelement  der  Bezeichnung  ist  daher 
für  jede  Krystallreihe  das  Zeichen  der  Gmndgestalt; 
die  Hülfselemente  sind  die  gewöhnlichen  Ziffern.  Wo 
die  Stellung,  oder,  wie  in  den  zusammengesetzten 
und  hemiCdrischen  Gestalten ,  die  oberen  und  unteren, 
rechten  und  linken  Theilgestalten  oder  Hälften  zu 
unterscheiden  sind,  da  geschieht  es  durch  Vorsetzung 
der  Zeichen  4-  and  -^,  der  Buchstaben  r  und  /  u.  dgl. 
Die  hemiSdrischen  oder  tetarto€drischen  Gestalten  er* 
halten  in  der  Regel  das  Zeichen  ihrer  Muttergestalt 
mit  untergeschriebener  2  oder  4;  so  wird  z.  B.  das 
Zeichen    einer  hemiCdrischen    oder  tetartofidrischen 

Gestalt  von  m?n  allgemein  =  =—=-  oder  =:  --p-  Die 

Theilgestalten  der  zusammengesetzten  Gestalten  könn- 
ten auch  durch  oben  beigefügte  Accente  von  einan- 
der unterschieden  werden.   Wo  es  endlich  nöthig  wird. 
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die  hinteren  and  vorderen  Flächen  einer  Gestall  ra 
unterscheiden,  da  kann  man  für  jene  den  kleinen  la- 
teinischen Bnchatafaen  gebrandien,  während  iSr  diese 
der  grosse  beibehalten  wird.  Doch  scheint  es  in  al- 
len den  Fällen,  da  eine  Unterscheidung  der  einseien 
Flächen  gefordert  wird,  am  xweekmässigsten,  die  ein- 
seien  Flächen  unmittelbar  durch  ihre  Gleichungen  su 
bezeichnen,  oder,  was  ziemlich  dasselbe  ist^  die  Be- 
zeichnungsart Ton  Weis«  zu  gebrauchen. 


Sechite $   Capitel 
Ton   den    Combinatiotieji. 

'       ».63. 

Combinationen  s  SyoimetrM  derielbM. 

Eine  krystallographische  Combination  ist  ein  ta- 
begriff  zweier  oder  mehrer  Gestalten  oder  Tfaeilge- 
stalten  einer  und  derselben  Kjry stallreihe,  welche  um 
einen  gemeinschaftlichen  Mittelpunct  unter  Solchen 
Verhältiussea  verbunden  sind,  dass  die  Flächen  oder 
Flächensysteme  der  einen  symmetrisch  zwischen  den 
Flächen  oder  Flächensysiemen  der  andern  erscheinen. 
Da  nun  die  Flächen  der  einzelen  Gestalten  entweder 
Kanten  oder  Ecke  zwischen  sich  bilden,  so  ist  klar, 
dass  in  einer  Combination  ^e  Flächen  der  einen 
Gestalt  an  der  Stelle  gewisser  Ecke  oder  Kanten  der 
anderen  Gestalt  oder  Gestalten  gerade  so  erscheinen 
mässen,  als  wären  sie  Schnittflächen,  durch  welch« 
diese  Begränzungselemente  abgestumpft,  zuge- 
sehärft,  odjer  sugespitzt  worden*);,  und  weil  die 


*)  Ich  uixe  die  Bekanalfchaft  mit  d«r  BedeatiiBg  dieser  Ant- 
dcöeke  der  Wenier*aclkeaKry0taUog;replue  totimu,  welche  bei  sweek- 
mietigem  Gebialicbe  ger  lehr  zur  Ver»ziebatilidiiing  der  Conbiiis- 
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Flädien  der  combinirten  Gest^t^i|  gegenseitig  eine 
symmetrische  Yertfaeilang  und  Lage  beobachten,  so 
lässt  sieh  erwarten,  dass  die  Flächen  einer  und  der-* 
selben  Gestalt  oder  Theilgestalt  nur  immer  an  den 
Stellen  gleichwerlhiger  Begränzungselemente  erschein 
nen  werden,  weil  nur  diese  in  gleichmässiger  Lage 
i^nd  symmetrischer  Vertheilnng  an  den  Gestalte^  au& 
treten  (§,  31.). 

f.    64. 
Gesetz,  Zähligkeit  und  Charakter  der  Combinationeo. 

Diese  Symmetrie  ist  nur  eine  Folge  des  i^llge* 
meinen  Gesetzes  der  Combinationen ,  dass  die  com* 
hinirten  Gestalten  jederzeit  Glieder  einer  und  der- 
selben Krystallreihe,  und  in  derjenigen 
Stellung  mi^  einander  verbunden  sind,  in 
welcher  sie  durch  die  Ableitung  erhalten  werden. 

Uebrigens  werden  die  Combinationen  nach  der 
Zahl  der  in  ihnen  enthaltenen  Gestalten  als  zwei*, 
drei-,  vier- nzählige,  und  nach  dem  Charak- 
ter derselben  als  holoedrische  und  hemiSdri- 
sehe  Combinationen  unterschieden,  so  dass  einer 
Combination  das  Prädicat  hemiSdrisch  zukommt,  wenn 
sie  auch  nur  eine  hemiSdriäche  Gestalt  enthält,  wie 
viele  holoedrische  Gestalten  noch  ausserdem  in  ihr 
auftreten  mögen. 

Die  Kanten  und  Ecke,  in  welchen  die  Flfichenf 
zweier  oder  mehrer  Gestalten  zum  Durchschnitte  kom* 
Iden,  heissen  Combinationskanten  und  Combi- 
natiensecke.  In  den  einaxigen  Systemen  ist  eine 
Combinationskante  heteropolar,  wenn  ihre  Flächen 
zu  gleichnamigen  Gestalthälften,   oder  ^u  ^nem  und 


tionea  dienen,  und  ein  höchst  wichtiges  Hülfsmiitel  der  Combina- 
tionslehre  sind.  Schon  Rom^  de  llsle  bediente  sich  des  Ausdruckes 
der  Abstumpfungen  oüt  grossem  Yortheile  und  ifviderlegte  die  pe> 
dantischen  Eiirwürfe,   welche  man  gegen  ihren  Grebrauch  machte. 
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deintelbeo  Pole,  amphipolar,  wenn  ihre  Flftchea 
txk  ungleichnamigen  Gettalthälfi^n,  oder  in  beiden 
Polen  der  Hauptäxe  gehören. 

i    65. 

Vprkemcheod«  und  imtergeordnete  G«it||lteft,  Ifiatwicktang  «i4 
P^eichnong  ^er  Coalonatioii« 

Die  Gestalten  einer  Combination  haben  nach 
Maaisgabe  der  relativen  Grdsae  oder  Al^tdellnQng  ib- 
rel"  Flächen  einen  grösseren  oder  geringeren  Antheil 
an  der  allgemeinen  Physiognomie  pder  dem  Totalha- 
bitos  der  Combipafion.  Diejenigen  Gestalten,  welche 
die  allgemeinsten  Umrisse  einer  Combination  aus* 
«ohUessend  bestimmen,  nennt  man  yorherrschende, 
diejenigen  dagegen  ,  welche  keinen  oder  doch  nur 
sehr  nabedei|tenden  Antheil  an  der  Bildung  der  To- 
talfofm  nehmen,  untergordnete  Gestalten.  In  vie* 
ien  FftUen  wird  die  Bestimmung  vorherrschender  Ge* 
statten  sehr  schwankend,  in  andern  ffist  unmdglich. 

Eine  Gestalt  bestimmen,  heisst,  ihren  Namen 
mA  das  Verhältniss  ihrer  Abmessungen  sowohl  als 
(hrer  Stellung  zu  der  gewählten  Grupdgestalt,  oder, 
was  dassdbe  is(,  ihr  krystallographiscfaes  Zeichen 
angeben.  Die  Bestimmung  der  verschiedenen  in  einer 
^Combination  enthaltenen  Gestalten  nennt  man  die  Ent» 
Wicklung  der  Combination.  Das  Zeichen  einer  ent- 
wickelten Combination  ist  der  Inbegriff  der  Zeiohen 
ifler  in  ihr  enthaltenen  Gestalten,  welche,  durch  hh 
terpunotionen  abgesondert,  so  nach  einander  geschrie» 
ben  werden,  dass  die  Zeichen  der  vorherrschenden 
Gf^talten  den  Zeichen  der  untergeordneten  yorangehen. 

§.    66. 

Allgemeine  Eotwicklnog  der  CombinaUoiien. 

Die  Entwicklang  der  Combinationen  bildet  eine 
der  wichtigsten  Aufgaben  der  KrystaUographie,  und 
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Ustt  sich  in  die  allgemeine  nnd  besondre  Ent* 
wicklong  theilen. 

^  Die  Aufgabe  der  allgemeinen  Entwicklung  ist  ge- 
löst, sobald  folgende  Bestimmongen  ansgemittelt  sind: 

1)  Das  Krystallsystem  der  gegebenen  Combina- 
tion;  diese  Bestimmung  ergiebt  sich  unmittelbar 
aus  dem  geometrischen  Grundcharakter  der  in  der 
Corabination  auftretenden  Gestalten. 

2)  Die  Zähligkeit  derselben,  d.h.  die  Bestimmung 
der  Anzahl  der  in  ihr  enthaltenen  Gestalten  oder  . 
Theilgestalten.  Da  alle  zu  einer  und  derselben 
Gestalt  oder  Theilgestalt  gehörigen  Flächen  gleich* 
werthige  seyn  müssen  (§46),  und  diese  Forderung 
durch  das  Auftreten  derselben  in  Combinationen 
vermöge  des  diese  letzteren  beherrschenden  Sym- 
metriegesetzes keine  Einschränkung  erleiden  kann, 
so  wird  die  Anzahl  der  in  einer  Combination  ent- 
haltenen Gestalten  oder  Theilgestalten  unmittelbar 
durch  die  Beobachtung  gegeben  seyn,  wie  vieler- 
lei ungleichwerthige  Flächen  in  derselben  auCtre* 
ten,  indem  jederzeit  der  Satz  gilt,  dass  eine  CcHOr 
Unation  genau  so  vielerlei  Gestalten  oder  Theil- 
gestalten enthält,  wie  vielerlei  verschiedenwerthige 
Flächen  in  ihr  erscheinen. 

3)  Die  Grundgestalt,  auf  welche  die  sämmtlioke» 
Gestalten  der  Combination  bezogen  werden  sollen; 
fSr  diese  Bestimmung  kann  die  Erystallographie 
nur  die  Regel  aufstellen,  dass  von  den  Gestalten, 
welche  nach  §.  52.  möglicherweise  zur  GmndgB- 
stalt  gewählt  werden  können,  jedenfalls  diejenige 
das  Vorrecht  habe,  welche  die  leichteste  Ueber* 
sieht  nnd  die  einfachste  Entwicklung  und  Bezeich- 
nung der  Combination  gestattet. 

4)  Der  Charakter  der  Combination  in  Bezug  auf 
HoloSdrie  und  Hemiedrie;  diese  Bestimmung  setzt 
die  Kenntnlss  der  näheren   Verhältnisse  voraus. 
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welche  «wischen  den  Gestalten  eines  jeden  Sjste* 
mes  Statt  finden  kdnnen. 
5)  Der  allgemeine  und  besondre  Name  aller 
in  der  Combination  enthaltenen  Gestalten;  diese 
Bestimmung  ist  leicht,  sobald  man  die  Verhältnisse 
der  verschiedenen  Gestalten  eines  jeden  Krystall- 
systemes  in  Bezug  auf  die  FlächensaU  und  Flächen- 
stellung ausgemittelt  hat. 

§•    67. 

Besondre  Snt^ickloDg  der  Combmationen. 

Die  besondre  Entwicklung  hat  es  nur  mit  der 
einzigen  Aufgabe  zu  thun,  die  Abmessungen  der  ein- 
seien  Gestalten  in  Bezug  auf  die  gewählte  Grundge- 
stalt, oder,  ihre  ToUständig  bestimmten  krystallogra- 
phischen  Zeichen  aufzusuchen.  Die  ihr  zu  Gebote 
stehenden  Hölfismittel  sind  besonders  folgende: 

1)  Die  allgemeinen  Resultate  der  Ableitung. 

2)  Die  aus  diesen  Resultaten .  und  den  Axenwerthen 
der  Gestalten  abzuleitenden  allgemeinen  Regeln  fiir 
die  Erscheinungsweise  der  Combination  je  zweier 
Gestalten  eines  Krystallsystemes,  oder  die  allge- 
meine Theorie  seiner  binären  Combinationen. 

3)  Die  allgemeine  Combinationsgleichung  fut  den  Fall, 
da  die  Flächen  einer  unbekannten  Gestalt  in  die 
Zone  bekannter  Flächen  fallen  (vergl.  unten  §.  68 ). 

4)  Messungen,  entweder  der,  den  unbekannten  Ge- 
stalten eigenthümlichen.  Kanten,  oder  auch  der  Com- 
binationskanten,  welche  sie  mit  bereits  bekannten 
Ges^talten  hervorbringen,  und  Berechnung  der  Ab- 
leitungscoßfficienten  aus  den  gemessenen  Winkeln. 

§.    68. 

Häufig  Torkonmieiides  CombinationsrerhiltniM.    Zonen. 

Wiewohl  die  Gesetze  •  der  Combinationen  über- 
haupt insofern  keinen  Gegenstand  für  die  DarsteUnn- 
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gen  der  Elementarlehre  abgeben,  inwiefern  sie  sich  nach 
dem  eigenthümlichen  Charakter  der  Terschiedenen  Sy- 
steme mehr  oder  weniger  modificiren,  so  lässt  sich  doch' 
ein,  sehr  häufig  vorkommender  Fall  hiervon  ausneh- 
men, weil  ihm,  wenigstens  für  alle  trimetrischen Sy- 
steme seine  Regel  in  gröster  Allgemeinheit  vorgeschrie- 
ben werden  kann.  —  Dieser  Fall  ist  der,  da  i wi- 
schen den  Flächen  J^  und  J^  zweier  bekannter  Gre- 
stalten  die  Flächen  JP^  einer  unbekannten  ^stalt  mit 
parallelen  Combinationskanten  auftreten,  ofler,  da 
die  Kante  (von  jP  und  F*  durch  F''  abgestumpft  wird. 
Man  sieht  sogleich,  dass  dieses  Combinationsverhält« 
niss  mit  dem  oben,  in  §.  20.  betrachteten  Verhält- 
nisse dreier  Flächen  J^,  F^  und  jF^  identisch  ist,  von 
welchen  die  eine,  F%  der  Durchschnittslinte  der  bei- 
den andern,  FunAF^y  parallel  läuft.  Die  daselbst  ge- 
fundene Bedingungsgleichung  findet  daher  unmittelbar 
ihre  Anwendung  auf  gegenwärtigen  Fall,  und  wird  in 
der  That  der  Schlüssel  zur  Beurtheilung  aller  mit 
Kantenparallelismus  Statt  findenden  Combinatiohen. 
Nur  haben  wir  dieselbe  als  eine  Function  der  Ablei- 
tungsco^fficienten  auszudrücken.  Wenn  die  Parame- 
ter der  Flächen  der  Grundgestalt 

a  :  b  :  c 
so  können  wir  allgemein  die  Parameter 
der  Fläche  F  mit  ma  :nb  :  re 
^      F"   -  m'a:n'b:i/c 
.      F^  .  m^a :  n^b :  r^c 
bezeichnen,  indem  wir  es  unentschieden  lassctn,  welr 
eher  Parameter  der  Grundgestalt  für  jede  der  übrigen 
Crestalten  unverändert  geblieben.    Substituirt  man  in 
der  Gleichung  von  f.  20.  statt  a,  2,  <^,  a\  b\  c^  und 
a^,  2%  c"  die  vorstehenden  Grössen,  so  wird  sie 

m''a'' («'«— mnö  rr'+ r'W' (r'm -- rm')  nn' +  «''r'' («'»•— »w'OJiw»'»» 

und  in  dieser  Form  von  unmittelbarer  Brauchbarkeit 
fiir  die  Combinationslehre,  da  die  krystallographischen 
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Zeichen  der  Gestalten  unmittelbar  die  Co^fficienten 
ffi,  M,  r,  XL.  g.  w.  enthalten.  Wir  nennen  daher  diese 
Gleichung  die  allgemeine  Combinationsglei* 
chnng  der  Krystallographie. 

Man  sagt  von  jeder  Fläche/^,  welche  dem  Durch» 
schnitte  der  Flächen  F  und  F^  parallel  ist,  dass  sie 
In  der  Zone  der  Flächen  l^und  F^  gelegen  sey,  oder 
in  die  Zone  derselben  gebore,  indem  man  unter  einer 
Zone  von  Flächen  überhaupt  jeden  Inbegriff  von 
Flächen  versteht,  welche  einer  und  derselben 
Linie  parallel  laufen.  Es  folgt  hieraus,  dass  die 
Lehre  von  den  Zonen  einen  sehr  wichtigen  Theil  der 
krystallographfschen  Combinationslehre ,  und  unsre 
Combinationsgleichung  zugleich  auch  die  allgemeine 
Gleichung  der  Zonenlehre  bildet. 

|.    69. 

Gebrauch  der  Coal^ationsgleichiiii^. 

Die  Combinationsgleichung  ist  ein  nnsrer  krjr» 
stallographischen  Methode  angemessener,  und  auf  alle 
trimetrischen  Systeme  unmittelbar  und  durchgän- 
gijg  anwendbarer  Ausdruck,  mittels  dessen  fär  irgend 
eine  unbekannte  Gestalt,  deren  Flächen  F^  zwischen 
den  Flächen  J^  und  F*  zweier  bekannter  Gestalten 
mit  j^arallelen  Combinationskanten  erscheinen,  jeder 
der  drei  Co§fficienten  m%  n"  und  r"  als  Function  der 
beiden  übrigen  und  der  sechs  bekannten  CoCfficienten 
von  F  und  F^  bestimmt  ist.  Da  aber,  vermüge  der 
Ableitungsmethode,  immer  einer  der  Parameter  nl' 
oder  r"  =  i  gesetzt  werden  nuiss,  so  enthält  unsre 
Combinationsgleichung  jedenfalls  nur  zwei  unbekannte 
Grossen.  Bringen  also  die  Flächen  F^  noch  ausser- 
dem zwischen  den  Flächen  f  und  f^  zweier  andrer 
bekannter  Gestalten  parallele  Combinationskanten 
liervor,  so  erhält  man  eine  zweite  Gleichmtg  för  die? 
selben    beiden   unbekannten   Grössen,   durch  welehe 
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sie  natürlich  vollkommen  bestimmt  werden.  Folglich 
wird  in  allen  Fällen,  da  die  einzelen  Flächen  einer 
unbekannten  Gestalt  von  zwei  Paaren^paralleler  Kan- 
ten begränzt  werden,  und  die  diese  Kanten  bildenden 
Flächen  bekannt  sind;  oder,  in  allen  Fällen,  da  die 
unbekannten  Flächen  in  zwei  verschiedene  Zonen  be- 
ireits  bekannter  Flächen  geboren,  das  Problem  der 
krystallographischen  Bestimmung  ohne  alle  Mes- 
sung und  durch  blosse  Anwendung  der  Combinationa- 
gleichung  vollständig  zu  lösen  seyn. 

Nur  ist  begreiflich,  dass  nach  Maassgabe  der  ver- 
schiedenen Lage  der  Flächen  in  diesem  oder  jenem 
Banmoctanten  die  Co^f&cienten  ihrer  respectiven  Pa* 
rameter  positiv  oder  negativ  genommen  werden  mus* 
sen,  während  sie  in  der  Combinationsgleichung  durch- 
gängig positiv  angenommen  wurden,  weil  solche  in 
der  Voraussetzung  berechnet  ist,  dass  alle  drei  Flä- 
chen ß*j  F*  und  F^  in  dem  Octanten  der  drei  posi- 
tiven Halbaxen  gelegen  sind. 


Zweites  Hauptstück. 
Sffstemlehre. 


Erster  Abschnitt 
Vom   Tesseralsj/steme. 

Erstes  Capitel. 

Von  den  einjcelen  Gestalten  des  Tesseral- 
systemes. 

§.    70. 

UmCftng  und  Naoie  des  Systemes. 

Das  Tesseralsystem,  dessen  geometrischer  Gnmdcha- 
raklet  doreh  Dreisahl,  Reohtwinkli^eil  und  GlereiH 
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heit  der  Axen  ausgesprochen  ist,  begreift  alle  trime* 
trischen,  orthoSdrischen ^  vielaxigen  Gestalten,  und 
keine  anderen. 

Tesseraisystem  nennen  Ti^ir  es,  weil  das 
Hexaeder  oder  der  Würfel  (tenera)  eine  seiner  cha- 
rakteristischen Gestalten  ist,  weshalb  es  bereits  von 
Werner  das  Tessnlar-  oder  Tesselarsystem 
(von  tetnlla)  genannt  wurde.  Weiss  nennt  es  das 
reguläre,  gleichgliedrige,  oder  gUichaxige, 
auch  das  sphäroSdrische,  Hausmann  das  isome- 
trische System,  welche  Benennungen  insgesammt 
ron  solchen  Eigenschaften  der  Gestalten  dieses  Sy- 
stemes  entlehnt  sind,  die  aus  seinem  geometrischen 
Grundcharakter  mit  Nothwendigkeit  folgen. 

§.    71. 

Gnmdgestalt  und  ZwiscKenaxen. 

Als  Grundgestalt  des  Systemes  wird  nach  §.  til, 
nur  diejenige  Gestalt  gelten  können,  deren  Flächen 
das  Yerhältniss  der  Parameter  1:1:1  habea.  Man 
sieht  leicht,  dass  es  fär  dieses  Yerhältniss  in  jedem 
Raumoctanten  nur  eine  Fläche  gieben  kann,  von  de- 
nen eine  jede  wegen  der  Gleichheit  ihrer  Intersectio* 
Ben  (f.  16.)  ein  gleichseitiges  Dreieck  darstellen  muss. 
Die  Grundgestalt  des  Tesseralsystemes  ist  daher  eine 
von  acht  gleichseitigen  Dreiecken  umschlossene  Ge- 
stalt, welche,  weil  sie  einzig  in  ihrer  Art  ist,  den 
Namen  OktaSder  schlechthin  erhält  (§.  55.). 

Aosser  den  drei  Hanptaxen  sind  in  diesem  Sy- 
steme noch  zwei  andre  Arten  von  Linien  zu  bemer- 
ken, welche  einestheils  die  mittleren  zwischen  je 
dreien,  andemtheils  die  mittleren  zwischen  je  zweien 
Hanptaxen  sind,  und  deshalb  den  Namen  der  Zwi- 
sehenaxen  fuhren.  Ihre  Lage  lässt  sich  am  leich- 
testen in  Bezug  auf  die  Grundgestalt  bestimmen ;  die 
einen  verbinden  nämlich  die  Mittelpuncte  je  zweier 
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Gegenflächjen  des  Oktaeders ^  sind  also  zu  vi. er  vor- 
handen, und  heissen  trigonale'  Zwischenaxen; 
die  anderen  verbinden  die  Mittelpuncte  je  zyitißt 
Gegenkanten,  sind  also  zu  sechs  vorhanden,  und 
heissen  rhombische  Zwischenaxen. 

Wir  nennen  die  Ebenen  durch  je  zwei  HaupN 
axen  (oder  die  Coordinalebenen)  normale,  die  Ebe-^ 
neu  durch  je  eine  Haupt-  und  eine  trigonale  Zwi-* 
schenaxe  diagonale  Hauptsclinittel 

§.    72. 
-  Vorläufige  Uebersicht  dfer  tesseralea  Gefitalten. 

Die  eina^elen  Gestalten  des  Tesseralsystemes  be-* 
neiint  man  zunächst  nach  der  Zahl  ihrer  Flächen 
(}.  55.)  und  unterscheidet  deingemäss: 

1)  das  Tetraeder,  oder  den  4FIächner, 

2)  das  He:^aMer,  öder  den  6Flächner, 

3)  das  Oktaeder,  oder  den  SFIäehner, 

4)  die  Dodekaeder,   oder   die  12Flächnerj 

5)  die  IkositetraSder,  oder  die  24Fiä,chner^ 

6)  die  Tetrakontaokta^der ,  oder  die  4ßFläcliner. 
Die  drei  ersteren  Gestalten  sind  die  einzigen  in 

ihrer  Art,  während  es  von  den  übrigen  mehre  Arten 
und  Unterarten  giebt.  Da  24  =  3. 8  ==  4 . 6  ==  2 .  12, 
und  48  =  6.8,  so  könnten  uns  gewisse  Verhältnisse 
veranlassen,  manche  von  24  Flächen  umschlosseae 
Gestalten  Dreimalachtflächner,  Yiermalsechsflftchuer, 
Zweimalzwölfflächner ,  und  die  von  48  Flächen  um- 
schlossenen Gestalten  Sechsmalachtfiächner  zu  nen- 
nen (§.  55.)« 

§.    73. 

Dftt  Tetta&der. 

^yn.   Bfailkdie  dreiteitlife  Pjnmidej  Re^alftres  Tfttra£ilet.    Vler- 
flaeh,  Benliardl. 

Das  Tetraäder  oder  der  Yierflächner  (Fig.  33 
und  34)  ist  eine  von  4  gleichseitigen  Dreiecken 
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ichlossene  Gestalt,   und  hat  also  6  Kanten,  4  Ecke 

(§.  31.). 

Die  Kanten  sind  regelmSssig  (§.  33.)  nnd  gleich; 
die  Ecke  trigonal  (§.  34.). 

Die  Hanptaxen,  deren  Mtttelqnerschnitte  Qua- 
drate, verbinden  die  Mittelpnncte  je  zweier  gegen- 
überliegender Kanten;  die  trigonalen  Zwischenaxen 
Terbinden  die  Mittelpnncte  der  Tier  Flächen  mit  den 
gegenüberliegenden  Eckpnncten;die  rhombischen  Zwi* 
schenaxen  treten  nicht  hervor,  da  ihre  Pole  dnrdi 
nichts  bezeichnet  sind. 

Es  giebt  nur  ein  Tetraeder,  dessen  Kantenwin- 
kel =  70**  31'  44^ 

§.    74. 

Das  Hexaeder. 
Btgm.    Warfd. 

Das  Hexaeder  oder  der  Sechsfläohner  (Fig.  32)  ist 
eine  von  6  Quadraten  umschlossene  Gestalt,  und  hat 
also  12  Kanten  und  8  Ecke. 

Die  Kanten  sind  regelmässig  tmd  gleich ;  die  Ecke 
trigonaL 

Die  Hauptaxen,  deren  Querschnitte  Quadrate, 
verbinden  die  Mittelpnncte  je  zweier  Gegenflächen; 
die  trigonalen  2wischenaxen  verbinden  je  zwei  gegen- 
überliegende Eckpuncte;  die  rhombischen  Zwischen- 
axen die  Mittelpnncte.  je  zweier  Gegenkanten. 

Es  giebt  nur  ein  Hexa^er,  dessen  Kantenwin» 
kel  =  90^ 

Das  Oktaeder. 

Sfffii    Repil&re  rierseitiite  Doppelpyramide.    Regulin»  Oktmdder. 
Achtflach  ^    Bernhardt 

t>a«  Oktaäder  oder  der  Achtflächner  (Fig.  21)  ist 
eitte  von  8  gleichseitigen  Dreiecken  umschlossene  G^- 
«Call,  nnd  hat  also  12  Kanten  nnd  6  Ecke. 
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r,  Die  KaDten  «ind  regelmässig  und  gleich;  die 
Ecke  tetragonal. 

Die  Hanptaxen,  deren  Querschnitte  Quadrate, 
verbinden  je  zwei  gegenüberliegende  Eckpuncte ;  die 
trigonalen  Zwischenaxen  die  Mittelpnncte  je  zweier 
Gegenflächen;  die  rhombischen  Zwischenaxen  die  Mit* 
telpuncte  je  zweier  Gegenkanten. 

Es  giebt  nnr  ein  Okta^er^  dessen  Kantenwin» 
kel  =  109^  28'  16'. 

§.    76. 

Die  Trigondodekaeder. 

8^.  PyraoitdaitetraMer,  Weit«.  Trlgonaldodekafider,  M«kt. 
Pyramidales  DodekaMcr,  Breltiiaapt,  PreioMlrieHlach, 
Bernhardt 

Die  Dodekaider  oder  Zwölfflächner  sind  vierer- 
lei Art  nach  Maassgabe  der  Figur  ihrer  Flächen,  in- 
dem einige  von  Dreiecken,  eines  von  Rhomben,  an- 
dre von  Deltoiden,  und  noch  andre  von  Fünfecken  um- 
schlossen werden.  Bezeichnen  wir  sie  mit  den  ihnen 
entsprechenden  Namen,  so  haben  wir  Trigon-,  Rhom- 
ben* 9  Deltoid-  und  Pentagondodekaider,  welche  wir 
nun  der  Reihe  nach  kennen  lernen  werden. 

Die  TrigondodekaSder  (Fig.  35  und  Sf^)  sind  von 
12  gleichschenkligen  Dreiecken  umschlossene  Gestal* 
ten,  und  haben  also  18  Kanten  und  8  Ecke. 

Ihre  Flächen  gruppiren  sich  in  4  dreizählige  oder 
in  6  zweizählige  Fläehensysteme ;  ihre  Hauptform 
schwankt  daher  zwischen  jenen  des  Tetraeders  und 
Hexaeders,  nähert  sich  jedoch  gewöhnlich  der  erste- 
ren  Gestalt  (daher  PyraroidentetraSder),  wie  denn  aueh 
die  Kantenlinien  des  eingeschriebenen  Tetraeders  un- 
mittelbar hervortreten. 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  6  regelmässige,  län- 
gere, in  den  Kanten,  und  12  symmetrische,  kfirzere» 
zu  drei  fiber  den  flächen  des  eingeschriebenen  Te« 
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traSders;  die  ersteren  heissen  die  charakteristi- 
schen Kanten; 

Die  Ecke  sind  zweierlei:  4  ditrigonale  (oder  hexa- 
j^nale),  in  den  Eckpnncten,  und  4  trigonale,  über  den 
Flächen  des  eingeschriebenen  Tetraeders. 

Die  Hauptaxen ,  deren  Mittelqaerschqitte  Ditetra- 
gone,  verbinden  die  Mittel pnncte  je  zweier  regelmäs- 
siger Kanten;  die  trigbnalefi  Zwischenaxen  verbin- 
den die  trigonalen  mit  den  ditrigonalen  Eckpnncten; 
die  rhombischen  Zwischenaxen  treten  nicht  hervor, 
da  ihre  Pole  durch  nichts  bezeichnet  sind. 

Es  giebt  möglicherweise  zahllose  Varietäten  die- 
ser Gestalt. 

§.    77. 

Das   Rhombendodekaf  der. 

Spi,  Oranatodder«  Weist.  BInkutigct  Te«rafDii»)do(LH»Mef, 
Mohs.  RaatenzwölfAach,  y.  Raaraer  and  Bernhardi.  Gnt 
natdodelcaödferi  Wanier.     Rcgol&nM  lUoaibe«do4^alder, 


Das  Rhombi&ndodeka6de)>  (Hg.  23)  ist  eine  von 
12  Rhon^eti  umschlossene  Gestalt,  «nd  hat  daher 
24  Kantm  und  14  Ecke. 

Die  Kanten  sind  ini^[esaiiimt  gleich  und  tymme« 
triseh« 

Die*  Eck«'  sind  zwrierlei:  6  tetragonale,  in  dea 
Eckpancten  des  eingeschr.  Oktaler«  ^  und  8  trigo» 
aale,  in  den  Eckpunoten  dea  eingeschr.  Hexaeders. 

Die  Hauptaxen,  deren  Querschnitte  theils  Qua- 
drate, theils  gleichwinklige  Achtecke,  verbinden  je 
zwei  gegenüberliegende  tetragonale  Ecke;  die  trigo- 
nalen Zwischenaxen  je  zwei  gegenäberliegendb  tri- 
goaal«Ecke;  und  die  rhombischen  Zwischenaxen  die 
Mittelpnncte  je  zweier  Gegenseiten. 

Es  giebt  nur  ein  Rhembendodeka#der,   dessen 
Kamm  ^  120^ 
!•  7 


Digitized  by  VaOOQlC 


08  Reine  KryataUographie* 

i    78. 

t>ie  DeltoiddodekaSder. 

^fii.  TrapeiofddodektMer,  Wein.  Kweiksntifei  Tetragoamlda- 
dakaMer,  Uoha.  TrmyeMidUct  D«deU«der,  Br«Uluaft. 
DdtoIdswAUflaeh,  Beniliardi. 

Die  Deltoiddodekafider  (Fig.  37  nnd  38)  nind  Ton 
12  symmetrischen  Trapezoiden  oder  Deltoiden  (f.  32.) 
umschlossene  Gestalten ,  und  haben  also  24  Kanten 
and  14  Ecke. 

Ihre  Flächen  grnppiren  sich  in  4  dreizählige  Flä- 
chensysteme, und  ihre  Hauptform  schwankt  zwischen 
jenen  des  Tetraeders  und  Rhombendodeka€ders,  nä- 
hert sich  jedoch  gewohnlich  der  ersteren  Gestalt. 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  12  schärfere,  paar- 
weis über  den 'Kanten,  und  12  stumpfere,  zu  drei 
fiber  den  Flächen  des  eingeschriebenen  Tetraeders;  die 
ersteren  heissen  die  charakteristischen  Kanten. 

Die  Ecke  sind  dreierlei:  4  trigonale,  spitzere,  in 
den  Eckpuncten,  4  dergleichen  stumpfere,  über  den 
Flächen,  und  6  rhombische,,  über  den  Kanten  des  ein- 
getchriebenen  Tetraeder«. 

'  Die  Haap4axen,  deren  Mittelquersehnitte  Qua- 
drate, rerbinden  je  zwei  rhombische  Bxke;  die  tiigo- 
nalen  Z^ischenäxen  v^binden  die  stumpferen  mit 
den  spitieren  trigonalen  Ecken;  die  rhombischen  Zwi<« 
sdtenaxen  treten  nicht  hervor,  da  ihre  Pole  durch 
nichts  bezeichnet  sind. 

Es  giebt  mög^tcherweifte  zahllose  Varietäten  die^ 
•er  Gestalt. 

§.    79. 

Die  PentagoDdodekaider. 


«f«.  HntMriMhM  PattH«MUh»ddaiM«r,  Md». 

DodekaMer,  Bffddwopt.  KienwiUPaeli,  T.  Ramer.  ^- 
ritodder,  Wetit.  FenUgOBaldodekUder,  Huimaui.  Zwei* 
— liodirfich,  Benjbardi. 

Die  Pentagondodekaäder  (Flg.  45  bis  SO)  sind  von 
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12  sytnmetrisehen  Pentagonen  (§.  32.)  ninscfalossene 
Gestalten,  und  hdben  also  30  Kanten  nnd  20  Ecke. 

Ihre  Flächen  grappiren  sich  gewöhnlich  in  6  Flä- 
chenpaare, und  ihre  Häuptform  schwankt  zwischen 
jenen  des  HexaSders  und  BhombendodekaSders ,  nä« 
hert  9ich  aber  gewohnlich  der  ersteren  Ge'stalt. 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  6  regefanässige,  über 
den  Flächen,  und  24  unregelmässige,  paarweis  über 
den  Kanten,  oder  zu  drei  in  den  Ecken  des  einge«^ 
schriebenen  Hexaeders;  jene  heissen  die  charakte-^ 
ristischen  Kanten. 

Die  Ecke  sind  zweierlei:  8  trigonäle,  in  den  Eokf- 
pnncten,  und  12  unregelmässig -dreiflächige,  über  den 
Kanten  des  eingeschriebenen  Hexaeders.* 

Die  Hauptaxen,  unter  deren  Quersdinitten  sich 
zwei  Quadrate  befinden,  während  die  Mittelquer- 
schnitte  unregelmässige  Sechsecke  sind,  verbinden 
die  Mittelpuncte  je  zweier  gegenüberliegender  cha- 
rakteristischer Kanten;  die  trigonalen  Zwischenaxen 
verbinden  je  zwei  gegenüberliegende  trigonale  Ecke; 
die  rhombischen  Zwischenaxen  treten  nicht  hervor, 
weil  ihre  Pole  durch  nichts  bezeichnet  sind. 

Es  giebt  möglicherweise  zahllose  Varietäten  die- 
ser Ciestalt;  sogar  das  regelmässige  Pentagondodeka^- 
der  der^ Geometrie  ist  eine  dieser  Varietäten,  kann 
jedoch  in  der  Najur  nicht  vorkommen,  weil  es  ei- 
nen irrationalen  AUeitungSco^Sfficienten  voraussetzt. 

f.    80. 

Die  Ikoffitetradder^ 

Die  24Rächner  oder  Ikositetra^der  überhaupt  zer- 
fallen nach  der  Figur  ihrer  ^Flächen  in  Trigoa-  und 
Trapez  ^BcositetraSder,  und  von  diesen  wiederum  die 
ersteren  in  die  drei  Unterarten  von  der  Hauptform 
des  Tetraeders,  Hexaeders  und  Oktaeders,  die  an- 
deren in  die  zwei  Unterarten  mit  symmetrischen  und 

7* 
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gleichschenkligen  Trapexoiden  {}.  32),  welche  leu» 
tere  die  Hauptform  des  Pentagondodekaäders  besitzen. 
Das  eine  Trapezikositetra^er  ausgenommen,  gruppi- 
ren  sich  also  die  Flächen  aller  übrigen  IkositetraS- 
der  in  Flächensyjiteme,  nnd  gestatten  somit  die  in 
§.  55.  angegebene  Methode  der  Zerfällung  der  ganzen 
Flächenzahl  in*  ihre  Factören  a^nr  Vereinfachung  der 
Nomenclatnr.  So  erhalten  wir  för  die  dreierlei  Tri- 
gonikositetraäder  die  Namen  der  Hexakistetra^- 
der  (Qmal4il9«hner),  Tetrakishexa^der  (4mal- 
6Flächner)  undTriakisToktaäder  (SmalSFlächner), 
nnd  für  die  eine  Art  der  Trapezikositetraßder  den  Na- 
men der  Dyakisdodekaäder  (2niaU2Flächner),  so 
dass  für  die  andre  Gestalt  dieser  Art  der  Name  Iko* 
sitetraäder  allein  hinreichend  bezeichnend  ^rd. 

S.    81. 

Die  Hexakistetraeder  oder  Sechsroalrierflächner. 

^jfit.  Gebrochene  PyramideotetraMer,  Weist.  TetraMrisohefl 
TrigoBalikosftetraedcit,  Mehs.  Skmienisdiet  Ikoiitetsara«- 
4m ^  Breithaqpt.    Seclifnialvicrilach,  Berahardl. 

Die  Üexakistetraäder  (Fig.  39  und  40)  sind  von 
m  ungleichseitigen  Dreiecken  umschlossene  Gestal- 
ten von  der  Hauptfonn  des  Tetraäders,  und  haben 
daher  36  Kanten,  14  Ecke  und  4  sechszählige  Flä- 
chensysteme. 

Die  Kanten  sind  symmetrisch  und  dreierlei:  12 
schärferei  paarweis  über  den  Kanten,  12  stumpfere, 
längere,  und  12  stumpfere  kürzere,  zu  je  dreien  über 
den  Flächen  des  eingeschriebenen  Tetraeders ;  die  er- 
steren  heissen  die  charakteristischen  Kanten. 

Die  Et^ke  sind  gleichfalls  dreierlei:  4  ditrigonale 
(oder  hexagenale)  spitzere  in  den  Eckpancten,  4  der- 
gleichen stumpfere  über  den  Flächen,  und  6  rhombi- 
sche über  den  Kanten  des  eingeschriebenen  Tetraäders. 

Die  Hauptaxen,  deren  Mittelquerschnitte  Dite- 
tragone,  verbinden  je  zwei  gegenüberliegende  rhom- 
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biiche  Ecke;  die  trlgonalen  Zwischenaxen  verbinden 
die  spitzeren  mit  den  stumpferen  sechsflächigen  Ecken; 
die  rhombischen  Zwischenaxen  treten  nicht  hervor, 
da  ihre  Pole  durch  nichts  bezeichnet  sind. 

Es  giebt  möglicherweise  zahllose  Varietäten  dlt- 
ser  Gestalt. 

§.82.      •  i^i!\  ;'::;• 

Die  TetrakiahezaSder  Q<ler  VjcqnslWctMadiadr« 


S^n.    Pyraoiidenwflrre],  WeiM/#v -IHmiot.  :M«s»WiHM^T*^  • 

goaa]iko«iletni6«ler,  Moha.   He^ddrlidi  p/raaiidafer  Ikott^' 
tessaraOder,  Breithaapt.    Viermolseclisflacli,  Berakmrdi. 

Die  Tetrakishexa^der  (flg.  29  bis  31)  sind  von 
'  24  gleichschenkligen  Dreiecken  umschlossene  Gestal- 
ten von  der  Hauptform  des  Hexaeders,  und  haben 
also  36  Kanten  und  14  Ecke, 

Ihre  Flächen  gruppiren  sich  in  6  vierzählige,  oder 
in  12  zweizählige  Flächensysteme;  ihre  Hauptform 
schwankt  daher  eigentlich  zwischei^  jenen  des  Hexae- 
ders und  Rhombendodekaßders ,  wird  jedoch  immer 
'durch  die  erstere  Gestalt  repräsei^tirt,  weil  die  Kan- 
tenlinien des  eingeschriebenen  Hexaeders  unmittelbar 
hervortreten  (daher  Pyramidenwürfel), 

Die  Kanten  sind  zweierlei;  12  längere,  regel- 
mässige, in  den  Kantenlinien,  und  24  kürzere,  sym- 
metrische, zu  vier  übei^  den  flächen  des  eingeschrie- 
benen Hexa^ers. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  zweierlei;  8  ditrigo- 
nale  (oder  hexagonale)  in-  den  Eckpuncten,  und  6  te- 
trag-onale,  über  den  Flächen  des  eingeschriebenen 
Hexaeders. 

Die  Hauptaxen,  deren  Mittelquerschnitte  Ditetra- 
gone,  verbinden  je  zwei  gegenüberliegende  tetrago- 
naie  Eckpuncte ;  die  trigonalen  Zwischenaxen  je  zwei 
gegenüberliegende  ditrigonale  Ecke;  die  rhombischen 
Zwischenaxen  die  Mittelpuncte  je  zweier  regelmässi- 
ger Gegenkanten. 
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Es  giebt  von  dieser  Gestalt  möglicherweise  zahl- 
lose Varietäten. 

§.     83. 

Die  THakisoktaeder  oder  Dreimalacbtflächner. 

Sgn,  PyramideBoktafider,  Weiss.  Oktaedriaches  Triifonalikoaite- 
traSdcr,  Mohs.  OkUCdrisch  pyramidalea  Ikoaltesaaraeder, 
Bretihaupt.     Dreimalaehtflach ,  Bernkanii.     PyramideBacbt' 

'     Die  triakisoktaeder  (Fig.  22)  sind  von  24 
.gl^i^k«eKeak%e9, 'Dreiecken   umschlossene  Gestalten 
Von  der  Haaptform  des  Oktaeders,  und  haben  daher 
36  Kanten  und  14  Ecke. 

Ihre  Flächen  grnppiren  sich  in  8  dreizählige  oder 
in  12  zweizählige  Fiächensysteme;  ihre  Hanptforra 
•  schwankt  daher  eigentlich  zwischen  jenen  ^des  Okta^-- 
ders  nnd  RhombendodekaSders ,  wird  jedoch  immer 
durch  die  erstere  Gestalt  repräsentirt,  weil  die 'Kan- 
tenlinien des  eingeschriebenen  Oktaeders  unmittelbar 
hervortreten  (daher  Pyramidenoktaßder). 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  12  längere,  regel- 
mässige, in  den  Kanten,  und  24  kürzere,  symmetri- 
sche, zu  drei  über  den  Flächen  des  eingeschriebenen 
Oktaeders. 

Die, Ecke  sind  gleichfalls  zweierlei:  6  ditetrago- 
nale,  in  den  Ecken,  und  8  trigonale  über  den  Flä- 
chen des  eingeschriebenen  Oktaeders,  ' 

Die  Hauptaxen,  deren  Mittelquerschnitte  Qua* 
drate,  verbinden  je  zwei  ditetragonale ;  die  trigona- 
len  Zwischenaxen  je  zwei  trigonale  Eckpuncte ;  und 
die  rhombischen  Zwischenaxen  die  Mittelpuncte  je 
zweier  regelmässiger  Gegenkanten. 

Es  giebt  möglicherweise  zahllose  Varietäten  die- 
ser Gestalt. 


Digitized  by  VaOOQlC 


SyMtemlehr^.      T^sseralsystem.    Cap.  L     103 
f.    84. 

Die  IkositetraMer  oder  ViennidswaiisigfUcliMr. 

Sjn,  LeiidtoMer  ind  IiMdloide,  Weift.  ZweflniÜg«  Ttteag«- 
n«likositetnCder,  Bfföht.  Trapeseidale  IkodtotMnHer 
BrelUwi^.  TnpesoMcr,  Hpuinaaii.  Leadt,  ▼.  Bsmtr 
BeltfMTienuanrauigflsdi,  Bmhurdi. 

Die  Ikositetra€der  (Fig.  26  bis  28)  sind  yon  24 
«ymmetrisclieii  Trapezoiden  oder  Deltoid0n  miischlos* 
«ene  Cvestalten,  und  haben  also  48  Kanten  und  26  Ecke. 

Ihre  Flächen  grappiren  sich  theiU,  in  8  dreiiäh- 
lige,  theils  in  6  vierzfthlige  Flächensysteme;  ihre 
Hauptform  schwankt  dah^r  zwischen  jenen  des  Ok« 
taeders  und  Hexaeders,  ohne  jedoch  in  allen  Fällen 
durch  eine  dieser  Gestalten  reprftsentirt  su  werden. 

Die  Kanten  sind  symmetrisch  und  sw»erlei:  24 
längere,  paarweis  über  den  Kanten,  and  24  kürzere, 
zn  drei  über  den  Flächen  des  eingeschriebenen  Oktae- 
ders; oder  auch,  die  ersteren  zu  Tier  über  den  Flä- 
chen ,  die  andern  paarweise  über  den  Kanten  des  ein- 
geschriebenen Hexaeders. 

Die  Ecke  sind  dreierlei:  6  tetragonale,  in  den 
Ecken,  8  trigonale,  über  den  Flächen,  und  12  rhom- 
bis^ie,  über  den  Kantaa  des  eiogesdbariebenen  Oktae- 
ders^ 

Die  Hauptaxen,  deren  Mittelquerschnitte  Ditetr»- 
gone,  verbinden  je  zwei  gegenüberliegende  tetrago- 
nale;  die  beiderlei  Zwischenaxeik  je  zwei  der  mit 
ihnen  ^eichnamigen  Ecke.     ^ 

Es  giebt  mögliclieirweise  zahllose  V «detäten  die- 
ser Gestak.. 

§.    85. 

Die  Dyakifdodekaeder  oder  Zwdmalzwolfflächiier. 

Bfpt.  Oebroekene  PenUgOBdodekaUer,  Weiss.  DreikMitife  T«- 
tragonalfkosUetraMer,  Mohs.  Heterofonale  lkositess«r«ft- 
der,  BroHkaopt.  Kie8-8ftfl««h,  ▼.EamMr.  TnpeMMrleff' 
mdxwauiffaeh,  Benlnrdl. 

Die  DyakisdodekaSder  (Fig.  41  bis  44)  sind  von 
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24  gleichschenkligen  Trapezoiden  oder  anch  derglei- 
chen Trapezen  nmaohlossene  Gestalten  von  der  Uaupt- 
form  des  Pentagondodekaßders,  und  haben  also  48 
Kanten  und  26  Ecke. 

Ihre  Flächen  groppiren  sich  in  12  Flächenpaare, 
daher  der  dodekalSdrische  Habitus;  indess  lassen  sich 
auch  dreizählige  Fiächensysteme  annehmen,  welche 
jedoch  von  minderer  Bedeutung  für  die  Symmetrie* 
Verhältnisse  der  Gestalt  sind. 

Die  Kanten  sind  dreierlei:  12  symmetrische^,  kor- 
zeste,  paarweis  über  den  charakteristischen  Kanten, 
12  dergleichen  längste,  über  den  Flächen,  und  24  unr 
regelmässige,  mittlere,  über  den  gleichnamigen  Kan* 
ten  des  eingeschriebenen  PentagondodekkISders ;  die 
ersteren  Kanten  heissen  die  charakteristischen 
Kanten  der  Gestalt. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  dreierlei:  6  rhombische, 
in  den  Eckpnncten,  8  trigonale,  über  den  Flächen, 
und  12  unregelmässlg  vierflächige,  über  den  Kanten 
des  eingeschriebenen  Oktaeders. 

Die  Hauptaxen,  unter  deren  Querschnitten  sich 
zwei  Ditetragone  befinden,  während  ihre  Mittelquer^ 
schnitte  unregelmässige  Achtecke  sind,  verbinden  je 
zwei  gegenüberliegende  rhombische  Eckpuncte;  die 
trigonalen  Zwischenaxen  je  zwei  der  trigonalen  Eck» 
puncte;  die  rhombischen  Zwischenaxen  treten  nicht 
henror,  da  ihre  Pole  durch  nichts  bezeichnet  sind. 

Es  giebt  möglicherweise /zahllose  Varietäten  die- 
ser Gestalt,  welche  sich  nach  der  Figur  ihrer  Flächen 
in  zwei  Unterarten  theilen.  Diejenigen ,  deren  Flä- 
chen Trapezoide  sind,  zeigen,  ausser  dem  Parallelis- 
mus je  zweier  gegenüberliegender  Kanten,  keinen 
weiteren  Kantenparallelismus  (Fig.  41  und  42),  woge- 
gen diejenigen,  deren  Flächen  Trapeze  sind,  in  je- 
dem Flächenpaare  drei  parallele  Kanten  be- 
sitzen (Fig.  43  und  44).     Diese  letzteren  fuhren  daher 
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den  Namen  der  parallelkantigen  Dyakisdode- 
kaSder.  Sie  stehen  eigentlieh  in  der  Mitte  zwischen 
zwei  Gmppen,  in  welche  sich  die  übrigen  Dyakis- 
dodekaSder  rücksichtlich  der  besonderen  Beschaffen- 
heit ihrer  trapezoidischen  Flächen  absondern,  indem 
die  der  längsten  Seite  gegenüberliegende  Seite  mit 
derselben  nach  der  kürzesten  Seite  hin  entweder  con- 
vergirt  oder  divergirt  (Fig.  11  A  und  B).  Demge- 
m§ss  wären  eigentlich  drei  Unterarten  von  Dyakis- 
dodeka€dern  zu  nnterscheiden ,  welche  man,  sobald 
die  Convergenz  oder  Divergenz  der  längsten  und  ge- 
genüberliegenden mittleren  Kante  immer  nach  dersel- 
ben Richtung  beortheilt  wird,  mit  den  Namen  der 
eonvergentkantigen ,  parallelkantigen  und  divei^^nt- 
kantigen  DjakIsdodekaSder  bezeichnen  konnte.  Diese 
letzteren  sind  bis  jetzt  noch  nicht  beobachtet  worden. 

§.    86. 

Die  Hexfikisoktaeder  oder  Sechamalachtfläcliner  (Weitt). 

gyn.  PyramideBgnnatoMer  s.  Tb.  Weif«.  TetnfcoBUoktadder, 
Mohs.  AchtuadvierzigfläcJiBer,  Weiss  o.  Breithaopt.  TH- 
foiialpolyeder,  llaasmaun.  Pyramidenrautenzwölffladi,  t. 
Raooier.    Achtandvienigflaek ,  Bemhardi. 

Die  Hexakisokta^der  (Fig.  24  und  25)  sind  von 
48  ungleichseitigen  Dreiecken  umschlossene  Gestal- 
ten, und  haben  also  72  Kanten  und  26  Ecke. 

Ihre  Flächen  gnippiren  sich  in  S  sechszählige, 
oder  in  6  achtzählige,  oder  auch  in  12  vierzählig» 
Flächensjsteme;  ihre  Hanptform  ist  daher  bald  okta6- 
drlsch,  bald  hexa^drlseh,  bald  rhomben-dodekaßdrisch; 
auch  lassen  sich  zuweilen  Gruppirungen  der  Flächen 
in  Flächen  paare  geltend  machen,  welches  auf  dreier- 
lei Terscniedene  Weise  möglieh  ist,  und  eine  Aehn- 
lichkeit  der  Hauptfonn  mit  dem  Tetrakishexaäder, 
Triakisoktaßder  oder  Ikositetraeder  voraussetzt. 

Die  Kanten  sind  symmetrisch  und  dreierlei:  24 
mittlere,  paarweis  über  den  Kanten  des  eingeschrie- 
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benen  Oktaeders;  24  kürzere,  paarweis  Ober  d^n 
Kanten  des  eingeschriebenen  HexaSders,  und  24  län- 
gere, die  Eckpuncte  beider  eingeschriebenen  Gestal- 
ten verbindende  Kanten. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  dreierlei:  6  ditetrago- 
nale,  in  den  Eckpuncten,  8  ditrigonale  (oder  hexa- 
gonale),  über  den  Flächen,  und  12  rhombisehe,  über 
den  Kanten  des  eingeschriebenen  Oktaeders. 

Die  Hanptaxen,  deren  Mittelqnerschnitte  Ditetra- 
,gone,  verbinden  je  zwei  ditetragonale ;  die  trigonalen 
Zwischenaxen  je  zwei  ditrigonale  ^  und  die  rhombi- 
schen Zwischenaxen  je  zwei  rhombische  Gegenecke. 

Es  giebt  möglicherweise  zahllose  Varietäten  die- 
ser Gestalt;  manche  derselben  sind  durch. das  Sym- 
metrieverhältniss  ausgezeichnet ,  dass  ihre  längsten 
Kanten  mit  den  Kanten  des  eingeschriebenen  Rhom- 
bendodeka^ders  zusammenfallen^  weshalb  sie  sich  zu 
dieser  Gestalt  etwa  so  verhalten,  wie  die  Tetrakis- 
hexaCder  zum  Hexaeder,  und  nicht  unpassend  als 
pyramidentragende  Rhombendodeka^der  beschreiben 
lassen.  Sie  sind  es  auch,  auf  welche  sich  der  Name 
Pyramidengranato€der  bezieht 

§.    87. 

Gcncigtflächig-semitesaerale  OestaltexL 

Die  in  den  vorhergehenden  §$.  dargestellten  13 
Arten  von  Gestalten  sind  es,  welche  bis  jetzt  im  Ge- 
biete des  Tesseralsystemes  beobachtet  wurden,  und 
folglich  dieses  Krystallsystera ,  so  wie  es  in  der  Na- 
tur erscheint,  vollständig  repräsentiren.  Zwar  könn- 
ten ausser  ihnen  noch  zwei  andre,  .von  unregelmässi- 
gen Fünfecken  umschlossene  Gestalten  existiren,  von 
welchen  die  eine  ein  24Flächner,  die  andre  ein  12Fläcb- 
ner  seyn  würde;  weil  diese  aber  bis  jetzt  in  der  Na- 
tur nicht  nachgewiesen  wurden,  so  können  sie  auch, 
wie   interessant   sie   in    theoretischer   Hinsicht   seyn 
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rangen,  an  gegenvf'aiügf&m  Oirte  nickt  in  Erwäfaaimg 
kommen. 

Vergleichen  wir  aber  die  13  betrachteten  Ciestal- 
ten  nach  ihren  Symmetrieverhältnhisen,  so  entde^e» 
mir  zwischen  ihnen  einige  sehr  erhebjiehe  Unter- 
schiede, die  nns  unmittelbar  anf  das  Y^rhältniss  der 
Holo§drie  nnd  Hemi^drie  verweisen,  und  aof  eine 
weit  wesendichere  Eintheilong  derselben  gelangen  las- 
sen, als  die  bisherige,  nur  vorläufig  gebraachte  Ein- 
theilung  nach  der  Zahl  der  Flächen  war. 

Zuv5rderst  wissen  wir  ans  f.  46.,  dass  einei  jede 
holoedrische  Grestalt  parallelflächig  seyn,  oder 
für  jede  ihrer  Flächen  am  entgegengeaetaten  Ende 
eine  parallele  Gegenfläche,  besitzen  muss.  Geht  also 
einer  Gestalt  dieses  Merkmal  ab,  so  wird  selbige 
ohne  Weiteres  für  hemi^drisch,  und  zwar  für  geneigt- 
flächig- hemiSdrisch  zu  erklären  seyn.  Eine  Prü- 
fung der  13  Gestalten  nach  diesem  Kriterio  zeigt, 
dass  jener  Flächenparallelismus,  als  wesentliche  Be- 
dingung der  Holo^drie,  folgenden  Gestalten  mangelt: 

1)  Dem  Tetraeder, 

2)  den  TrigondodekaSdern, 

3)  den  Deltoiddodeka^dern. 

4)  den  HexakistetraSdern. 

Diese  Gestalten  sind  daher  keine  holoedrischen, 
sondern  h^miedrische,  und  zwar  geneigtflächig -he- 
roiedrische,  oder,  wie  wir  sie  in  diesem  Systeme  nen- 
nen, geneigt^Iächig- semitesserale  Gestalten. 

.  S-    88. 

Parallelflächig -semitesserale  Gestalten. 

Ein  andres  Merkmal  der  HemiSdrie  lässt  sich 
ebenfalls  aus  den  Symmetrieverhältnissen  des  tessera- 
len  Sygtemes  ableiten.  In  jeder  holol^drischen  Ge- 
stalt desselben  muss  nämlich  um  die  Endpüncte^der 
-horizontalen  Hauptaxen  eine  vollkommene  Ueberein- 
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Btiiiiiniing  der  Begrämrangseteiiiente  nickrichtlich  ih- 
rer Zahl,  Lage  und  Grösse  Statt  finden,  so  dass  die 
Gestalt  in  beiderlei  Normalstellung  völlig  dasser»3 
Bild  gewährt.  Fehlt  also  diese  Uebereinstimmong  in 
einem  jener  Verhältnisse,  oder  die  Identität  der  Er- 
scheinungsweise in  beiden  Normalstellnngen,  so  wird 
die  Gestalt  gleichfalls  für  eine  hemiSdrische  gelten 
müssen.  Wenden  wir  dieses  Kriterium  auf  ^ie  noch 
irückständigen  9  Gestalten  an,  so  finden  wir,  dass 
die  PentagondodekaSder  und  DyakisdodekaSder  eben- 
falls, und  zwar  zu  den  paratlelllächig-hemißdrischen 
oder  parallelflächig- semitesseralen  Gestal- 
ten zu  rechnen  sind.  Denn,  denken  wir  beide  Ge- 
stalten in  der  ersten,  und  bringen  sie  darauf,  nach 
f.  42,  in  die  zweite  Normalstellung,  indem  wir  sie 
durch  90^  um  ihre  yerticale  Axe  drehen,  so  werden 
dann  z.  B.  dieselben-  Kanten  horizontal  vor  uns  lie- 
gen, welche  vorher  in  einer  Yerticalebene  lagen,  und 
umgekehrt,  so  dass  beide  Gestalten  in  beiderlei  Nor- 
malstellung ganz  verschiedene  Bilder  gewähren.  Das- 
selbe Kriterium  bewährt  sich  übrigens  auch  für  die 
geneigtflächig  -  semitesseralen  Gestalten. 

«.    89. 

Uebersicbt  dea  Teoseralsystemet. 

Nach  diesen  sehr  wichtigen  Verhältnissen  der 
UoloSdrie  und  Hemi^drie,  mit  welchen  die  Verhält- 
nisiie  der  Symmetrie  im  genauesten  Zusammenhange 
stehen,  erhalten  wir  daher  folgende  wesentliche  £in- 
theilung  der  Gestalten  des  Tesseralsystemes : 

A,  Holoidrüche  oder  eigentlich  ieuerale  Gettalien. 

1)  Das  Hexaeder, 

2)  das  Oktaeder, 

3)  das  Rhombendodekaeder, 

4)  die  TetrakishexaSder, ' 

5)  die  Triakisokta^der, 


Digitized  by  VaOOQlC 


} 


Systemlehre.    Tesseroisystem. .  Cap*  IL     109 

.6)  die  IkofitetraSdejr) 
7)  djie  Hexakisokta^der.     . 
B.  HemiMriiche  oder  iemieaerale  Geituüen. 

a)  Geneigtflächig*  semiteaserale  6. 

1)  Das  Tetraeder^ 

2)  die  TrigondodekaSder,  • 

3)  die  Deltoiddodeka^der, 

4)  die  HexakistetraiSder. 

b)  Parallelfläcbig-semitetteTale  G. 

1)  Die  PentagondodekaSder, 

2)  die  Dyakisdodeka^der. 

Man  sieht  zugleich  aas  dieser  Ueberslobt,  dass 
ille  diejenigen  Gestalten,  in  welchen  die  pbombiseben 
Zwischenaxen  nicht  hemrortrelen  nnd  gleichsam  vet- 
ichwonden  sind,  zu  den  semiteisenden  Gestalten  ge- 
hören, so  dass  das  Vorhandenseyn  dieser  Axen  gleich- 
falls als  ein  Kriterinm  der  Holottdrie  in  Lesern -Sy*^ 
Sterne  betrachtet  werden  kann. 


Zweites    C ap  iteh 

Von  der  Ableitung  der   Gestalten  des  Tes« 
seralsystemes. 

A.    Ableitung  dtfr  hoiegirisehen  Gestalten. 

$.    90. 
Grnndgestalt 

Um  den  zwischen  den .  verschiedenen  Gestalten 
des  Tesseralsystemes  obwaltenden  geometrischen  Zu- 
sammenhang zu  entdecken,  müssen  wir  von  eiiier 
derselben  ausgehen,  und  die  Verhältnisse  aufsuchen, 
in  welchen  die  übrigen  Gestalten  zu  ihr  stehen,  und 
die  Ableitbarkeit  derselben  begründet  ist.  Da  nun, 
nach  f.  52.^  zu  diesem  Behufe  jederzeit  eine  der  geo- 
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metrischen  Grunägestalten  gewählt  werden  muss,  im 
Tesseralsysteme  aber  nnr  das  Oktaeder  auf  diesen 
Namen  Anspruch  machen  kann  (§.  71 ) ,  so  wird  uns 
auch  das  Oktal^der  als  der  natürlichste  Ausgaogs- 
punc't  der  Ableitungen  gelten  müssen.  Wir  bezeich- 
nen dasselbe  mit  O  (§•  61.)  und  leiten  aus  ihm  zu- 
vörderst nur  die  übrigen  holo^drischeiv  Gestal- 
ten durch  zweckmässige  Verlängerungen  eihes  oder 
auch  zweier,  seiner  Parameter,  also  durch  zweck- 
mässige Substitution  'eihes  andern  Verhältnisses ,  als 
jenes  der  durchgängigen  Gleichheit  ab.  Für  die  he- 
ui4Sdrisch.ett  Gestalten,  welche  als  die  Hälften  ge- 
wis9er  ]M>lo6drischer  Gestalten  betrachtet  werden 
k$n|ien  (§«  47.},  scheint  es  vortheilhafter,  nicht  die 
primitiv«  Ableitung  ima  dem  Oktaäder,  sondern  die 
secondäre  Ableitung  aus  ihren  respectiven  Mutterge- 
fttalten  ^^eltend  zu  machen. 

§.    91. 

Besondere  Regel  für  die  Ableitaogea  aus  dem  Oktaeder. 

Wegen  der  Ableitungen  der  holoedrischen  Ge- 
stalten aus  dem  Oktaeder  muss  jedoch  bemerkt  wer- 
den,, dass  im  Tesseralsysteme  die  zur  Ableitung  er- 
forderliche Construction  rings  um  die  Grundgestalt 
vollführt  werden  muss.  Denn  da  es  in  diesem  Sy- 
steme drei  absolut  g^eichwerthige  Hauptaxen  giebt, 
so  wird  die  zur  Ableitung  erforderliche  Construction, 
welche  wir  in  Bezug  auf  die  Endpuncte  einer  Axe 
angeben,  für  die  beiden  übrigen  Axen  ganz  in  glei- 
cher Weise  vorgenommen  werden  müssen,  bevor  die 
Construction,  und  somit  die  Ableitung  selbfft  vollen- 
det genamit  werden,  und  die  abzuleitende  Gestalt 
wirklich  zum  Vorscheine  kommen  kann.  Diess  ist 
ein  Umstand,  welcher  in  den  übrigen  Systemen  in 
solcher  Allgemeinheit  nidit  wiederkehrt,  und  daher  an 
gegenwärtigem  Orte  wohl  berficksichtigt  werden  muss. 
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S.    92. 

Ableitang  des  Hexa^ers. 

Man  lege  in  jedes  Oktaßdereck  eine  Ebene,  weU 
che  den  beiden^  nicht  zn  diesem  Eck  gehörigen 
Hanptaxen  parallel,  nnd  folglich  gegen  alle  Flächen 
dieses  Eckes  gleich  geneigt  ist,  so  resultirt  eine  von' 
drei,  anf  einander  rechtwinkligen  Gegenftächenpaaren 
umschlossene  Gestalt,  d.  h.  ein  Hexaeder,  dessen 
Flächen ,  wenn  sie  sich  selbst  parallel  in  den  Kdrper 
des  Oktaeders  eindrängen,  als  regelmässige  Abstnm^ 
pfiingsflächen  seiner  Ecke  erscheinen  würden.  Da 
nnn  der  geometrische  Unterschied  dieser  Flächen  von 
jenen  des  Oktaeders  darin  besteht,  dass  sie  die  be- 
liebig rerläiigerten  Axen  in  den  Centraldistanzen  1,  oo 
nnd  oo  schneiden ,  während  die  Parameter  der  Okta€- 
derflächen  1,  1  nnd  1  sind,  so  wird  das  Zeichen  des 
Hexaeders  es  ooOoo  (§.  61 ). 

S.    93. 

Ableitodg  des  Rhombendodekaeders. 

Man  lege  in  jede  Kante  des  Oktaäders  eine  Ebene,^ 
welche  der  nicht  zn  dieser  Kante  gehörigen  Haupt- 
axe  parallel,  und  folglich  gegen  beide  Flächen  der- 
selben Kante  gleich  geneigt  ist,  so  resultirt  eine  von 
12  Bhomben  lunschlossene  Gestalt,  d.  h.  ein  Rhom- 
beiidodeka€der,  dessen  Flächen,  wenn  sie  sieb 
selbst  parallel  in  den  Körper  des  Okta^ers  eindrän- 
gen, als  regelmässige  Abstompfungsflächen  seinet  Kan- 
ten erscheinen  wurden*  Da  nun  ,der  geometjiische 
Unterschied  dieser  Flächen  von  jenen  des  Oktaäders 
darin  besteht,  dass  sie  die  beliebig  verlängerten 
Axen  desselben  in  den  Centraldistanzen  1,  1  und  oo 
schneiden,  so  wird  das  Zeichen  des  Rhombendode- 
ka^ers  ss  ocO. 
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«.    94. 

Ableitung  der-  TriakisoktaiSder. 

Man  nehme  ia  jeder  unbestimmt  verlfüig;erten 
Halbaxe  des  Oktaeders  die.  gleiche  Länge  m  >»  1, 
und  lege  darauf  in  jede  Kante  desseljben  jiwei  Ebe- 
nen, welche  die  nicht  am  dieser  Kante  gehörige 
Ilauptaxe  in  den  Centraldistanzen  m  schneiden,  so 
resultirt  eine  von  24  gleichschenkligen  Preiecken  um- 
schlossene Qestalt,  in  welcher  die  Ks^itenlinien  des 
eingeschriebenen  Oktaeders  noch  hervortreten,  d.  h» 
ein  Triakisokta^der,  dessen  Flächen,  wenn  sie 
sich'  selbst  parallel  in  den  Körper  des  Oktaeders  ^in-, 
drängen,  regelmässige  Zuschärfungen  seiner  Kanten 
hervorbringen  wurden.  Da  nun  der  geometrische  Un- 
terschied dieser  Flächen  von  jenen  des  Oktaeders 
darin  besteht,  dass  ihre  Parameter  ,1 ,  l.und  m  sind^ 
während  jene  des  Oktaeders  1,1  und  .1  waren ,  so 
wird    das    Zeichen    des    Triakisoktaäders   allgemein 

e=r  mO. 

Die  holoedrisch  oder  hemi^drisch  beobachteten 
Varietäten  sind:  40,  20,  und  30;  auch  kommen 
HO,  40,  40,  und  40  vor*). 

J.    95. 

Ahleiteng  der  Ikodtetra^er. 

Man  nehme  wiederum  in  jeder  der  Unbestimmt 
verlängerten  Halbaxen  des  Oktaeders  die  gleiche 
Länge  m  >  1,  und  lege  darauf  in  jedes  OktaSdereck 
vier  Flächen,  von  welchen  jede  einzele  über '  eine 
Fläche  dieses  Eckes  dergestalt  fällt,  dass  sie  die  bei- 
den andern  zu  derselben  Fläche  gehörigen  flalbaxen 


*)  Die  erstere  Var,  wurde  am  Alaon  beobachtet;  die  drei  an- 
dern Var.  finden  sich  in  ganz  kieinoi  Flftchen  an  einen  Bleiglänx^ 
kryataU  im  Wemer'achen  Mmeo. 
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in  den  Centraldistanzen  m  schneidet,  so  resolturt  eine 
von  24  sjnounetrischen  Trapezoiden  umscblessene  Gre« 
«talt^'  d«  h.  ein  Ikositetra^der^  dessen  Flächen, 
wenn  sie  sich  selbst  parallel  in  den  Körper  des  Ok- 
taeders eindrängen,  Yierfiä<ihige,  anf  die  Flächen  auf- 
gesetzte Zuspitzungen  seiner  Ecke  bilden  i^urden. 
Da  nun  der  geometrische  Unterschied  dieser  Flächen 
von  jenen  des  Oktaeders  darin  besteht,  dass  sie  die 
Axen  in  den  Centraldistanzen  1,  m  und  m  schneiden, 
so  wird  das  Zeichen  der  Ikositetra^der  allgemein 
sss  mOm. 

Die  holoedrisch  oder  hemiedrisch  beobachteten 
Varfetäten  sind:  40^,  |0^,  202,  40|,  303,  404, 
606,12012,40040(1)*). 

i    96. 

Ableitung  der  TetrakUhexaeder. 

Wiederum  nehme  man  in  jeder  unbestimmt  ver- 
längerten Halbaxe  des  Oktaeders  die  Länge  i»  ^  1, 
und  lege  darauf  in  jedes  Oktaßdereck  vier  Flächen, 
von  welchen  eine  jede  einzele  über  eine  .Kante  die- 
ses Eckes  dergestalt  fällt,  dass  sie  die  zu  derselben 
.Kante  gehörige  Halbaxe  in  der  Centraldistanz  n  schnei- 
det, während  sie  der  nicht  zu  dieser  Ki^ute  gehörigen 
Axe  parallel  igt  (oder  sie  in  der  Entfernung  oq  schneid 
det) ,  so  resultirt  eine  von  24  gleichschenkligen  Dreir 
ecken  umschlossene  Gestall,  in  wdicher  d|e  Kanten-* 
linien  des  eingeschriebenen  Hexaeders  noch  hervor- 
treten, d.  h.  ein  TetrakishexaSfder,  dess.en  Flä- 
chen,   wenn   sie   sich  selbst  parallel  in  den  Körper 


*)  Diese  VaneUt  duHle  die  Mattergestalt  des,  fast  ganc 
lieza^derähnlichen ,  TrigondodekaSders  seyn,  welches  Phillips  am 
Wnrfelerz  beobachtete;  |0f  kommt  zuweilen  am  Flussspathe  Ton 
Hofiignmd,  12012  siemHch  hiaiig»  ^0|  etwas  selUier  am  Blei- 
glaoze  TOT. 

I.  8 
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dei  OktaM^rs  eindringen,  Tierflachige,  auf  dieKan«^ 
ten  an^eaetite  Zuspitzungen  seiner  Ecke  bilden  wiir^ 
den.  Da  nnn  der  geometrische  Unterschied  diei^r 
flachen  Ton  jenen  des  Oktaeders  darin  besteht,  das» 
•ie  die  Axen  in  den  Centraldistanzen  cx>,  n  und  1 
schneiden,  so  wird  das  Zeichen  der  TetrakishexaS* 
der  allgemein  ==  ooOfi. 

Die  holoedrisch  oder  hemilSdrisch  beobachteten 
Varietatch  sind:  ocOi*),  00O4,  »02,  oo03,  ocOf, 
oo04. 

i  97. 

Ableitung  der  Hezakisolttaedelr. 

Man  nehme  in  jeder  nnbestitnmt  verlängert^A 
Halbaxe  des  Oktaeders  zwei  verschiedene  Längen  m 
und  »,  so  dass  beide  >>•  1  und  jederzeit  fli>>ii,  und 
lege  darauf  in  jedes  Okta^dereck  acht  Ebenen,  von 
welchen  je  zwei  über  eine  Kante  dieses  Eckes  der<» 
gestalt  fallen,  dass  sie  die  zu  derselben  Kante  geh5- 
rige  Halbaxö  in  der  kleineren  Centraldistanz  11 ,  die 
nicht  dazu  gehSrige  Axe  aber  beiderseits  in  den 
grösseren  Centraldistanzen  m  schneiden,  so  resultirt 
eine  von  48  tingleichseitigen  Dreiecken  umschlossene 
Crestalt,  d.  h.  ein  Höxakisoktaeder,  dessen  Flä- 
chen, wenn  sie  sich  selbst  parallel  in  den  Korper 
des  Oktaeders  eindrängen,  achtflächige  Zuspitzungen 
seiner  Ecke  darstellen  wfirdeil.  Da  nun  der  geome«» 
frische  Unterschied  dieser  Flächen  von  jenen  des 
OktaSders  darin  besteht,  daSs  sie  die  Axeü  in  den 
Centraldistanzen  m^  n  ilnd  1  schneiden,  so  wird  das 
Zeichen  der  Hexakisoktaäder  allgemein  ss  siOii.1 

Did   holoädriitch   oder  hemiädrisch  beobachteten 


^)  Msch  Berobardi*!  Vermutlraiig  statt  der  von  Wakkemagd 
aagef  ebenen  Var.  ooO^. 
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Varietäten  sind:  ^0{^^),  3(H*  ^O^i  402,  5Qh 
70h  804  **) ,  und  640|^  ••*). 

§,    98. 

Beweis  f&r  die  Ableitong  des  Hexakiioktaeders. 

Wir  haben  in  den  vorhei^ehencten  §§.  die  AbleU 
tnng  der  tesseralen  Gestalten  so  dargestellt^  wie  sie 
wohl  einetn  Jeden  verständlich  seyn  nmss,  konnten 
lins  aber  freilich  dabei  niciht  auf  die  umständliche  Be- 
weisführung einlassen  y  dass  in  jedem  Falle  die  abzu-^ 
leitende  Gestalt  wirklich  zum  Vorscheine  kommt, 
oder,  dass  sich  durch  ihre  gegenseitigen  Durchschnitte 
die  Figtnr  und  Verbindung  der  construirten  Flächen 
MO  bestimmt,  wie  es  det*  Begriff  der  abzuleitenden 
Gestalt  Erfordert.  Da  indess  diese  (auch  durch  Con- 
stmctioti  sehif  leicht  zu  fiihrenden**^))  Beweise  in 
den  Bestdtaten  des  folgenden  Capitels  enthalten  sind^ 
welche  sich  unmittelbar  auf  die  Ableitungen  j  und 
kW&r  tftmäehst  auf  die  Ableitung  des  Heis^isoktae-^ 
dei's  gründen,  so  Scheint  es  nur  nöthig,  das  Verfah- 
ireü  der  Ableitung  für  diese  eine  Gestalt  vollständig 
Ktt  rechtfertigen,  oder  den  Beweis  zu  ^führen,  dasS 
die  na<ih  der  Regel  des  §.  97  abgeleitete  Gestalt  wirk-^ 
lieh  die  Eigenschaften  des  HexakiSoktaeders  besitzt 
tiod  besitzen  muss. 

i    99. 

Fortsetzung. 

i)a  nach  j|.  97.  in  jedes  OktaSdereck  8  JFlächäii 
gelegt  wurden,  so  wird  die  abgeleitete  Gestalt  offen-: 


^)  Ton  Phillips  als  I)7a1cisdodekaeder  atil  deinltcsseraleii  Ko- 
bahkies  beobachtet;  Tielleicht  ist  es  20^. 

**)  Von  Bemhärdi  am  Bldglanz  beobachtet; 
*^^  Nach  Phillips  am  Topazolitb. 

^^  ^ergL  mdooi  Gnmdriss  der  Krystallographi^,  &  89  ü.  f . 

8» 
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bar  Ton  6 . 8  =s  48  Flachen  amschlossen  Uejn  müssen. 
Et  ist  alfo  nur  am  beweisen,  dass  dieselbe  wirklich 
ein  HexakisoktaSder  sey;  d.  h.,  dass  sie  für  jeden 
Werth  von  m  und  n  auch  wirklich  diejenigen  Eigen- 
schaften besitze,  welche  von  jener  Gestalt  in  §.  86. 
ausgesagt  worden  sind.  Diess  wird  bewiesen  seyn, 
sobald  gezeigt  werden  kann: 

1)  dass  sich  je  sechs  über  einer  Okta^derfläche  fal- 
lende Flächen  in  einem  Puncte,  und  zwar  in  ei- 
nem Puncto  der  trigonalen  2wischenaxe  desselben 
Octanten  schneiden. 

2)  Dass  sich  je  vier  über  einer  OktaMerkante  fal- 
lende Flächen  in  einem  Puncto,  und  zwar  in  oi^ 
nem  Puncto  der  rhombischen  Zwischenaxe  dieser 
Kante  schneiden. 

JS)  Dass  die  Flächen  der  abgeleiteten  Gestalt  Drei- 
ecke, •    •:  : 

4)  4ass  sie  gleiche  und  ähnliche  Dreiecke,  und 

5)  dass  sie  jederzeit  ungleichseitige  Dreiecke 
sind. 

Wi^  beziehen  uns  bei  dieser  Beweisfiihrung  zu- 
nächst auf  den  Octanten  der  positiven  Halbaxen.  Die 
Okta§derfläche  dieses  Octanten  hat  die  Gleichung 
^  +  y  +  2?  =  1 

Da  nun  die  trigonale  Zwischenaxe  jedes  Octan* 
ten  die  Normale  aus  dem  Mittelpuncte  auf  die  OktaS-^ 
derfläche  desselben  Octanten  ist,  so  werden  die  Glei- 
ehnngen  der  trigonalen  Zwischenaxe  des  Octanten 
der  positiven  Halbaxen: 

jp  —  jf  =  0,  2^  —  jr  =  0,  y  —  z  =  0(§.  21.) 
und  da  die  rhombischen  Zwischenaxen  in  den  Ebe- 
nen je  zweier  Hauptaxen  liegen,  und  gegen  jede  der- 
selben gleich  geneigt  sind,  so  werden  die  Oleichua- 
gen  der  rhombischen  Zwischenaxen  des  Octanten  d^r 
posidven  Halbaxen: 
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Zwiscfaenaxe  in  (a^jf)  x — y  =  0,  r=0 
^   {zx)  %  —  ;r  =  0,  y  =  0 
»^        -.        -    (y2;)  9 — «  =  0,  ar  =  Q 
Nach  dieser  Vorbereitang  ichfeiten  wir  zum  Be- 
weise der  obigen  5  Puncte. 

1)  Je  sechs  Flächen  eines  nnd  desselben  Optanten« 
und  also  auch  die  des  Octanten  der  positiven  Halb«» 
axen  müssen  offenb^ar  mit  d^r  trigonale^  Zwischen* 
axe  desselben  Octanten  zum  Durchschnitte  l^omnieii; 
die  Gleichungen  dieser  sechs  Flächen  sind; 

£.  +  iL  +  Ui,    £+y  +  ±«i 
•^  +  -«^  +  ^  =  1,  £.+y+±  =  i 

«•      «»  n       m 

Oasich  nun  allgemein  die  Coo.rdinatenj»,  p^undp* 

X        V         % 
des  Durchschnittspunctes   einer  Fläche  ~^  +  x  "^  — 

=  1  nüt  4er  trigonalen  Zwischeaaxe  bestimmen  /  mf 

folgt: 

^ ^  ahe 

P  —P  —P  ^=^4  ^  ^^  ^  j^ 

so  erhält  man  für  jede  der  durch  vorstehende  sechs 
Gleichungen  bestimmten  Flächen  absolut  dieselben 
Werthe 

Folglich  schneiden  auch  je  sechs  Flächen  eines  und 
desselben  Octanten  die  zugehörige  trigonale  Zwi« 
schenaxe  in  einem  und  demselben  Puncte. 

2)  Eben  sp  leicht  ergiebt  sich^  dass  je  vier  über 
mier  Oktaäderkante  gelegene  Flächen  die  zu  dersel- 
ben Kante  gehörige  rhombische  Zwischenaxe  in  ei- 
nem und  demselben  Puncte  schneiden^  dessen 
Coordinaten 


Digitized  by  VjiOOQlC 


115  ltei(ie  Krystaüographiß. 

woraus  zugleich  folgt,  dass  die  drei  rhombischen  Halb« 
axen  eines  jeden  Octanten  einander  gleich  sind. 

3)  Da  in  jeden  okta^rischen  Eckpünct  8  Flächen 
gelegt  wurden,,  so  kommt  natürlich  jede  Fläche  Jl^mit 
ihren  beiden  Nebenilächen  F'  und  F"*  desselben  acht«* 
zähligen  Flächensjrstemes  (Fig.  i4),  ausserdem  aber 
nur  noch  mit  einer,  zu  einem  andern  oktaSdrischen 
Eckpuncte  gehörigen,  Fläche  zumJDurchsohnitte.  Denn 
die  beiden  Funcke,  in  welchen  sie  selbst  die  trigo«> 
nale  und  eine  rhombische  Zwischenaxe  schneidet,  ge-« 
hören  zugleich  irgend  einher  andern  Fläche  F^  dessel-. 
ben  Octanten,  und  jenen  beiden  Nebenflächen  F*  und 
F".  Folglich  erleidet  jede  Fläche  F  überhaupt  drei 
Durchschnitte,    und  wird  daher  ein  Dreieck. 

4)  Bezeichnen  wir  die  Kante,  welche  jede  Fläche 
mit  ihrer  Nebenfläche  desselben  achtzähligen  Flächen-» 
systemes  und  desselben  Octanten  bildet,  mit  A^  die 
Kante  mit  der  Nebenfläche  des  Nebenoctanten  mitB^ 
und  die  dritte  Kante  mit  C,  so  wird  jede  Kante  A 
durch  den  trigoinalen  und  einen  der  oktaSdrischen 
Eckpuncte,  jede  Kante  B  durch  einen  der  oktai^dri- 
sehen  und  einen  der  rhombischen,  und  jede  Kante  C 
durch  den  trigonalen  und  einen  der  rhombischen 
Eckpuncte  begränzt.    Nun  sind  aber  die  CoQrdii\aten 

a)  des  trigonalen  Eckpunctes; 

X  ==^  y  =  z  =x  p 

b)  der  drei  oktaädrischen  Eckpuncte; 

ar  =  l  y=0  z  =  0 
X  =  0  y  =  l  z  =  0 
ar  =  0     y  =  0     %  —  i 

c)  der  drei  rhombischen  Eckpuncte: 

X  =  0    y  =  q     z  =:i  q 

y  sss  0     z  ^=s  q     4r  =  y 
z  =  0    y  =  q    X  =  q 
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Sucht  man  mittels  dieser  Coordinatea  nach  dem 
Ausdrucke  für  die  DistanzUoie  zweier  Puiicte  (}.  14.) 
die  Länge  de^  dreierlei  Kanten,  so  fii^def  man  jeden- 

faUa:  ,  ^ 

A  =  >^(p  — i)»+2p 

welche  von  den  drei  unter  h  und  c  stehenden  Syste- 
men von  Coordinaten  man  mit  dem  Systeme  unter  m 
oder  auch  mit  einander  combiniren  n|ag;  zum  Beweise^ 
dass  die  drei  Kanten  jeder  Fläche  den  drei  Kanten 
jeder  andern  Fläche  gleich,  und  daher  diese  selbst 
durchgängig  gleiche  und  ähnlicheDreiecke 
sind. 

5)  Dass  aber  diese  Dreiecke  stets  ungleichseitig 
seyn  müssen,  lässt  sich  leicht  so  erweisen:  man  be- 
zeichne die  ebenen  Winkel  jeder  Fläc^ie  analog  den 
gegenüberliegenden  Kanten,  so  ist  nothweiidig 
Jleder  Winkel  a  <  90^ 

c  <  45*^ 
und  daher  auch  jeder  Winkel  d  >»  45;  did  Dreiecke 
könnten  daher  nur  gleichschenklig  werden ,  wenn 
«  s=  i  würde;  dann  wäre  aber  a  +  ^  <C  1^0%  und 
folglich  c  >>  60^9  welches  unmöglich;  die  Drei- 
ecke sind  daher  jedenfalls  ungleichseitig. 

J.     100. 

Folgerungen  fär  die  übrigen  Gestalten. 

1)  Setzt  man  bei  der  im  vorigen  %.  dargestellten  Ab- 
leitung des  Hexakisoktaäders  »  as  1,  so  fallen  je 
zwei  in  einer  kürzesten  Kante  zusammenstossende 
Flächen  in  eine  Ebene,  bilden  ein  gleichschenk- 
liges Dreieck,  und  die  Gestalt  wird  ein  Triakis- 
Oktaeder  =  mO. 
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2)  Far  «i  s=  oo  Terschwinden  dagegen  die  mittlem 
Kanten ;  je  zwei  in  ihnen  znsammenstossettde  Flft- 
eben  fallen  in  eine  Ebene,  bilden  ein  gleich- 
sohenldiges  Dreieck,  und  die  Geaialt  wird  ein 
Tetrakishexaßder  =s  ooO». 

3)  Für  n  s=x  m  verBchwinden  die  längsten  Kanten,  je 
^wei  in  ihnen  zasammenstossende  Flächen  fallen 
in  eine  Ebene,  bilden  ein  symmetrisches  Trape- 
^oid ,  und  die  Gestalt  wird  ein  Ikositetra^der 
=  mOm^ 

4)  Selzt  man  m  =  oo  nnd  »  =  1,  so  verschwinden 
die  mittleren  zugleich  mit  den  kürzesten  Kanten; 
je  vier  Flächen  fallen  in  eine  Ebene,  bilden  ei- 
nen Rhombus,  und  die  Gestalt  wird  das  Bhom- 
bendodeka^er  =  ocO, 

.  6)  Setzt  man  endlich  n  =  «i  =3s  oo,  so  verschwinden 
die  längsten  zugleich  mit  den  mittleren  Kanten; 
je  acht  Flächen  fallen  in  eine  Ebene,  bilden  ein 
Quadrat,  und  die  Gestalt  wird  das  Hexaeder 
es  00O09» 

$.     101 

Uebersicbt  der  hoIoSdriBchen  Gestolten. 

Und  so  wären  denn  sämmtliche  holoedrische  Ge- 
stalten des  Tesseralsystemes  aus  dem  Oktaeder  als 
ihrer  gemeinschaftlichen  Grundgestalt  abgeleitet.  Stel- 
len wir  die  Resultate  der  vorigen  §§.  noch  einmal  zu- 
sammen, so  erhalten  wir  folgende  Uebersicbt: 

1)  Oktaeder  =  Grundge«talt  =  O 

2)  Triakisoktaeder =  jmO 

3)  Rhombendodekaeder  .  .  .  =s  ooO 

4)  Ilexakisoktaider s=  «iO;i 

5)  Ikositetraeder =b  mOm 

6)  Tetrakishexaeder    .  .  .  .  isae  cxOn 

7)  Hexaeder     .   .  .......«=  ocOoo 

Wie  sich  aber  diese  Gestalten  insgesammt  onler 
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dem  allgenieinen  Zeichen  mOn  darstellen  lassen,  so 
werden  sie  auch  alle  durch  das  HexakisoktaSder  re- 
prfisentirt,  welches  gleichsam  die  Bedingungep  &t 
alle  übrigen  Ciestalten  in  sich  vereinigt.  Als  der  ge- 
meinschaftliche Repräsentant  derselben  steht  es  daher 
billig  in  der  Mitte  der  Reihe,  welche  einerseits  mit 
dem  Oktaeder  begingt,  anderseits  mit  dem  Hexaeder 
schliesst,  da  die  Coßfficienten  m  und  n  in  Jenem 
die  möglich  kleinsten,  in  diesem  die^nöglich  grössten 
WerAe  erreicht  haben. 

Uebrigens  ist  leicht  su  beweisen^  dass  in  diesen 
sieben  Arten  wirkBeh  alle  möglichen  Arten  Ten 
holoedrischen  Gestalten  erschöpft  sind,  und  dass  we- 
der die  Geometrie,  noch  die  natura  geomeirizan$  als 
Krjstallbildnerin  eine  tesserale  holoedrische  Gestalt 
darsBustellen  vermag,  welche  nicht  der  Art  nach  mit 
einer  der  sieben  bekannten  Gestalten  des  Tesseral- 
systemes  fibezeinstimmte, 

f.    102. 
Schema  des  Tesserabystemes» 

Die  Uebergänge  und  Verwandtschaften  der  sieben 
holoedrischen  Gestalten  lassen  sich  auf  einer  sehr  ein- 
leuchtende Weise  aus  folgendem  triangulärem  Schema 
erkennen; 

O 


^ttOj 


\mOnc 


ooO 


/  V 

ooOoo 


ooOtv 
Das  Hexakisokfaeder,  als  der  Repräsentant  sSmMit- 
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Ikher  Gestaltea^  minmt  den  Mittelpunct  des  Schemas 
ein,  in  dessen  drei  Ecken  diejenigen  drei  Gestalten 
stehen,  welche  einzig  in  ihrer  Art,  and  dadurch,  so 
wie  durch  ihre  geringere  Flächenzahl  und  die  Einer- 
leiheit  ihrer  Kanten  ausgezeichnet  sind.  Jede  Seite 
des  Dreieckes  repräsentirt  von  derjenigen  24fl|lchigeii 
Gestalt,  deren  Zeichen  sie  trägt,  einen  zahllosen  In- 
begriff, welchen  man  unter  dem  Schema  einer  Reihe 
vorstellen  kann,  deren  beide  Gränzglieder  in  den  Eck* 
puncten  jeder  Dreieckseite  stehen. 

Diese  Yorstellungswei^e  ist  der  Natur  der  Sache 
ganz  angemessen;  denn  im  der  That  wird  das  Tria- 
kisoktaäder  isO  um  so  ähnlicher  dem  Oktaeder  oder 
Bhombendodekaöder,  das  IkositetraSder  mOm  um  so 
ähnlicher  dem  Oktaler  oder  Hexaeder,  das  Tetra- 
kishexaäder  ooOn  um  so  ähnlicher  dem  Rhombepdo- 
dekaSder  oder  Hexaeder,  je  kleiner  odet  grösser  der 
Werth  von  m  oder  n  ist.  —  Aus  dem  Hexakisokta§- 
der  finden  unmittelbare  Uebergänge  in  die  drei  24flä- 
chigen  Gestalten  Statt,  indem  entweder  beide  Co^f* 
ficienten  in  das  Verhältniss  der  Gleichheit  treten, 
oder  der  grossere  sein  Maximum,  oder  der  kleinere 
sein  Minimum  erreicht.  Dagegen  sind  die  Uebergänge 
aus  mOn  in  O,  ooO  und  ooOoo  nicht  so  unmittelbar, 
indem  für  sie  das  gleichzeitige  Eintreten  zweier  je- 
ner Bedingungen  gefordert  wird.  Diess  alles  über- 
sieht man  auf  einen  Blick  aus  unserm  Schema,  und 
gewinnt  zugleich  die  Ueberzeugung,  dass  dieselben 
Uebergänge  zwischen  den  Gestalten  selbst  Statt  fin- 
den, welche  sich  zwischen  den  Zeichen  derselben 
nachweisen  lassen. 

B.     Ableituuff  der  hemiedrischen  Gestalten. 

§.     103. 
Welche  Gettalten  der  Hemiedrie  fabig  sind. 

Prüfen  wir  die  tesseralen  Gestalten  hinsichtlich 
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ihrer  Fähigkeit  zur  HemiSdrie,    so  ergiebt  isicfa  Fol- 
gendes : 
1)  Unfähig  der  Hemiädrie  überhaupt  sind: 

a)  das  Hexaeder,  weil  drei  Ebenen  den  Raum  nicht 
allseitig  umschliessen.       ^ 

b)  Das  lUiombendodekaäder,  weil  je  sechs  seiner 
Flächen,  man  mag  sie  wählen  wie  man  will,  ent- 
weder den  Raum  nicht  dilseitig  nmschliessen, 
oder  eine  solche  geschlossene  Grestalt  darstelleii, 
in  welcher  der  Gmnddiarakter  des  Tesseralsjr- 
Sternes  nicht  mehr  vorhanden  ist. 

Uebrige^  lässt  sich  für  die  halbe  Flächen- 
sahl  keiner  von  beiden  Gestalten  eine  ringsum 
symmetrische  Yertheilung  auffinden,  welche  doch 
in  den  einfachen  Gestalten  die  Bedingung  aller 
Hemi^drie  ist  (f.  A^.). 
3)  Fähig  der  Hemiädrie  sind: 

a)  nach  einzelen  Flächen;  das  Oktaler,  das  Te- 
trakishexa^er  und  Hexakisokta§der ;  Jedoch 
scheint  die  nach  einzelen  Flächen  ans  mOn  abza- 
leitende  hemiSdrische  Gestalt,  welche  einen  von 
24  unregelmässigen  Fönfecken  umschlossenen 
Korper  darstellt,  in  der  Natur  nicht  vorzukom- 
men, und  ist  solche  daher  kein  Gegenstand  far 
unsre  Betrachtungen. 

b)  Nach  Flächenpaaren;  das  HexakisoktaMer. 

c)  Nach  dreizähligen  Flächensystemen;  das  Tria- 
IdsoktaSder  und  Ikositetra^der. 

d)  Nach  sechszähligen  Flächensystemen ;  das  Hexa- 
kisoktaädet. 

Die  Resultate  der  Hemi§drie  sind: 

Geneigtflächige  Gestalten,   fiir  das  Oktae- 
der, Triakisoktaeder,  Ikositetraäder  und  Hexa- 
kisoktaßder  nach  sechszähligen  Flächensystemen. 
Parallelflächige  Gestalten,  für  das  Tetrakis- 
hexaSder  u.  HexakisoktaSder  nach  Flächenpaaren. 


i 
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a)   Gcncigtflächig-^semitesserale  Gtataitem. 

«.     104. 

Ableitung  des  TetraMert. 

Das  Tetraeder  ist  die  geneigtflächig- bemUSdrisfke 
Gestalt  des  Oktaeders  nach  einzeien  Flächen,  oder 
die  hemiSdiische  Gestalt  des  OktaSders  schlechthin*). 

Da  das  Oktaeder  acht  Flächen  hat,  so  wird  seine 
hemitfdrisehe  Gestalt  Ton  vier  Flächen  nmschlosaen 
seyn.  Weil  aber  jede  bleibende  Fläche  mit  ihren 
drei  Nachbarflächen  zom  Durchschnitte  kommt,  wäh- 
rend ihre  Nebenflächen  verschwinden,  so  wird  sie 
anch  nach  der  Vergrössening  ein  Dreieck  bilden. 
Und  weil  die  Neigungswinkel  je  zweier  Nachbarfiä* 
chen  vor  der  Vergrössemng  gleich  ^aren,  so  wer- 
den anch  sämmtliohe  Kanten  der  hemi€drischen  Ge- 
stalt gleich  gross  seyn,  lyoraus  die  durchgängige 
Gleichheit  der  Flächenwinkel,  und  daher  auch  die 
Gleichseitigkeit  der  neuen  Dreiecke,  als  der  Flächen 
der  hemiSdrischen  Gestalt,  folgt.  Die  hemi^drische 
Gestalt  des  OktaMers  ist  also  eine  von  vier  gleich- 
seitigen Dreiecken  .umschlossene  Gestalt,  d.  h.  das 
Tetraeder. 

Uebrigens  folgt  ans  §.  51,  dass  sich  aus  dem 
Oktaeder  9wei  vollkommen  gleiche  und  ähnliche,  und 
n^r  durch  ihre  Stellung  verschiedene  Tetraeder  als 
hemi^drische  Gegenkörper  ableiten  lassen.  Bezeich- 
nen wir  diese  Verschiedenheit  der  Stellung,  welche 
eigentlich  keine  andre,  als  die  in  §.  42  erwähnte  der 


*)  Die  Beweise  fQr  die  RichUgkeit  der  AbleÜttmgeii  dieser  he- 
mledrischen  Gestalten  iind  für  daa  Tetraeder,  Deltoid-  und  Tri^ 
gondodekaeder  auf  ähnliche  Art  gegeben  wie  im  Grondrisse;  f&r 
das  HexakistetraSder  dagegen,  als  den  allgemeinen  Repräsentanten 
aller  geneigtflächig  -  semitesseralen  Gestalten  gtauhte  ich  den  Be- 
weis amföhrlicher  entwickeln  wm  müssen,  und  habe  mish  dabei 
der  ani^jtisch- geometrischen  Methode  bedient. 
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ersten  nnd  verwendeten  Normalstellnng  ist,  dnrch 
Yorsetzung  der  Zeichen  +  und  — ,  so  werden  die 
Zeichen   der  beiden  aus   O  abzuleitenden  Tetraeder 

+  _und-2. 

§.    105. 

Ableitnng  der  DeltoiddodekaSder, 

Die  t)eltoiddodeka6der  sind  die  geneigtflächig- 
hemiSdrischen  Gestalten  der  Triakisokta^der  nach  drei- 
sihligen  Flächensystemen,  oder  die  heroiSdrischen  Ge- 
stalten der  Triakisoktaäder  schlechthin. 

Die  Triakisoktaßder  sind  nicht  nach  einzelen  Flär 
chen^  sondern  nur  nach  dreizahligen  Flächensystemen 
der  HenüSdrie  fähig,  weil  nur  so  eine  ringsum  sym- 
metrische Yertheilung  der  halben  Flächenzahl  möglich 
ist.  Da  nun  jede  einzele  Fläche  F  eines  bleibenden 
Flächensystemes  vor  der  Vergrösserung  mit  jeder  de^ 
beiden  nächsten  Flächen  zweier  Nachbarsysteme  einen 
Eckpunct  gemein  hatte,  so  wird  sie  n^ch  der  Ver- 
grösserung mit  jeder  derselben  eine  Kante  bilden,  und 
folglich  eine  vierseitige  Figur  werden,  indem  sie  sich 
über  ihre  ursprüngliche  Grundlinie  (die  Oktaederkante) 
hinaus  in  ein  zweites  Dreieck  ausbreitet.  Und  da 
die  Neigungswinkel  beider  Flächen  gegen  die  Fläche 
F  sowohl .  als  gegen  deren  ursprüngliche  Grundlinie 
vor  der  Vergrösserung  gleich  waren,  so  werden  nioht 
nur  die  neuen  Kanten,  sondern  auch  die  an  jener 
Grundlinie  gelegenen  Winkel  des  zweiten  Dreiecks 
gleich  gross,  und  daher  dieses  Dreieck  selbst,  ein 
gleichschenkliges  seyn.  Die  vierseitige  Figur  ist  da- 
her ein  symmetrisches  Trapezoid  oder  Deltoid  (§.  32.), 
und  da,  was  von  einer  Fläche  gilt,  auf  alle  an- 
wendbar ist,  so  wird  die  neue  ^estalt  eine  von  12 
Deltoiden  umschlossene  Gestalt,  d.  h.  ein  Deltoiddode- 
kafider  seyn  (f.  78.). 
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Die  Zeichen  je  sweier  aus  mO  abzuleitender  OeU 
toiddodekaSder   sind  +    -5-  und ^. 


§.    106. 
AUdtung  der  TrigondodekaSder. 

Die  Trigondodekaeder  sind  die  geneigtfläctiig-he- 
miftdrischen  Gestalten  der  IkositetraSder  nach  drei- 
zähligen  ^ächensystemen,  oder  die  hemi^drischen  Ger 
stalten  der  Ikositetra^der  schlechthin. 

Die  IkositetraSder  sind  eben  so  wenig  als  die 
TriakisoktaSder  der  Hemi^'drie  nach  etnzelen  Flächen 
jfähig,  indem  nur  die  dreizähligen  Flächensysteme  eine 
ringsam  symmetrische  Vertheilung  gestatten.  Weil 
aber  jede  einzele  Fläche  mit  der  eines  Nachbarflä"» 
chensystemes  vor  der  Vergrosserung  einen  Eckpunct 
gemein  hatte,  so  wird  sie  mit  derselben  nach  der 
Vergrosserung  eine  Kant^  bilden ;  und  weil  je  zweier 
solcher  Flächen  Vergrosserung  nur  innerhalb  des  von 
den  Hanptschnitten  durch  ihre  kürzeren  Kanten  um-» 
schlossenen  Raumes  Statt  findet,  ihr  gegenseitiger 
Neigungswinkel  aber  dem  Neigungswinkel  ihrer  bei- 
derseitigen symmetrischen  Diagonalen  gleich,  und 
folglich  die  neue  Kante  den  gleichschenkligen  Dia- 
gonalen parallel  ist,  so  wird  jede  der  beiden  Flächen 
njach  der  Vergrosserung  ein  gleichschenkliges  Dreieck 
büden.  Da  nun,  was  von  einer  Fläche  gilt,  auf 
alle  seine  Anwendung  findet,  so  folgt,  dass  die  neue 
Gestalt  eine  von  12  gleichschenkligen  Dreiecken  um-« 
Bchlossene  Gestalt,   d.  h.    ein   Trigondodeka^er   ist 

(f.  76.). 

Die  Zeichen  je  zweier  aus  mOm   abzuleitender 

Trigondodeka§dei^  sind  +  — ^—  und 5-*. 
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Ableitmig  der  HesüdstetraSder. 

Die  Hexakistetra^er  sind  die  geneigtflächig- he- 
miSdrischen  Gestalten  der  HexakisoktaSder  nach  sechs- 
Bähiigen  Flächensystemen. 

Da  von  den  8  sechszähligen  Flächensystemen  des 
Hexakisokta^ders  die  vier  abwechselnden  versdiwin« 
den,  so  wird  die  hemiSdrische  Gestalt  von  24  Fläphen 
umschlossen  seyn;,  dass  sie  aber  wirklich  die  Eigen- 
schaften besitzt,  lyelchä  oben  in  f.  81.  von  demHexa* 
kistetraSder.  ausgc^sagt  worden  sind,  diess  wifd  er- 
wiesen seyn^  ^oWd  gezeigt  werden  kunn: 

1)  dass  sich,  je  sechs  am  ein  verschwindendes  Flä- 
chensystem gelegene  Flächen  in  einem  einzigen 
Pancte,  und  zwar  in  einem  Puficte  der  zu  dem- 
selben Flächensysteme  gehörigen  trigonalen  Zwi- 
schenaxe  schneiden.  * 

2)  dass  die  Flächen  wiederum  Dreieclce^ 

3)  dass  sie  gleiche  und  ähnliche  Dreiecke,  und 

4)  dass  sie  jederzeit  ungleichseitige  Dreiecke  sind. 
Wir  wollen  annehmen ,  das  im  Octuten  der  pe^ 

sitiven  Halbaxen  gelegene  Flächensystem  «^y  ein  ver- 
schwindendes, so  gelten  für  die  zugehörige  trigonale 
Zwischenaxe  T  dieselben  Gleichungen  wie  ;oben  in 
f.  99.  nämlich: 

X  —  ysssO,   z  —  ji?i=0,  y  —  z  os  0. 
Die  Gleichungen  derjenigen   sechs  Flächen  aus 
den  drei  Nebenoctanten,   welche  unmittelbar  an  die^ 
senoi  Octanten  anliegen,  sind  aber: 

—  —   ^+2=sl,       ar  — ■^  +  —  =5=1 
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Da  &QQ  allgemein   die  Coordinaten   des  Durch- 
schnittspunotes  irgend  einer  Fläche i"  4  +  ~=  * 

nüt  jener  trigonalen  Zwischenaxe 

, „ ahc 

'  ab  "^  ca-^-  he 

so  erhält  man  für  jede  der  durch  vorstehertde  sechs 
Gleichungen  bestimmten  Flächen  absolut  dieselben 
Werthe 


-  mn 


mn-^-m  —  n 

Folglich  schneiden  sich  je  sechs  um  ein  verschwin- 
dendes Flächensystem  gelegene  Flächen  in  einem 
Puncte  der  trigonalen  Zwischenaxe  dieses  Sjstemes; 
und  es  entsteht  daher  über  jedem  rerschwindenden 
Flächensjsteme  ein  neues  sechsflächiges  Eck. 

Je  zwei  der  bisher  betrachteten  sechs  Flächen 
bilden  schon'  ursprünglich  im  Hexakisoktaßder  eine 
kürzeste  Kante  C  (Fig.  15);  diese  Kante  wird  sich 
also  zugleich  mit  den  sie  bildenden  Flächen  zu  C^ . 
verlängern,  und  durch  den  neuen  sechsflächigen  Eck- 
punct  gehen.  Eine  jede  Fläche  hatte  ferner  ursprüng- 
lich mit  der  nächsten  Fläche  des  Nachbaroctanten  ei- 
nen ditetragonal^n  Eckpunct  gemein,  wird  also  mit 
ihr  nach  der  Yergrösserung  eine  neue  Kante  &  bil- 
den, welche,  wie  beide  zu  ihr  contribuirende  Flä- 
chen, durch  den  neuen  sechsflächigen  Eckpunct  ge- 
hen muss.  Da  nun  beide  diese,  in  einem  und  dem- 
selben Puncte  zusammenlaufende,  Kanten  von  der  up- 
sprünglichen  und  unverändert  gebliebenen  Kante  ^ 
unmittelbar  geschnitten  werden,  so  wird  jede  blei- 
bende Fläche  auch  nach  ihrer  Vergrisserung  über- 
haupt von  3  Kanten  begränzt,  und  mithin  ein  Drei- 
eck seyn. 

Die  Endpuncte  der  dreierlei  Kanten  von  je  «echs 
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n&chen,   welche  zur  Darstellung  eines  neuen  sechs- 
flächigen Eckes  contribniren,  sind  folgende: 
r)  die  drei  oktaSdrischen  £ckpuncte,    deren  Coor- 
dinaten: 

^  =  1,  jr  =s  0,  z  =  0 
x=^0,  y  =  l,  z  =  0 
^  =  0,  jr  =  0,   2:  =  1 

b)  der  nene  sechsflächige  Eckpnnct  im  Octanten 
des  verschwindenden  Flächensjstemes  (oder  der 
positiven  Halbaxen),  dessen  Coordinaten:    '' 

or  =  v'  =  2;*  = ; a=  r 

^  mn  +  m  —  n 

c)  die  drei  ursprünglichen  sechsflächigen  EckpuActe 
in  den  Nebenoctanten,  deren  Coordinaten: 

y  =  —  Pj    z  —  p^  X  =p 

z  =  —  p,  X  =/>,  y  =i> 

wenn,   wie  oben  in  f.  99.   »  =  — — \ \ — . 

Es  werden  nämlich  begrädzt: 

die  drei  Kanten  C  von  dem  Puncto  sub  b  und  Je 

einem  der  drei  Puncto  sub  c; 
die  drei  Kanten  B^  von  dem  Puncto  sub  b  und  je 

einem  der  Puncto  sub  a; 
4ie  Kanten  A  sind  'aber   dieselben  wie  die  Kan- 
ten A  ol^n  in  f.  99. 

Sucht  man  nun  die  Längen  der  Kanten  V  und  C^ 
nach  der  bekannten  Formel,  so  erhält  man  jedenfalls: 

e=r  y2{T-pYJ^{T^pY 

welches  der  drei  Systeme  von  Coordinaten  sub  a 
oder  c  man  mit  dem  Systeme  sub  b  combiniten  mag. 
Folglich  sind  einerseits  die  Kantenlinien  B\  ander- 
seits die  Kantenlinien  C  einander  durchgängig  gleich  i 
die  Gleichheit  der  Kantenlinien  ^1^  wurde  aber  schon 
L  9 
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oben  (§.  99.)  erwiesea.  Da  nun  jede  Fläche  der  be«^ 
HiiSdriBchen  Gestalt  von  A\  B'  und  C  begränxt  wird^ 
«o  sind  die  24  Flächen  derselben  gleiche 
un4  ähnliche  Dreiecke. 

Beseichnen  wir  die  ebeneil  Winkel  dieser  Drei- 
eekd  ihren  Gegenseiten  analog  mit  a\  V  und  c^,  so  ist 
jl&der  Winkel  a'  <  60^ 
.      .     V  <  60^ 
folgUch    -         -      .     <  >  60** 
Gleicbschenkligkeit  der  Dreiecke  könnte  also  nur  in- 
sofern eintreteh,  wiefern  a^  =  l/  würde;  dann  müsste 
aber  auch  A^  =  B\  oder , 

seyn,  welches  unmöglich,  da  r  immer  >» />.  Die 
Dreiecke  dind  daher  jedenfalls  ungleich- 
seitig. / 

Und  so  wäre  denn  bewiesen,  dass  die  abgeleitete 
Gestalt  wirklich  eine  Ton  24  gleichen  und  ähnlichen, 
ungleichseitigen  Dreiecken  umschlossene  Gestalt,  d.  h. 
ein  Hexakistetra^der  ist 

Die   Zeichen  je  zweier  aus  mOn  abzuleitenden 

Hexakistetra^der  sipd  +  — g—  und ^. 

b)  Psrsllftlflächlg-semitesserale  Gettalten  *).      « 

f.     108.  ^ 

Ablbitiiiig  der  Pentagondodekaeder. 

Die  Pentagondodekaäder  sind  die  parallelflädüg« 
hemiädrischen  Gestalten  der  Tetraldshexaäder  nach 
einzelen  Flächen  ^  oder  die  hemißdrischen  Gestalten 
der  Tetrakishexa6der  schlechthin. 


^  Aach  im  Gebiete  dieser  bemiSdrifchen  Gdstaltm  habe  ich 
Bor  für  diejenige  Gestalt  ^  welche  als  der  Repräsentant  der  gan- 
sen  Abtheilong  so  betraditeni  den  analytisch -geooieUischeD  Be« 
der  Abkitnng  gegebeo« 
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Dass  die  Hemi^drie  ttaeh  einsdeli  FläeiMa  am^ 
Tetralpsh^xaäder  anf  eine  parallelflächige  Gestalt  . 
£&hfeo  nu«t,  ist  einleiichtend,  weil  jeder  FlSche  Ge« 
genfläche  die  sechste  in  der  Reihe  der  Nebenflächen 
and. folglich  eine  geradxflhlige  ist  (f.  AO.).  Dass  aber 
dies.e  parallelflächige  Gestalt  wirklich  wk  Pentagon* 
dodekalSder  werden  mnss,  ergiebt  sich  daraus,  weil 
Jede  bleibende  Fläche  überhaupt  fünf  Nachbarflächen 
hat,  folglich  nach  der  Yergrössernng  fünf  Durchschnitte 
erleidet,  und  ein  Pentagon  wird.  Da  nun  jede  blei- 
bende Fläche  gegen  diejenigen  riet  Nachbarflächen, 
welche  mit  ihr -einen  hexaädrischen  Eckpunct  gemein 
haben,  gleich  geneigt  ist,  M  wird  'sie  mit  ihnen  nach 
der  VergrSsserung  Tier  gleiche  Kanten  bilden,  wäb» 
rend  die  mit  der  fünften  Hache  gebildete  Kante  eine 
ungleiche  ist.  Die  abgeleitete  Gestalt  wird  daher 
eine  von  12  symmetrischen  Pentagonen  umschlossene 
Gestalt  y  d.  h.  ein  Pentagondodekaäder. 

Die  Zeichen  der  beiden  aus  ooO«  abznleitenden 

PentagondodekaSder  werden  +  — 5—  und  —  --^ — . 

|.    109. 
Ableitmlg  der  DjakiidodekAfider. 

Die  DyaldsdodekaSder  sind  die  parallelflächigwhe* 
miädrischen  Gestalten  der  IlexakisoktaSder,  nach  den 
an  den  mittleren  Kanten  geleglnen  Flächenpaaren, 
oder  die  parallelfiächig- hemi^drischen  Gestalten  der 
Hexakisokta^der  schlechthin. 

Weil  das  Gegenflächenpaar  eines  jeden  so  be- 
stimmten Flächenpaares  das  sechste  in  der  Reihe  der 
Nebenpaare  ist,  so  muss  jedenfalls  eine  parallelflä- 
chig-hemi^drische,  von  12  Flächenpaaren  umschlos^ 
uene  Gestalt  zum  Vorscheine  kommen.  Dass  solche 
aber  auch  wirklich  die  oben  in  §.  85.  angegebenen 

9* 
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Eig^nschaftett  llet  Dyakiadodeka^ders  beaitkt,    lätat 
«ich  etwa  folgendergeiCalt  darthan. 

1)  Eine  jede  blei^etide  ClächB  F  in  Fig.  IG  kommt 
warn  Dorcbsehnitte : 

mit  ihrer  Nebenfittche  Fm  desselben  Flächenpaaireiy 
'  mit  einer  Fläche  Ft^  des  Nachbarpaarec  an  dem* 

adben  ektaßdrisehen  Eckpuncte, 
mit  den  beiden   bleibenden  Flächen  Fi  nnd  Fa 

desselben  Octanten. 
Jtodb  Fläthe  F  wird  also  begränzt:  Ven  der  mr* 
-iprüngliehen  nnd  darch  dite  Hemi€drie  mir  verlänger- 
ten Kante  B^  von  einer  Kante  A^  al«  Resaltat  des 
Dürchachnittes  mit  der  Fläche  aus  dem  Nachharoctan» 
ten,  uäd  von  cwei  Kanten  C  als  Dmrchschnitten  mit 
den  beiden  bleibeiiden  fläch^^sselben  Octanten. 

Folglich'  »ind  die  Flächen  der  abgeleieeten  <3e* 
istält  vierseitige  Figuren. 

2)  Es  fällt  aber  je  eine  Kant^e  B  mit  je  einer  Kante 
A  in  die  Ebene  eines  nnd  desselben  Hitoptschnit- 
tes,  wie  diess  mm^ttelbar  ans  den  Gleichnngea 
derselben  Itolgt^  es  sind  nämlich  für  die  drei  Flä* 
eben  F^  Fi  und  Fn  des  Octanten  der  positiven 
Halbaxen  die  Gleichungen: 

der  Ktote  A^  —  +  z  ss  1^  p  ssz  0 
*       *       j4i,  IT  -4"  -^  s=  1,  r  =  0 

^  ^  Au^  9    +    — =    1»     IT  35   0 

nnd  die  Gleichungen: 

der  Kante  B,  -^  +  ^  =  1^  X  sa  0 

*       JJ„  4r  +  -^  =  1,  jf  =*.  0 

-       Bö,  y  +  -J  =a  1,  2:  =»  0      ' 
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Folglich  ftll(  Andt  Bt^  At  ta^  JB^t^  Mnä- Aa  fnit 

B  in  einen  und  denselben  Hftaptschnitt;  das  Waqhs* 

t)nun  je  dreier  Flächen  eines  und  desselben  Qctan« 

ten  erfolgt  daher  nur  innerhalb  dieses  Octan* 

len,  nnd  je  zwei  der  so  eben  genannten  Kanten 

werden  sich  in  einem  Puncto  (dem  ooregelmässigeti 

Eckpuncte)  schneiden,  dessen  CQ0\d}fia^en  sich  bo-i 

stimmen:  *, 

für  A  nnd  Bicrs^r    z  s:^  $    j/  ob  0 

fii^  Ai  und  BrgX  =^  $    y  =  r    z=sO. . 

für  All  ^nd  B  g  ss  $    z  ^:9^  r    s  ss  0 

m(n  —  1)      j  n(m  —  1) 

wenn  r  =  — ^^ j^  und  $  =  -^^ ^. 

«Ml — 1  mn  —  1 

Nun  wird  jede  Kante  B  begränzt:  durch  ihren 

okta4$drischep  Eckpunct  ivid   deigenigen   unregeU 

massigen  lEckpunct,  welcher  so  eben  sds  ihr  Du^ch« 

schnitt  mit  einer  der  Kanten  A  bestimm^  wurde« 

Auf  gleiche  Weis^  wird  jede  Kl^lte  A  begrIMist  ^nrch 

ihren  okusdrischen  Eckpunkt  und  demjenigen  der  nn-i 

icegelmässigen  Eckpuncte ,  welcher  hIs  ihr  Durch« 

schnitt  mit  einei:  der  Kanten  £- bestimmt  wurde.  Sucht 

man  hiernach  fu^  die  Flächen  Fy  F^  und  Fu  die 

Werthe  ihrer  respectiyen  Kanten  j1  und  jB>  iO  fin« 

det  man: 

A^A^=^A^^=::  ^ r^  +  (i  —  j)* 
B  =  B,  =  Ba  «  ^^  +  (r-l)« 
Femer  wird  jede  de^  Kanten  C  begränzt  einer« 
seits  von  dem  trigonalen  Eckpuncte  ihres  Octa^- 
ten^  dessen  Coordinaten  p  aus  |.  99,  bekannt 
tind;  i^derseits  tou  einem  der  drei  unregelmässi* 
gen  Eckpuncte.  Sucht  man  hiernach  für  diesel* 
ben  drei  Flächen  Fy  Fi  und  Fu  die  Werthe  ihirer 
Kanten  C,  so  findet  man« 

c  =  Ci  =  Ci.  =  y(p-ry  +  (p-$y  +  p* 

Nun  wird  aber  Jede  Fläche  Ten  efaier  der  Ken- 
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ten  Aj  einer  der  Kanten  B^  nnd  zweien  derKan- 
"  ten  C  begränst,  also  6ind  die  Tier  Kanten  eiae*r 
Fl&che  in  derselben  Folge  den  vier  Kanten  Je- 
der andern  Fläche  gleich,  mithin  diese Flädien 
selbst  gleiche  nnd  ähnliche  vierseitige  Figuren, 
nnd  zivar  gleichschenklige  vierseitige  Figuren^  dn 
jede  zwei  dkt  gleichen  Seiten  C  hat. 
3)  Oass  aber  diese  Figuren  in  jedem  Falle  Trapeze 
oder  Trapezoide  sind  und  seyn  müssen^  ergiebt 
sich  daraus,  weil  $  stets  ^  r,  und  fol^ch: 

A  jederzeit  <  B 
Daher  ist  die  hemi^drische  Gestalt  jedenfalls  eine 
von  24  gleichschenkligen  Trapezoiden  oder  Trape- 
zen umschlossene  paralleUäcbige  Gestalt,  deren 
Flächen  sich  in  12  Flächenpaare  gruppiren,  d«  b. 
ein  Dyakisdodeka^der. 

Die  Zeichen  der  beiden  aus  mOn  abafuleitenden 
DyakisdodekaSder  werden  zum  Unterschiede  von 
den  Zeichen  der  Hexakistetra^der   in   Klammem 
t '     ge9chlos8en ,  und  daher  geschrieben  wie  folgt : 

+  [— Jund-[— J. 

§.    110. 
Ueber^cbt  der  femiteaseralen  Gestalten. 
Wir  haben  nun  auch  die  sämmtlichen  semitesse- 
ralen  Gfestalten  abgeleitet,  und  folglich  die  Lehre  von 
der  Ableitung  f3r  das  Tesseralsystem  vollendet    Um 
aber  die  Resultate  der  vorhergehenden  f§*  ^^  einem 
Blicke  zu  flberschauen,    dazu  diene  folgende  Zusam- 
menstellung der  hemißdrlschen  Gestalten  nebst  ihrer 
Zeichen : 
a)  G  en  eig  tf  läobig-semit  es  serale  Gestalten: 

1)  Tetraäder  =  ±  ^ 

2)  Deltoiddodekaäder  »  ±  ^ 
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mOm 

3)  Trigondodekaöder  =  +  =^ 

4)  Hexakistetraßder  =s  +  ^-5— 
i>)ParalIeIfiächig-sem^te89eraleG68talUii. 

1)  Pentagondodekaeder  t=s  +  -— — 


2)  Dyaki8dodekaßder=  +  [^] 


|.     111. 
Scbema  des  getie!||;tfl2dii^-]ieim^drifclien  Tmtfdiyatemi. 

Auch  für  die  semitesseralea  Gestalten  gilt  das 
triangaläfe  Schema  in  §.  102,  welches  s.  B.  fSr  die 
geneigtfiächigen  Gestalten  folgende  Voxm  ftiuuinintr 


flcO  ^ — : 1       ,      "^"3k  oqOoo 

Die  Uebergänge  und  Verwandtschaften  der  g^ 
neigtflächig-semitesseralen  Gestalten  nnter  einander 
nnd  mit  ocÖ,  ooOn  nn4  ooOoo  lassen  sich  in  diesem 
Schema  ganz  so  yerfolgen  wie  oben^  nnd  fuhren  zu 
Resultaten,  welche  namentlich  för  di0  eigentliche Be* 
deutung  der  drei  holoedrischen  Gestalten  in  ihren 
Combinationen  mit  den  bemi§drischen  von  Wichtig- 
keit nnd.  £s  wird  nämlich  das  HexakistetraMer  um 
so  ähnlicher  ^iner  der  drei  holoedrischen  ^  und  mit- 
hin parallelflfichigen  Gestalten»  je  grösser  einer  oder 
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auch  beide  Ableitungacoeffioienten  sind.  Das  Rhomben- 
dodekaßder  ist  die  eine  Gränzgestalt  der  Deltoiddo- 
dekaöder;  das  Hexaeder  die  eine  Gränzgestalt  der 
TrigohdodekaSder,  und  das  TetrakishexaSder  eine  der 
Gränzgestalten  des  Hexakistetraöders.  Die  drei  ho- 
loedrischen Gestalten  des  Schemas  sind  daher  als  die 
Gränzgestalten  gewisser  hemiSdrischer  Gestalten,  und 
gewissermaassen  selbst  als  solche  hemiödristhe  Ge- 
stalten zu  betrachten,  deren  hemi^drische  und  holo€- 
drische  Erscheinungsweise  identisch  ist.  Diese  Deu- 
tung findet  jedoch  nur  dann  Statt,  wenn*  sie  an  den 
Combinationen  geneigtäächig-semitesseraler  Gestalten 
.wirklich  Antheil  nehmen,  weil  sie  dann,  wenn  auch 
nicht  quaad  phänomenott^  so  doch  guoad  naumenon  ge- 
neigtflächig-semitesserale  Gestalten  sind. 

§.    112. 

Schema  des  parallelflachlg-hemi^drifcheii  Tessendsyatoaes. 

Eben  so,  wie  für  die  geneigtflächigen,  lässt  sich 
auch  für  die  parallelflächig -semitesseri||pn  Gestalten 
folgendes  trianguläre  Schema  geltend  machen; 

o 


anOm/ 


^  ooOoo 

Z 

Aus  diesem  Schema  folgen  nicht  nur  die  Tersehie- 

denen  Uebergänge  und  Verwandtschaften  des  Dyakis- 

dodekaSders  und  Pentagondodekaeders  mit  den  iibri- 

gen  Gestalten,  sondera  man  ersieht  auch  aus  diesen 
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Uebergängen,  dass  die  fünf  holo^drig<^en  Gettalcea 
des  Schemas  nur  als  die  Gränzgestalten  der  beiden 
hemißdrischen  zu  betrachten,  und  als  solche^  mithin  aU 
parallelflächig -hemiedrische  Gestalten  zu  deuten  sind, 
sobald  sie  an  den  Combinationen  des  Pentagondode- 
lui^ders  und  DyakisdodekaSdera  wirklich  Antheil  neh- 
men. 


Drittes    CapiteL 
Berechnung  des  Tesseralsystemes. 

«.    113. 

Allgemeine  Bemerkmig. 

Bei  der  Berechnung  der  Gestalten  des  Tesseral- 
systemes kann  man  sich  vorzüglich  folgende  Probleme 
stellen: 

I.  Die  Grosse  der  Zwischenaxen, 
n.  Die  Grosse  der  Flächennormale, 
ni.  Die  Grösse  der  Kantenlinien, 
IV.  Das  Yolumeti, 
V.  Die  Oberfläche, 
VI.  Die  Flächenwinkel,  und 
VDL  Die  Kantenwinkel 
der  verschiedenen  Gestalten  zu  finden. 

^ti^ie  es  nun  bei  allen  analytischen  Bechnungen 
Begel  ist,  jedes  Problem  in  seiner  grdssten  Allge- 
meinheit aufzufassen,  so  werden  wir  auch  bei  der 
Berechnung  des  Tesseralsystemes  zunächst  auf  die- 
jenige Gestalt  Bucksicht  zu  nehmen  haben,  deren 
Verhältnisse^  die  allgemeinsten  sind,  so  dass  sich  ihr 
die  übrigen  Gestalten  gleichsam  nur  wie  besondere 
RUle  unterordnen.  Diese  Gestalt  ist  aber  keine  an- 
dere, als  das  Hexakisoktaäder,  der  Bepräsentant  des 


Digitized  by  V3OOQ IC 


138  Meine  KrysiaUographk* 

gansen  Systemes,  mit  Jessen  Eigenschaften  eben  so 
die  Eigenschaften  aller  übrigen  Gestalten,  wie  mit 
seinem  Zeichen  mOn  die  Zeichen  derselben  gegeben 
sind.  Nur  werden  wir  die  dreierlei  Erscheinungswei- 
sen des  HexakisoktaSders,  als  bolo^drisohe ,  als  ge^ 
neigtflächig-  und  ptfrall^lflächig-^hemiSd^ische  Gestalt, 
oder  als  Hexakisokta^er,  als  Hexakistetraßder  und 
Df akisdodekaSder  besonders  ins  Auge  «u  fassen,  und 
demCalcul  zu  unterwerfen  haben;  wie  es  denn  in  je- 
der seiner  Erscheinungsweisen  als  der  Repräsentant 
der  gleichnamigen  Gruppe  von  Gestalten  zu  betrach- 
ten ist. 

1)   Berechnung  der  holoedrischen  Getialten. 

§.    114. 

Berechnung  des  HexakisoktaSden  anOfi.    Zwischenaxen. 

Aufgabe.    Die  Grössen   der  Zwischenaxen 
im  Hexakisoktaäder  mOn  s^u  bestimmen. 
Die  Gleichung  einer  in  den  Getauten  der  positi- 
ven Ualbaxen  fallenden  Fl$ch^  jp"  des  Hexakisoktaö- 
ders  Just 

£.  ^  JL  +.,  =  1 
m  n 

Diese  Fläche  kommt   zum  Durchschnitt  mit  der 

trigonalen  Halbaxe  desselben  Octanten;  aus  der  Com- 

bination  der  vorstehenden  Gleichung  von  F  mit  den 

aus  §.  99  bekaiinten  Gleichungen  dieser   Zwischen- 

axe  folgt  für  den  Durchschnittspunct  wie  a.  aM). 

mn 

und  daher  die  Centraldistanz  dieses  Punctes,  oder  die 
gesuchte  Länge  T  der  trigonalen  Halbaxe 

mn-^m  +  n 
Weil  die  rhombische  Zwischenaxe  z.  BL  des  Haupt* 
Schnittes  {yz)  mit  der  gleichnamigen  Interse<)tion.  der 
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Fläche  F  zum  Durchschnitte  komiit,  und  die  Glei- 
chung dieser  Intersection 

X  + ,  =  1 

n 
ist,    so  folgt  ans  der  Combination  dieser  Gleichung 
und  Jener  der  Axe  für  den  Durchschnittspunct: 

und  daher  die  Centraldistanz  desselben  oder  -  die  ge- 
suchte LängQ  R  der  rhombischen  Zwischenaxe 

Da  nun  in  der  Grundgestidt  «i  =  m  =  1,    so 
wird  fiSr  sie: 

T  =  ^1-  Ä  =  |/* 
Nehmen  wir  diese  Werthe  als  die  Grundwerthe  bei« 
der  Halbaxen  an,  so  können  wir  die  ihnen  in  den 
fibrigen  Gestalten  Kukommenden  Werthe  als  Multipla 
der  Grundwerthe  ausdrücken,  und  die  entiprechenden 
Coefficienten  t  und  r  werden 

mn  +  0»  + 1* 

%.    115. 

FortaetzoDf  I  Pl&cheimormsle. 

Aufgabe.     Die  Richtung    und   Grösse    der 
Normale  aus  dem  Mittelpuncte  auTeine 
Fläche  J^von  siOn  xu  finden. 
Es  seyen  die  fingirten  Gleichungen  der  Normide 

a    ^    ß  y    ^    S 

so  folgt  aus  der  Bedingung  ihrer  Rechtwinkligkeit  auf 
die  Fläche  F^  deren  Gleichung  aus  dem  rorigen  f.  be- 
hannt  ist: 
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f^i  ß  s=z  n  i  —  m 
y  :  ^  =  m  :  —  1 
und  lind  daher  die  wirklichen  Gleichungen 

UM  m 

durch  wekhe  die  Richtung  derNormsde  gefonden  ist. 
Aus  der  Combination  dieser  Gleichungen  mit  je- 
ner von  F  folgt  für  die  Coordinaten  des  Durchschnitts« 
pnnctes 

mn^  p 

jf  s=  mP        ;?  =  mnP 
und  ddier  die  Centraldistanz  dieses  Pnnctes  oder  dio 
gesuchte  Grösse  N  der  Normale 

r^fiiH»^  + 1)  +  »» 

§.    116. 

Fortsetzung;  Kantenlinleu. 

Aufgabe.    Die  Gr 5« se  der  dreierlei  Kanten- 
linien  dei^  Hexakisokta^ders  mOii  zu  fin-. 
den« 
Die  drei  Eckpuncte  einer  Fläche  von  siOjt  sind 

folgeAde :  • 

1)  ein  Pol  der  Hauptaxe,  für  welchen 

X  =  0     y  =  0      z=sl 

2)  ein  Pol  der  rhombischen  Zwischenaxe^  fSr  welchen 

3)  ein  Pol  der  trigonalenZwischenaxe^  für  welchen 

Die  längste  Kante  A  liegt  zwischen  dem  erston 
und  ^ritten,  die  mitüere  Kante  B  zwischen  [dem  er« 
sten*  und  zweiten ,  die  kürzeste  Kante  C  zwischen 
dem  zweiten  und  dritten  dieser  Pnnct^.    Setzt  man 
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also  in  d«n  allgemeinen  Ansdruck  für  die  Distanzlinie 
sweier  Pnncte  *(§.  14.)  die  Coordinaten  der  Endjponcte 
▼on  Ay  B  and  C,  so  folgt 

y2m^n^  +  (m  +  n)^ 
mn  +  m  +  n 

^  ~  {mn  +  m  +  n){n+i 

§.    117. 

Fortsetzmig)  Volnmen. 

Aufgabe«     Das  Volumjdn  V  des  Hexakipok« 
ta^ders  mO»  zn  finden. 

Das  IlexakisoktaSder  besteht  ans  48  dreiseitigen 
Elementarpyramiden,  deren  jede  eine  seiner  Flächen 
jP  zur  Grundfläche  und  die  Normale  N  zur  Hohe  hat. 
Wäre  als(^  das  Volumen  einer  solchen  Pyramide  be- 
kannt, so  würde  das  48Fache  desselben  das  gesuchte 
Volumen  von  mOn  seyn.  Nun  könnten  wir  allerdings 
aus  den  bereits  gefundenen  Seiten  A^  B  und  C  jeder 
Fläche  F  den  Inhalt  A  derselben ,  und  mittels  dea 
gefundenen  Inhaltes  das  Volumen  der  Elementarpyra- 
mide berechnen.  AHein  wir  gelangen  weit  kürzer  zu 
demselben  Ziele,  wenn  wir  die  in  den  Hauptschnitt 
üsllende  Fläche  der  Elementarpyramide  als  ihre  Grund- 
fläche, und  folglich  eine  der  Coordinaten  des  Poles 
der  trigonalen  Zwischenaxe  als  ihre  Höhe  betrach- 
ten.    Die  zwei  aus   dem  Mittelpuncte   auslaufenden 

nt/2 
Seiten  dieser  Grundfläche  sind  1  und  — f-r.  der  von 

n+V 

ihnen  eingeschlossene  Winkel  ist  46^,   folglich  der 

Inhalt  der  Gmndfläche  selbst 

m 

"^  2(1.  + i) 
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die  Coordinate  des  Poles  einer  trigonalen  Zwischen« 
BXBy  oder  die  Höhe  der  Pyramide  ist  aber 

mn 

mn  +  M  +  n 
folglich  das  Yolamen  v  der  Clementatpyramide 

mn* 

^     ^  —  6(mm  +  m  +  n)(n+i) 
und  das  Yolmnen  V  des  Hexakisokta^derg 

(mn  +  m  +  n){n+i) 
Vergleicht,  man  diesen  Ausdruck  mit  den  ,oben  gefun- 
denen Coefficienten  t  und  r,  so  sieht  man,  dass 

f    118. 
FortsetzoDg;  Oberfiadie. 

Aufgabe.  Die  Oberfläche  S  d6s  Hexakii- 
Oktaeders  mOn  zu  finden. 
Aus  dem  Inhalte  t;  der  Elementarpyramide  lisst 
sich  nun  leicht  der  Flächeninhalt  A  ihrer  nach  aus^ 
sen  gekehrten  Fläche,  d.  h«  einer  Fläche  des  Hexa» 
kisöktaäders  finden«    Es  ist  nämlich 

und  folglich 

"        N 
Sabstitnirt  man  die  Werthe  ron  JV  and  «,  so  fin- 
det eich 

^_     nV»'(m^  +  i)  +  n* 
"       2(mn  +  m  +  n)(n  +  i) 
and  daher  48A  oder  die  Oberfläche  S  des  Hexakis» 
oktaCders  

^'^    (mn  +  m  +  n)i»  +  i) 
oder  anefa    S  =s  -» 


Digitized  by  VjOOQlC 


Mint 


Sysiemlehre.    Tesserahysieffu    Cap.  JlL     143 
>.    119. 

Fortsetzung;  FlächenwinkeL 

Aufgabe.    DieFlächenwinkel  desljexakis- 
oktaSddrs  mOn  zu  finden. 
Da  im  Allgemeinen  der  Sinns  jedes  Winkels  ei- 
'  näs  Dreiecks  dadurch  gefunden  wird,  dass  man  den  > 
doppelten  Flächeninhalt    desselben    mit   den   beiden 
Seiten  dieses  Winkels  dividirt,    so  folgt,    wenn  die 
Winkel  ihren  respectiven  Gegenseiten  A,  B  und  C 
analog  mit  a,  b  und  c  bezeichnet  werden^ 

2A 

ßC 

2A 

AC 

2A 

AB 

Subfititnirt  man  für  A,  B,  C  und  A  ihre  bereits  ge- 
fundenen Werthe,  so  erhält  man  zuvorderst  die  Si- 
nus, und  kann  aus  diesen,  oder,  noch  kürzer,  aus 
den  Gleichungen  der  Ki^tenlinien  A^  B  und  -C,  nach 
der  bekannten  Formel  für  den  Cosinus  des  Neigungs* 
Winkels  zweier  Linien  im  Räume,  auf  die  Cosinus  ge^- 
langen ;  so  finden  sich  endlich  fär  die  Tangenten,  als 
die  im  Gebrauche   bequemsten  Ausdrücke,   folgende 

Werthe:  ^     ' 

(;t-H)>/i»^(n^  +  l)  +  ii^ 

taLtb  =  («»»-H»  +  »)>^^^(^^  +  l)  +  i»^ 

•  §.     120. 

Forttetzniig;  Kanten  winke). 

Aufgabe.    Die  Kantenwinkel  des  Heitakis- 
okta^ders  mOn  zu  finden. 


tanga 
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Wir  lassen  den  Kanten  ;die  bereits  für  sie- ge- 
brauchte Bezeichnnng,  nnd  setxen  wiedemm  die  Glei- 
chung der  einen  Fläche  F  * 

dann  sind  die  Gleichungen  der  drei  Flächen  1^,  F* 
und  F^y  welche  mit  der  F  die  drei  Kanten  A^  B  und 
C  bilden,  folgende : 

für/?-,     f.  +  |.4.z«i 
für  JJ*,    J  +  1.  +  z  =s  1 

Setzt  man  nach  einander  die  Parameter  von  F  und  jp, 
F  und  jP',  F  und  F^  in  den  aus  §.  22.  bekannten 
Ausdruck  für  den  Cosinus  des  Neigungswinkels  zweier 
Flächen,  so  folgt:  SU 

coiA^ «»(«»»  +  ^) 

COi  C    SSS     r— 

Gleichheit  rweier  dieser  Winkel  kann  möglicherweise 
nur  für  ^  und  C  Statt  finden,  weil  für  ^  =  £,  oder 
B  =  C  irrationale  Werthe  von  m  oder  n  eintreten 
müssten.  Die  dem  Falle  A=sC  entsprechAbde  Be- 
dingungsgleichung für  «I  und  n  ist 
2m 

weshalb  von  den  bekannten  Varietäten  -V^Off,  30-f* 
und  60-f  die  Kantenwinkel  A  und  #  gleich  haben.^ 
Nächst  den  Kantenwinkeln  sind  noch  besonders 
diejenigen  beiden  Winkel  wichtig,  welche  zwei  ein- 
ander  gegenüberliegende  Flächen  eines  und  desselben 


«.*(«» +  1)  +  »» 
■IV«»  +  1)— »* 

«'(»' +  »)  +  «* 

«(2«»  +  «) 
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iitetnigoiialeii,  so  vii^  eines  und  desselbta  rbombi- 
tdien  Eckes  bilden.  Be^eicbnen  vir  den  ersteren 
Winkel  mit  T,  den  anderen  mil  Vy  so  wird 

^^'^=-siMi»^  +  i)  +  *^ 

fr  (2si»— n)ii 

Sl*  («*  +  1)  +  »* 

Für  die  halben  Katttenwinkel  finden  sich  folgende 
Werthe  der  Cosinns,  wenn  man  der  Kürze  wegen  die 
€rr5sse  K«i»  (ii*  +  l)  +  «^  ^2  mit  M  bezeichnet: 


M 
M 


.^       m(n — 1) 

woratts  die  Proportion 

coi^Aieoi^B :  cos^Ctst  m  —  ji  :  n  ^2 :  iii(fi  -*- 1) 
folgt.    Endlich  findet  man 

^  m  —  n 


K«i»+i» 


4 


'«V*^ 


m 


(«  +  <) 


»'«*~(i»  — 1)''  +  2»' 


f.    121. 
BenduMuig  der  Ikoiketraldcr  mOM. 

Wahrend  die  in  den  -rorhet-gehenden  |f .  ftdfge- 
fiindenen  Eormeln  för  «lO»   zum  Theil    etwas   ver» 
wickelt  lind,  so  vereinfachen  sie  sich  bedeutend  für 
L  10 


Digitized  by  VaOOQlC 


146  ReiM  KrystaÜographie. 

die  übrigen  Gestalten,  in  welchen  für  m  und  n  die 
GrSnzwerthe  1  oder  oo,  oder  auch  das  VerhähnU« 
der  Gleichheit  eintreten. 

Man  setze  zuvörderst  in  den  für  «O»  berechne- 
ten Formeln  «  =  «,  so  verwandeln  sie  sich  in  die- 
jenigen  Ausdrücke,  welche  für  das  IkosaSder  gelten; 
es  werden  nämlich:  ^ 

I.  Co«fficienten  der  Zwischenaxen : 
3m  2m 

*  =  sr+2'  *■==«+! 

n.  Flächennormale: 

N  — 


i^m^+2 

m.  Kantenlinien2_ 

__  /2/«"+2     j.       Li^g  igt  jetat  keine 
-*  -~       »  +  2 

Kantenlinie  mehr,  wie  der  untenstehende  Wertk 
▼on  coti4  zeigt,  sondern  die  symmetrische  Dia- 
gonale der  Deltoide ;  die  gleichschenklige  Diago- 
nale wird  =-!!i-l^,  also  =  der  rhombischen  Zwi- 

gchenaxe,  und  die  symmetrische  Diagonale  ist 
-^  —  <  als  die  gleichschenklige,  je  nachdrat 

„       mVm^  +  2m  +  i 

^^-(^  +  2)(m  +  i) 

da  B  nothwendig  immer  >  C,  so  folgt,  dass  die 

Kanten  der  tetragonalen  Ecke  immer  die  länge- 

ren  sind. . 

rV.  Volumen:         • 

8w* 

*^— («  +  2)(«-f-l) 

V.  Oberfläche:  

24w  •«»  +  2 
**(S+2)ÖS+iy 
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VI.  Flachenwinkel: 

ta»ga=  («»-H)K«»'+2      ; 
«  —  1 

tangb—^'^'^  nnd tang2b^^i3±^l}^^ 
»'^iN^  2«  +  l 

iaHfezs        f*.     Md  te«g^2c  =  »y««-/^2 

Weil  itämlich  je  «wei  Jn  einer  längsten  Kante 
arasammenstossende  Fläeben  von  mOa  jetzt  in 
eine  Ebene  fallen,  so  bilden  auch  i2'A  und  2e 
jene  den  stampfen,  diese  den  iSph^en' WinEa 
an  der  symmetris^fhen  Diagonale.  Die  Winkel 
a  und  2  c  sind  natürlich  immer  <  90**;  sie  wer- 
den gleich,  wenn  «  =  1  +  |/2,  nnd  üterhatpt 
ist  a>=:<2c,  je  nachdem «i < ss >  1 -f.  ^2 
Vn.  Kantenwinkel: 

co«^=xr— 1,  die  Kante  A  Verschwindet  alsir. 
co*l?==-jjj^;  fait^^^Vi;^^ 

^  2m +  i  — . 

•»'  +  2 
Wiederum  wird  B  =  C,  wenn  fii  =  i+  i/2,  und 
überhaupt  ist  Winkel  Ä>  =<  Winkel  C,  je 
nachdem  m  >  =  <  1 -^  j/2. 

*     §.     122. 
.B^reohmin^  der  TrialcMoktaWer  ptQ.. 
Man  setze  in  den  für  mOn  berechnetett  Formeln 
iis=l,   so  erhalt  man  die  analogen  Aosdrneke  .ilr 
«O,  wie  folgt:     ' 

I.  Coäf&cienten  der  ^wischenaxen :    '"  "   ' 

'="'2;m:i^  '•=^ 

n.  Flftehennormale ; 


10' 
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m.  Kantenlinien  i 

^—          2«  +  l 
2B  ===  |/2 

C^0^^',    die-e  Linie   i.t  jeui 

keine  'Kantenlinie  mehr,  aondein  nnr  die  H5- 
heid^e  der  Flächte  des  Triäldiiokta«def« ,  wie 
diesa.aaeh'  aas  dem  nntetagtehenden  Werthe  tob 

•«rC  folgt; 
l\:.  Votomen; 

fr—     *«• 


2m  + 1 
V.  Oberfläche:  .    . .  .. 

'-  -  »     layzw'rM 

*—      .2«  +  ! 
VI.  AäbhbmHnfcel: 

fya^a=pOy  also  a  ==  90*. 

'«^**i^tfl"'«'^^*-  -»(«  +  2) 

K2«*  + 1 
.**'^«—   2«»  +  l 

Weil  nämlich  je  zwei  in  einer  kSrzesten  Kante 
C  zusammenfftossende  Flächen  ron  mOn  in  eine 
Ebene  fallen,  so  wird  der  stumpfe  Scheitelwin- 
kel det  Flächen  von  mO  durch  BW«i  Winkel  b 
gebÜdiet 
^Vüv  Kanitenwinkel : 

e^iC^s^ —  I9  alto  verschwindet  dies^  KaAte. 
tiebrigetis  kann  niemals  A^satB  werden,  weil 
far  diese  Gleichheit  der  irrationale  Weirth  m  =3 
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1  +  |/2  gefordert  wfirde ;   wie  denn  überhaupt 
^>  =  <B,  je  nachdem  »<  =  >!+ /2iit 

§.    123. 
Berechmuig  der  TetrakiahczaMer  ooOii. 

Setzt  man  in  den  Formeln  fiir  das  HexakisoktaS- 
der  «I  ==  oo ,  so  erhält  man  die  zur  Berechnung  des 
Tetrakishexaiders  dienlichen  Ausdrücke  wi^  folgt; 
L  Co^fficienten  der  Zwischenaxen : 
3n    .       _    2n 
~  ^  +  ^'   ''"ii-J-l 
Q.  iläohennormale ; 


m.  Kanteniinien: 

}^2n^  + 1 


Vn*  +  i 


A== 


«  +  1 


B  =  ^-^^7^;   diese  Linie   ist  Jetst  kein» 
«  + 1 

Kant^nlinie,  sondern  die  Höhenlinie  derFlächeii 

Ton  ocOn. 

2n 
2C  =  — rn ;  ^A  nftmlich  je  zwei  in  einer  mitt- 

leren  Kante  von  mOn  zusammenstossende  Flä-n 
chen  in  eine  Ebene  fallen,  so  bilden  nun  zwei 
der  ehemals  kürzesten  Kanten  die  IfUige^  Kante 
von  ocOn. 
rV.  Volumen: 

p._      SU» 

y.  Oberfläche: 

-.        24ii  ^n^  +  t 

*=       (n  +  1)^ 
VL  Flächenwinkel: 

iangassioo^  also  2a  =  180^ 
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tangb=^- 


n 
n 


tangc  =  -,  und' fang  2c  =  2iii/ii*  +  1 

es   contribuiren  nämlich  zwei   ebene  Winkel  e 
zur  Darstellung  des  stumpfen  Winkels  der  Flä- 
eben  von  ooOn. 
yn.  Kantenwinkel; 

cotBs=  —  1,  also  verschwindet  diese  Kante. 

Aus  diesen  Werthen  folgt,  dass  A=^Cj  wenn 
n  =  2y  so  dass  oc02  die  einsige  Varietät  ist, 
IQ  welcher  beide  Kanten  gleichgross  sind. 

8.     124, 
Berechimiig  des  Ehombendodeknedeni  ocO, 
Die  Ausdrücke  für  das  Hhombendodeka§der  fin- 
den sich  aus  jenen  für  das  Tetrakishex^äder^  indem 
man  n  =  1  setzt,  wie  folgt: 
.   I.  Co^f&cieqten  der  Zwischenaxen : 
t=i;   f  =  1 
n.  Flächeonormale : 

m.  Kantenlinien: 
^  =  4/3 
2B  =  /2  und  2 C  PS  1;  die  beiden  Kanten 
B  und  C  sind  nicht  mehr  vorhanden;  die  ihnen 
entsprechenden  Kantenlinicn  bilden   die  h^ben 
Diagonalen  der  Flächen  4es  Dodekaeders. 
JV.  Volumen: 

F=  2 
V.  Oberfläche  : 

S  =  6(/2  =  |/72 
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VI.  Flächenwinkel: 

ianga  =  oo,  also  a  =  90* 
tangb  =  y2y  und  tang2h  ==  —  |/8 
iangc  =  /^,  und  fang 2c  =  j/8 
Indem  je  vier  Flächen  eine^  rhombischen  Eckes 
von  mOn   in    eine  Fläche    fallen,    bilden  zwei 
Winkel  c  den  spitzen,  und  zwei  Winkel  i  den 
stumpfen  Winkel  d^r  Flächen  yon  ocQ 
Vn.  Kantenwinkel: 

co#-4=  —  4,  daher-4=Äl20*undfai^Y  =  j/5; 

coiB^=cosC=  —  1 ;  je  vier  um  ein  rhombisches 
Eck  Ton  mOn  versammelte  Flächen  fallen  also 
in  eine  einzige  Ebene. 

«.    126, 

Berechauiig  des  Oktaeders  O« 

Die  Ausdrucke  für  O  finden  sich  aus  Jenen  fflr 
mOm  oder  mO,  indem  man  m  =s  1  setzt,  wie  fol^; 
I.  CoäC&cienten  der  Zwischenaxen  s 

f  =  1,   r  =  1 
n.  Flächennormale: 

m.  Kantenlinien: 

A  =  j/^,  2B  =  /2,  C  =  /l;  die  Kantenli* 
nien  des  Oktaeders  sind  nämlich  =S5  2B}  A-j^C 
ist  die  Höhenlinie  der  Flächen. 

rV.  Volumen: 

V.  Oberfläche: 

VL  Flächenwinkel: 

1anga  =  oo;  iangb=y3;  diese  beiden  Winkel 
ersdieinen  nicht  mehr  unmittelbar;  <tie  flächen- 
winkel  sind  s=  2c,  und  tang2c  =s  ^^3,  weil 
tangc  =  ^4r, 
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yn.  Kantenwinkel: 

cofA  =  coiC^=^ —  1;  also  fallen  je  sechs  Flä* 
chen  eines  ditrigonalen  Eokes  iron  «lOii  in  eine 
Ebene. 

co9B=—h  alsbB=109^28'16'',und/aiiff*=9=|/2 

§.    12a 

Berechnung  des  Hexaeders  ocOoc> 

Die  Ausdrücke  für  ooOoo  finden  sich  ans  Jenen 
ffirmOjM  oder  ooO;»,  indem  man  m  oder  nssoo  seUt, 
wie  folgt: 

I.  Coßfficienten  der  Zwischenaxen: 

1  =  3,   r  =  2 
(I.  Flächennormale: 

iV=  1 
UI,  Kantenlinien: 

2A  OB  2  )/2  =  |/8,  die  Flächendiagonalen 
2fi  =3r  2  C  =s  2  die  Kantenlinieü. 
rV.  Volumen; 

F=8 
V.  Oberfläche  j 

S  =  24 
Vi  Flächenwinkel: 

tanga  =*  oc;  tangb  =  iange=^i\  die  Flächen- 
winkel sind  =  2Ä  =s  W,  weil  fang 2b  =  ob. 
VII.  Kantenwinkel; 

coiA  =3  co$B  3s  —  1;  also  fallen  je  achtFlft- 
chen  eines  ditetragonalen  ^Sckes  von  mOh  in 
eine  f)bene. 

C 

co$C  =  0,  also  C  =  90^,  nnd  fang  jr^i 

§.    t27, 
Werthe  tod  I  oad  r  in  den  wicbtigslen  der  bekiinnteii  GostaUen. 

Da  die  Kemttniss  der  Kantenwinkel  nnd  der  Co6f- 
ficienten  der  Zwischenaxen  tu  praxi  von  gans  beson- 
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derer  Wichtigkeit  ist,  so  schien  es  mir  zweckmässig, 
in  diesem  und  dem  folgenden  §.  die  berechneten  Wer- 
the  derselben  für  die  wichtigsten  Varietäten  der  Ge- 
stalten in  ihrer  holoedrischen  Erscheinungsweise  mit- 
stttheilen  *). 

Co^cieHten  der  Zwückenaxen. 

Gestalt.    I     t 


0 

1 

1 

*o 

• 

T 

1 

20 

1 

1 

30 

1 

ooO 

4 

1 

20*1 

4 

4 

llo^ 

45 

IS 

^  iT»* 

33 

TT 

30J 

4 

f 

^ov 

31 

i^ 

j.  j^  * 

19 

8 

402 

1± 

7 

4 

504 

4 

4 

70i 

2  1 

ii 

1  1 

7 
T 

804 

* 

40f 

^ 

1 

202 

4 

4 

.404 

7 

1  i 

303 

f 

4 

404 

2 

1 

606 

4 

la 

7 

.    12012 

i 

*1 

40040 

7 

M 

ooOi 

4 

10 

ooOi 

f 

1 

oo02 

2 

oooa 

$ 

4 

ooOi 

4 

14 
9 

oo04 

IS 

5 

1 

coOdb 

3 

2 

*)  Unter  den  Hexakisokta^ern  habe  ich  hypothetitch  20^ 
■ut  anCgefUirt,  da  es  wohl  mdgHoh  ist,  data  die  Ton  Phütips  an 
Kobaiüdei  beobachtete  Varietät  diese  ood  idoht  SMHf  m» 
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§.    128. 

Kantenwinkel  der  wichtigsten  Gestalten  in  ihrer  holoedrischen 
Erscheinungsweise  *). 

fOfC    Winkel  A  |  Winkel  B      Winkel  C 


Gestalt 


eo$A  eo$B 


5» 


To 

20 
30 


—        |109^'28'16' 


22 

■I 

15 

19 


'i 


152  44    2 
142    811 


129''31'19' 
141    3  27 
153  28  29 


ocO 


120°  (/  O'l       — 


20n 

7    "  I  t 

30f 

J   ^'  5 

402 
50  f 
70  J 
804 

Tor 

202 
!0} 
303 
401 

606 
12012 
40O4O 


ISL 
29 
379 

395 
11 
14 
151 


81 

11 

H 

69 


137 

J55 
»9 

31 


$9 
6  7 
69 


379 
39  5 


I  19 

I  55 


31 

il 


164"'54'35'' 
163  38  11 
158  12  48 
166  67  18 
162  14  50 
152  20  22 
168  46  49 
17014  0 


136''23'50» 
138  45  18 
148  59  60 
152  6  47 
154  47  28 
160  32  13 
165  2  20 
1661017 


164''54''35' 
163  38  11 
15812  48 
140  9  7 
144  2  58 
152  20  22 
136  47  15 
118  34  19 


9 
J  7 

« 

64 
82 
9 
1  t 

R 

36 


146 

1600 

1  60  a 


5  7 
82 


13 

38 

as 


121°57'56» 
13148  37 
141 18  19 
144  5412 
152  44  2 
161  19  42 
170  30  20 
177   813 


160''15'  O» 
146  Z6  34  ~ 
134  213 
129  31 16 
120  0  0 
110  019 
99  5134 
92  53  53 


ooOi 
ooO^ 
oo02 
oc03 
ocOj 
oo04 


2i 
41 
9 


4» 
(3 
16 
17 


i 
1 
1 
i 
1 
1 


127''34'19'' 
133  48  47 
143  7  48 
154  9  29 
157  35  60 
160  15  0 


ooOoo 


1  I  1 


0 


167°19'11'' 
157  22  48 
143  7  48 
126  52  12 
121  53  27 
118  421 


f.     129. 
Ber6chmiiig  von  »O,  ooOii  nnd  mO— 


-j  in  Bezug  anfttwio. 
geschriebenen  Gestalten. 
Das  Triakisoktaäder  mO  lässt  sich  als  ein  pyra- 


^  Da  die  Cosinns  sämmtlich  negativ  sind,  so  ist  zur  Krspa- 
niDg  des  Raumes  das  Zeichen  —  weggelassen  worden. 


Digitized  by  VaOOQlC 


Syaiemlehre.    Tesseralsystem.    Cap.  JIJ.     155 

midentragendes  OktaSder,  das  TetrakishexaSder  ooO» 
als  ein  pyramidentragendes  Hexaeder,  und  jedes  Hexa- 

kisoktaäder  von  der  Form  mO ^  als  ein  pyrami- 

dentragendes  JlhombendodekaSder  betrachten.  Es  ist 
in  mehrfacher  Hinsicht  der  Mühe  werth,  die  Verhält« 
nisse  dieser  Gestalten  zu  ihren  eingeschriebenen  Ge- 
stalten kennen  zu  lernen,  mit  welchen  sie  in  ihrem 
Tatalhabitus  so  auffallend  übereinstimmen.  Besonders 
wichtig  aber  sind  die  drei  Fragen  nach  der  Höhe, 
nach  d^r  Grundkante  und  nach  dem  Volumen 
der  einfachen  Pyramiden,  welche  wir  uns  auf  die  Flä- 
chen der  eingeschriebenen  Gestalt  aufgesetzt  denken 
müssen,  um  den  entsprechenden  24Flächner  oder  48- 
Flächner  zu  erhalten.  Wir  wollen  daher  die  Antwor- 
ten  auf  diese  Fragen  für  die  drei  erwähnten  Gestalten 
aufsuchen, 

1)  TriakisoktaSder  mO. 

Die  Höhe  h  der  auf  das  eingeschriebene  Oktae- 
der aufgesetzten  einfachen  Pyramiden  ist  offenbar  die 
Differenz  der  halben  trigonalen  Zwischenaxen  von 
mO  und  O,  also 

Drückt  man  aber  diese  Höhe  als  Mnltiplum  der  tri- 
gonalen Zwischenaxe  des  Oktaeders  aus,  so  wird  der 
entsprechende  Coefßcient 

_  m  —  i 
^  '^  2m  +  l 
Da  die  Höhenlinien  jeder  Oktaäderiläche  durch 
die  trigonale  S^wischenaxe  in  zwei  Theile  getheUt 
werden,  von  welchen  der  kleinere  =  j/-^  (§.  125,  HI.), 
so  wird  für  den  Kantenwinkel  €  an  der  Grundfläche 
jeder  aufgesetzten  Pyramide 

langt—       2«+l 
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Das  Volumen  9)  der  Pyramide  ist  endlich  das  Pro* 
duct  ans  der  Oktaöderftäche  in  den  dritten  Tbeil  von 
A,  folglich 

_      m  —  i         ' 

2)  Das  TetrakishexaSder  ooOn. 

Die  Höhe  h  der  anf  die  Flächen  des  eingeschrie- 
benen Hexaäders  gesetzten  einfachen  Pyramiden  ist 
die  Differenz  der  halben  Hanptaxen  von  ooQn  und  von 
dem  demselben  eingeschriebenen  HexalSder.  Nun  ist  die 
halbe  Hauptaxe  von  ooOn  jedenfalU  =:  1;  die  halbe 
Hauptaxe   des  eingeschriebenen  Hexi^Sders  aber  = 


n 


also  wird  die  gesuchte  Höhe 


n+  1' 

«+  1 
Wollen  wir  daher  ans  dem  Hexaeder  die  Gestalt  ooOn 
ableiten  s  indem  wir  seine  Hauptaxen  vergrossem,  so 

beträgt  die  nöthige  Vergrdsserung  geneiu  — -  4er  Hexa^ 

deraxen. 

Hieraus  folgt  sogleich  für  den  Kantenwinkel  < 
an  der  Grandfläche  der  Pyrfunide 

1 

fangt  =?P  — 

Das  Volumen  endlich  ist  das  Product  aus  dem 
dritten  Theile  der  Höhe  in  die  Grundfläche,  welcl^e 
letztere  die  Oberfläche  des  eingeschriebenen  Hexae- 
ders ist;  also  wird 

3)  DasHexakisoktaädermO- 

n 

Die  Höhe  h  der  auf  jede  Fläche  des  eingeschrie- 
benen Rhombendodekaeders  gesetzten  einfachen  Pj- 
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ramide  ist  offenbar  die  Differena  der  halben  rhombi- 
schen Zwischenaxen  beider  Gestalten;  also 

''-  {n  +  ±)^2 
und  drückt  man  diese  Höhe  als  Mnltiplom  der  Zwi- 
scbenaxe  von  ooO   ans,  so  wird  der  entsprechende 
Co€fficient 

n  — 1     .  1 

Da  femer  das  Perpendikel  ans  dem  MStfelpnncte 
Jeder  Dodekaßderfläche  anf  eine  der  Seiten  =  )/^,  so 
wird  die  Tangente  des  Eantenwinkels  c  an  der  Gmnd- 
fläehe  der  aufgesetzten  Pyramide 

Endlich  ist  das  Volomen  gleich  dem  Prodncte 
ans  dem  Flächeninhalt  der  DodekaMerfläche  in  den 
Aritten  Theil  von  A,  also 

—     »  — *     —  1 

^  —  6(»  +  l)  —  6(2iii  — 1) 

f)  BmrttkMMti^  dir  geneig^fiäcüg-ketniedriickeH  GttUtUetL 

§.     130. 

Berechining  des  HexakiBtetraSden  —a- \  Zwitchenaxen. 

DasHexakistetraCder,  als  der  allgemeine  Reprä- 
sentant aller  geneigtflächig  «semite^seralen  Gestalten, 
ist  allen  Berechnungen  derselben  zn  Grande-  zn  le^ 
gen.  Die  Hanptaxen  nnd  rhombischen  Zwischenaxen 
erleiden  keine  Veränderung;  allein  die  trigonalen 
Zwischenaxen  zerfallen  in  sämmtlichen  geneigtflächig- 
semitesseralen  Gestalten  in  zwei  ungleichwerthige 
Hälften,  indem  die  eine  Halbaxe  die  ursprüngliche 
CMsM  wie  iii  der  h<döSdrischen  Muttergestalt  be- 
hauptet, während  die  andre  einen  grosseren,  von  der 
VeigtteMning  der  ^weehselnden  Flächensysteme  ab- 
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hängigen  Werth  erhält.    Wir  nennen  jene  die  holoe- 
drische, diese  die  hemiädrische  trigonale  Halhaxe. 
Aufgabe.      Die    Grösse    der    hemi§drisahen 
trigonalen  Halbaxe  im  Hexakistetra^der ' 

— -—  2u  finden. 

Man  braucht  zu  dem  Ende  nur  die  Gleichung  ei- 
ner Fläche  F^  des  HexakistetraSders  mit  den  Glei- 
chungen der  im  Nebenoctanten  gelegenen  trigonalen 
Halbaxe  zu  combiniren.  Es  ist  aber  die  Gleichung 
von  jP  wie  oben 

und  es  sind  die  Gleichungen  der  erwähnten  Halbaxe 
y  —  z  =  0 
ar  +  z  =  0 

AT  +  jf  =  a 

Aus  ihrer  Combination  resultiren  die  Coordina« 
ten  des  Durchschnittspunctes,   wie  in  §.  107. 

mn 

und  daher  die  gesuchte  Grösse  *T^  der  hemiedrischen 
Halbaxe 

mu  +  m  —  n 
Will  man  T  als  Multiplüm  von  (/4^,  als  der  tri- 
gonalen  Halbaxe  des  Oktaeders  ausdrücken,  so  wicd 
der  Coä£Glcient  t  der  Vervielfachung 
T  —         3mii 
mn  +  m—n 

i  131. 

lPV>rt8etziing(  KantehliiiieiL 

Aufgabe«  Die  Grösse  der  Katitenlinien  dei 
Hexakistetraäders  zu  finden. 
Die   längsten  Kanten  A  des   Hexakisoktal^ders 
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bilden  in  nnverftnderter  Länge  die  kürzesten  Kanten 
des  Hexakistetra^ders ,  nvährend  sich  die  kürzesten 
Kanten  C  der  Mattergestalt  zn  den  längsten  Kanten 
der  abgeleiteten  Gestalt  ausgedehnt,  ihre  mittleren 
Kanten  B  aber  gftnzlich  verloren  haben.  Statt  ihrer 
sind  eine  nene  Art  von  mittleren  Kanten  ztim  Vor* 
scheine  gekomnien,  welche  man  auch  {oglieh  die  cha- 
rfakteristischen  Kanten  dieser  semitesseralen Ge* 
stalt  nennen  kann.  Bezeichnen  wir  die  kürzesten, 
mittleren  nnd  längsten  Kanten  des  Hexakistetraädftrs 
mit  A\  B*  nnd  C%  nnd  combiniren  wir  for  die  bei- 
den letzteren  «die  Coordinaten  ihrer  respectiven  End- 
pnncte  nach  der  bekannten  Formel  für  die  Distanz* 
linie  zweier  Puncte,  so  folgt 

«II» + 1» + » 

mH  +  m  —  n 

§.    132. 

Fortsetzung;  Yolamen. 

Aufgabe.    Das  Volumen  V  des  Hexakiste* 
traäders  zu  finden» 

Daa  Hexakistetraädet  besteht  aUs  24  dreiteitV» 
gen  Elementarpyramiden,  deren  jede  eine  der  Flfi- 
ehett  F*  mi  Ckrundfläche,  und  die  Elächennormde  N 
zur  Höhe  hat.  Wir  können  uns  aber  auch  dieselbe 
Pyramide  aus  zwei  Theilpyramiden  zusammengesetzt 
denken,  wenn  wir  durch  die  zu  ihr  gehörige  Haupt: 
axe  die  Ebene  des  Hauptschnittep  legen.  Betrachten 
wir  dann  den  innerhalb  der  Elementarpyr^onide  fal- 
lenden Theil  des  Hauptschnittes  als  die  gemeinschaft- 
liche Grundfläche  beider  Theilpyramiden,    so  ist  die 
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^ne  derselben  identisch  mit  der  bereits  berechnetea' 
Elementarpyramide  des  Hexakisokta^ders  mOn^  die 
ftndre   eine  Pyramide,     deren   Grundfläche   dieselbe, 

,  also  =  r-7 — r-Tv )  deren  Höhe  aber  eine  der  Coordi- 

2  (»  +  !)' 

naten   des   Poles   der    hemiidrisehen   tijgonalefli 
Halbaxe,  also: 

mn  * 

mm  +  m  —  n 
ihr  Inhalt  ivird  daher: 


«nd  der  Inhijt  v'  der  ganaen  Elementarpyramide: 

,  _  si»»' 

Da  nnn  das  Volomen  V  des  ganzen  Hexakis- 
tetraSders  =  24 v^,  so  folgt  endlich: 

Druckt  man  V*  als  Function  von  t  und  t  oder  auch 
als  Function  von  T  aus,  so  erhält  man: 

F'  —  A  tT  —      ^(»  +  ^)       V 
'^    —   9    "-«(n  +  l)-«  ^ 

f.    133. 

Fortsetzung;  Ob«dlftdie. 

Aufgabe.  Die  Oberfläche  ST  des  Hexakis- 
tetraSders  tu  finden. 
Aus  dem  Volumen  v'  der  Elementarpyramide  Iftsst 
•ich  nun  leicht  der  Flächeninhalt  A^  ihrer  nach  aussen 
gekehiften  Fläche,  d.  h.  einer  Fläche  des  Hexakiste^ 
tra^ders  finden.    Denn  es  ist: 

und  folglich 

A'  =  ^' 

^  —  N 
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Dardh  Substitution  der  WeFthe  von  N  nnd  t?'  wird 

üni  daher  24  A^  oder  die  Oberfläche  S^  des  gaözed 
HexakistetraSders ; 

i    134. 
Forttetmtig)   Flachenwinkel. 

Anijgkhe.    Die  Flächenwinkel  desHexakis- 
tetra^ders  zu  finden.    . 

Da  der  eine  Winkel  y  noch  aus  der  Mntterge- 
ütalt  ruckständig  ist,  so  haben  wir  nur  die  beiden 
Winkel  a'  und  </,  welche  von  den  Seiten  B%  C  und 
Ä^  V  eingeschloss^ii  werden,  zu  berechnen;  est  Ist 
aber  wiederum 


WC 

2A' 


tfita  =  "jj/^/ 


*"""  ^  A'ß' 
Man  findet  also  die  Sinus,  und  kann  entweder 
ans  diesen,  oder  aus  den  Gleichungen  der  Kanten- 
linieri  die  Cosinus  bestimmen,  worauf  denn  endlich 
für  die  Tahgenteh^  sli  die  im  Gebrauche  bequemsteif 
Functionen,  folgende  Wertbe  erhalten  werden: 

jonga   —  „[«(«2 +„  +  !)  + „(«,_!)] 
tangb'  =  tangb 


tank  er  =  2m«t^«M«^-fi)  +  »» 
*  (»!  +  «)(»  —  n) 


ii 
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§.    135. 
PoitMtraig;    Kantenwliikel; 

Aufgabe.    Die  Kantenwinkel  des  Hexakis- 
tetraSders  zu  finden.  * 

Da  die  kürzesten  und  längsten  Kanten  A^  und  C 
des  Hexakistetra^ders  bereits  berechnet  i;vnrden,  in- 
dem diese  nur  die  verlängerte  Kante  C,  jene  die  anch 
der  Länge  nach  unveränderte  Kante  A  des  Hexakis- 
oktaäders  ist,  so  bleibt  uns  nur  der  Winkel  der  cha- 
rakteristischen Kante  B^  zu  berechnen  übrig.  Setzen 
wir  die  Gleichung  der  einen,  zu  dieser  Kante  con- 
iribuirenden  Fläche  F 

so  trird  die  Gleichung  der  andern  Fläche  F* 

JL  ^   JL  4.  «  «,  1 

—  n   '    — m 

und  snbstituirt  man  die  Parameter  beider  Flächen  in 
den  allgemeinen  Ausdruck  für  den  Cosinus,  uo  folgt; 
p/  «11  (mn  —  2)      , 

"""^^   "       •i«(»^  +  l)  +  i** 
während     eo$A^  ss  eoiA 

eoiC^  =*=  eo$C 

Wenn  n  ^  -^,  so  wird  IT  «  C^ 

i    136. 
BttMhniuig  der  T^rigoododekaMer. 

Setzt  man  in  den  für  das  HexakistetraSder  be* 
rechneten  Formeln  n  ss;  «1,    so  erhält^man  die  zur 
Berechnung  des  Trigondodekaäders  dienenden  Aus« 
drucke,  wie  folgt: 
I.  Co€fficient  der  hemiidrischen  Zwischenaxe: 

Var  3 
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II.  Kantenlinien: 

A'  =-*^^|?p  =  ^  in  1.121;  diese  Li«l«" 

ist  jedoch  keine  Kantenlinie  mehr,  sondern 
nur  die  Höhenlinie  der  gleichschenkligen  Drei- 
ecke des  TrigondodekaSders. 
2£'  3=  2  /2;  es  fallen  nämlich  je  zwei  Kanten 
V  in  eine  gerade  Linie,  und  bilden  die  re- 
gelmässigen Kanten  des  Trigond^dekaCders. 
2Ki»+2i  +  3 

HL  Volumen: 

8« 


r=s 


M+2 

rV.  Oberfläche: 


^=       «  +  2 
V.  Hächenwinkel: 


"^«   ==     «  +  2 


tefifi'  =  tangb  in  f.  121;    der  Scheitelwinkel 
der  Flächen  ist  aber  =s  2Vy  nnd  daher  seine 

Tangente,   fang  2b'  =«  —  ^  — ^2*»  +  l~^ 

urie  a.  a.  O. 
Imtgif  sä  oo,  also  ef  =  90' ;    natürlich,  da  j« 
zwei  Kanten  W  in  eine  grade  Linie  fallen. 
VI.  Kantenwinkel: 

co$A*=^co$A  in f  121.  =—1,  also ^' =>  180*. 


«I»  +2 
2w  +  l 

+  2.  ♦ 

Für  M  =s  3  wird  JB'  =»  C. 

If 


<;o»C'=—  ^"Xo  =  «»^  »"»  i  121, 
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|.    137. 

B«i^cluRiilg  de«  Deltt^ddodekaMen. 

'  äetzt  man  in  ^n  iür  dat  Heju&utietraeder  Im^ 
reehneten  Formeln  »  &=  1,  so  gelangt  man  aof  die 
sor  Berechnung  dek  DekoiddödekaSden  dienlichen 
Ausdrücke  wie  folgt: 

L  Cofiffieient  der  hemiCdriachen  Halbaxe: 

>       3«» 
^  '^  Um  —  t 
Ü.  Kantenlinien  t 

'^      ^*»  +  ^ 

""      ^»^^ 
c  =  ^'^^Jt'^Zt^'*  *****  ^**  "*  J******* 

keine  Kantenlinie  mehr,  sondern  die  symme- 
trische Diagonale  der  Deltoide,  indem  je  zwei 
in  einer  Kante  C  susammenstossende  flächen 

in   eittfe  Ebene  fallen,    UmAU  'f—  in  ^ 


A  in  f.  122i 


fib«ig«ht. 
iil.  Volumen} 

tV.  Oberfläche  i  • 

°  4SI»  — 1 

V.  JFl&chenwinkel  i 

®       f^S*+i        ^  «(2—«) 

^      rSF+i  •(2+«) 
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Weil  nfimlkh  Je  swei  in  d^  Kante  O  zotam- 
menstoB«ende  Flächen  in  eine  Ebene  fallen,  so 
werden  2a^  und  26^  die  an  der  symmetrischen 
Diagonale  liegenden  ebenen  Winkel;  zugleich 
ersieht  )nan  aus  demWerthe  von  fang  2»^^  dass 
2a'>  =  <90?,  je  nachdem  fli>s=<2. 
yi.  Kantenwinkel: 

jy  '  «(«1  —  2) 

so$a  =  —  1,  also  C  =  180^. 

f.    138. 
Berechnung  des  Telraßd«](s« 

Setst  man  in  den  Formeln  für  das  Hexa^{steträ<$r 
4er  M  ss=  n  ==  1,  oder  in  jenen  für  das  Trigondodor 
kaSder,  oder  das  Deltoiddodekaßder  ss  =;r  1,  so  er^ 
\alt  man  die  Formeln  f3r  das  Tetraeder  wie  folgt; 
I.  Coäf&cient  d^r  hemi^dirischen  Halbaxet 

T  =  3~ 
n.  Kantenlinien: 

A'  =r  ^^,  2Ä'  =  2>^2,  C<  =  2y^4;  die  li- 
nien  A'  und  C^  sind  jedoch  keine  Kantenliniei^ 
mehr,  sondern  ihre  Summe  ^'  +  C  =  j/6 
bildet  die  Höhenlinie  der  Tetra^derflächen,  wfthr 
read  2B'  die  Kantenlinie  des  Tetrftä^ets  ist, 
ID*  Volumen: 

IV.  Oberfläche^: 

y.  Flachenwinkel: 

iang2a^  =2  j/S,  also  2«'c=?  66*  der  ebene  Win- 

'  kel  der  TetraCderflichen ;  tangV  Ist  gleichfalls 

aes  |/3,  weil  aber  sechs  Winkel  V  um  denselben 
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im  ein«   Ebene; 


Panel  liegen 9    so  fallen    sie' 
titngif  =s  oo,  elso  </  =  90'. 
VI.  Kantenwinkel: 

e9^9A  =  — '  1,  eo$B*  tsst  4.,  cotC  =*•*-!;  die 
beiden  Kanten  ^^  nnd  C^  verschwinden,  nnd  die 
Kwte  Bf  hM^^Ttf  31'  W. 

§.    139. 

Werthe  t«o  f  üni  r  ftr  ^«  bekaimtestM  €  ittaUia  ift  ihm^^toelgt- 
fUchi|S-hi9miedri8chen  Ersch^oiingsweue. 

Es  folgen  nun  in  diesem  nnd  dem  nftcbsteur  §.'  die 
berechneten  Werthe  der  CoSffiicienten  t  nnd  t  sowohl, 
als  der  Kantenwinkel  der  meisten  bekannten  Gestal- 
ten >  sofern  sie  geneigtflächig- hemi§drisch  auftreten. 

Co^fieUnten  der  trigonaien  EwUehenaxtH. 
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I^intenwinkel  der  bekanpten  Q^sUlUa  in  ibrsr  (Si6ii0l(tfl4ckig- 
nuigdrifcliQii  EiBcbaauagsWiBiiQ. 
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8)  BertekHMng  i«r  fmMtlJKeUg -itwnürUthe*  ßnUOttH. 

9-    141. 

Btf6cfamiog  dea  DyaUsdodekaeders;  Cooidinaten  dM  unregelaian« 
gen  Eckpunotet« 

Das  DyakisdodekaSAer,  als  dor  allgemeioe  Re-* 
Präsentant  aller  parallelfläohig-semitesseralen  Gestal-« 
ten  ist  allen  Berechnungen  derselben  zu  Gruide  zu 
legen.  Die  Zwischenaxen  behaupten  im  Dyakisdode^ 
kaSder  unverändert  die  Werthe,  welche  ihnen  im 
Hexakisokta€der  zukommjen;  sie  bilden  daher  keinen 
neuen  Gegenstand  der  Bereobnimg.  AUein  eina  aa- 
djre  Linie  nimmt  nnsfe  Aufinerksamkeit  fn  Ajüiprocb» 
welche  zwar  wegen  iJ^rer  TerändarllGhen  L^  nicht 
ab  «iniB  Axe  bezeichnet ,    nl^  nnoh  eben  sp  wenig 
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übergangen  werden  kann,  da  ihre  Kenntniss  sowohl 
für  4i^  Combinationslebre  als  für  die  Zeichnung  ^r 
parallelflächig-  semitesseralen  Gestalten  von  Wichtig- 
keit ist.  Diese  Linie  ist  der  aus  dem  Mittelpancte 
nach  dem  unregelmässigen  Eckpuncte  gezogene  Halb- 
inesser,  desi;en  Endpunct  die  Lage  jenes  Eckpnnctes 
bestimmt,  und  daher  durch  seine  Coordinaten  fixir) 
werden  muss. 

Aufgabe.     Die   Coordinaten    der    tinregel- 
mässigen  Eckpuncte  zvl  finden. 

Da  diese  Puncte  jederzeit  in  die  Ebene  eines 
Hauptschnittesi  fallen,  so  si|id  nur  zwei  Coordinaten 
zu  beriicksichtigen,  welche  sich  leicht  daraus  finden 
lassen,  dass  jeder  dergleichen  Punct  der  Durchschnitts^ 
punct  der  kürzesten  und  längsten  Kanten  zweier  Flä- 
chenpaare ist. 

Da  i|un  die  Gleichungen  der  genannten  Kanten« 

SO  erhalten, wir  für  die  gesuchten  Coordinaten  d^i^ ^lin- 
re^elmässigen  Eckpnnctes  wie  in  §.  109 

m(n  —  l) 

mn  —  1 

_  n(m-i) 

♦  i     142: 

For^etKung;  KantenUnien« 

Aufgabe.    Die  Kantenlinien  des  Dyakisdo- 
deka€ders  zu  finden. 

Da  die  Flächen  der  DyakisdodekaSder  gleich- 
schenklige Trapezoide  oder  auc*h  dergleichen  Trapeae 
sind,  so  haben  wir  nur  drei  ihrer  Seiten  als  die  ge- 
suchten K-antenKnien  su  berechnen.    Wir  wdUien  sie 
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als  kSrxeste,  längste  und  mittlere  Kanten  niiterscheli» 
den,  and  mit  den  Bachstaben  A"^  BT  and  C^  beseicii- 
nen ;  dann  sind  die  charakteristischen  Konten  die  mit 
A^  bezeichneten. 

Die  Kante  A^  Tfird  begränzt  Ton  einem  rhombi- 
schen Eckpunote,  dessen  Coordinaten 

:r  =  0     y  =  0      z  =  i 
and  von  einem  unregelmässigen  Eckponcte,    dessea 
Coordinaten 

m(n  —  1)  n(m  —  j) 

tnn  —  1  »I»  —  i  '  ^    ' 

Die  Kante  B"  wird  begränzt  Ton  demselben  ari- 
regelmässigem  Eckpuocte  und  von  einem  rhombischen 
Eckpuncte,  dessen  Coordinaten 

x  =  ±      y  =  0      z  =  0 
Die  Kante  C*  endlich  wird  wiederum  von  den^- 
selben  unregclmässigen    und   einem  trigonalen  Eck« 
puncto  begränzt,  dessen  Coordinaten 

.___ m» 

Combinirt  man  die  Coordinaten  je  zweier  Puncte  nach 
der  bekannten  Regel  für  die  Distanzlinie  derselben, 
so  findet  sich 

mn  —  1 
y  ^  {m  —  i)ViinPi 
m»  —  X 

{«Ml  +  si  +  n)  («««-- 1) 

|.    143. 

Foittetzqiig;  Volnaieii. 

Aufgabe«,   Das  Volumen  F'  des  DyakjigdQ- 
dekaCderi  x«  finden.- 
Daa*  Dyakiidod^kaMer  besteht  aas  24  vierseiU* 
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gen  Elementarpyramiden,  dered  Grundflächeu  die  Be* 
gränzoBgsflächen,  und  deren  Höhe  die  Normale  iV  der 
Gestalt.  Wäre  also  der  Flächeninhalt  A"  einer  Flä- 
che des  Dyakisdodek^Sders  bekannt,  so  wäre  zugleich 
das  Volumen  einer  Elementarpyramide ,  und  folglich 
das  Volumen  der  ganzen  Gestalt  gefunden.  Da  aber 
der  Flächeninhalt  A'^  unbekannt  ist,  so  müssen  wir 
die  Elementarpjramide  auf  andre  Art  zu  bestimmen 
lachen.  Man  lege  durch  den  Mittelpunct  der  Gestalt, 
so  wie  durch  den  rhombischen  und  trigonalen  Eck- 
punct  einer  jeden  Fläche  eine  schneidende  Ebene,  so 
wird  die  yierseitige  Elementarpyramide  in  zwei  drei- 
seitige Pyramiden  zerlegt,  deren  Grundflächen  in  zwei 
Hauptschnitten  liegen,  während  ihre  Höhen  die  Coor* 
dinaten  des  trigonalen  Eckpunctes  sind.  Es  kommt 
daher  nur  noch  auf  die  Berechnung  jener  zwei  Grand- 
flächen an.  Beide  haben  eine  halbe  Hauptaxe  =  1 
zur  gemeinschaftlichen  Grundlinie,  während  ihre  Hö- 
hen die  oben  gefundenen  Coordinaten  des  unregel- 
mässigen Eckpunctes  sind.  Die  eine  an  der  Kante  A' 
.  liegende  Grundfläche  wird  daher 

2(««  — 1) 
die  andre,  an  der  Kante  W  liegende  Grundfläche 

—   <^  —  ^) 
2(mn  —  {j 

Multiplicirt  man  jede  dieser  Grundflächen  mit  |-  der 
Coordinate  des  trigonalen  Eckpunctes,  und  addirt  dar- 
auf die  gefundenen  Producte,  so  folgt  9"^  oder  das 
Volumen  der  Elementarpyrunide 

»  _       ms  (2«in  —  st  —  n) 
^   ~  6(fli«  — l)(flts  +  si  +  #i) 
und  r%  oder  das  Volumen   des  Dyakisdddekadders 
selbst 
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FoTtsetenng;  Oberflädie. 

Aufgabe.  Die  Oberfläche  S*  des  Dyakis- 
dodeka^ders  zu  finden. 
Aus  dei6  Volumen  v"  der  Elementarpjramide  und 
der  bekannten  Flächennormale  N  lässt  sich  nun  leicht 
der  Flächeninhalt  A*^  ihrer  vierseitigen  Grundfläche, 
oder,  was  dasselbe  ist,  der  Inhalt  einer  Fläche  des 
Dyakisdodekaäders  finden.    Denn  es  ist 

also       A"  =  -lij- 
JV 

Sabstituirt  man  für  iV  und  v''  ihre  Werthe,  so  wird 

^#  ^  (2mn-m  —  n)  t^ii^n^  +  l)  +  7ii 
2(m»  —  1)  («in  +  «•  + 1») 
«nd 

l    145. 

Fortsetzung;  FlächeowinkeL 

Aufgabe.    Die  Flächenwinkel  des  Djakis- 
dodekaSders  zu  finden« 

Wir  wellen  die  vier  Winkel  bezeichnen  wie  folgt: 
Winke)  f  wischen  Seite  B"  und  C"  =9  o* 

-      C  und  ^'  =  c* 
.      A''  mdB"  z^dr 

Um  nun  dia  Fläcbeii  der  Oj^isdodekaedet  viM- 
mmüg%  F^paie^  sind,  'so  wurde  ^e  Berechnung  der 
Winkel  aM  dem  bkalte  und  den  Seite«  etwas  miib- 
mmm  sejn.  Für  die  beiden  an  den  unregelmiMogeti 
E^km  liegenden  Flftckenwinkel  «^  und  cf'  sind  wir 
dieesr  MSkm  fikmAohmty  indem  wir  filr  sie  die  nadi 
aiasen  gewendeten  Grundflächen  der  oben  beredbttn- 
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ten  beiden  Theilpyramiden  benutzen  können.  Dividi- 
ren  wir  nämlich  das  Voluinen  jeder  dieser  Theilpy- 
ramiden mit  4-  der  Flächennormale,  so  erhalten  wir 
die  nach  aussen  gerichteten  Grundflächen  derselben, 
oder  die  beiden  Dreiecke,  in  welche  die  Fläche  des 
DyakisdodekaSders  durch  die  Diagonale  aus  dem  rhom- 
bischen Eckpuncte  getheilt  wird.  Nennen  wir  das 
an  der  längsten  Kante  £'  liegende  Dreieck  i,  find 
das  andere  J%  so  wird 

^  _n(m  —  1)  ^« (n^  +  1)  +  n"^ 

2(mn  —  1)  (»»»  -f- 1»  +  I») 
M  «.  m(n^i)Vm^(n-  +  i)  +  n^ 
-      ^    2(«iÄ~l)(iiiii-hm  +  J») 
und  man  findet 

.     »  2* 

Aös  diesen  Sinus,  oder  aus  den  Gleichungen  der 
Kantenlinien  j4%  V  und  C  kann  man  nun  die  Cosi- 
nus von  a'^  und  ^  bestimmen,  wodurch ^  man  denn 
endlich  auf  die  Tangenten  gelangt. 

Für  die  beiden  Winkel  V  und  cT  aber  kommt 
man  kürzer  zum  Ziele,  wenn  man  sie  entweder  un- 
mittelbar, mit  Hülfe  der  Formeln  der  sphärischen 
Trigonometrie  aus  den  Kantenwinkeln,  oder  mittehi 
4er  Gleichungen  der  sie  einschliessenden  Seiten  C^C* 
und  AiB*  nach  der  bekannten  Formel  für  den  Cosir 
BUS  des  Winkels  zweier  Linien  im  Räume  bestimmt. 
Aus  den,  auf  die  eine  oder  die -andre  Art  gefimdencA, 
Cosinus  gelangt  man  auf  die  Sinus,  und  durch  Com- 
bination  beider  auf  die  Tangenten.  Die  Resultate 
dieser,  zum  Theil  etwas  weitläufigen,  aber  dmrcfa 
zweckmässige  Substitutionen  f  ehr  abzukirsenden  Rech- 
nungen sind  endlich : 
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mH(m  +  n  +  i) 


•  _      »(«n  —  1)  >^>»^(»^.  +  1)  +  n^ 

tangdr  «=  ^'(Ji»  +  1)  +  »• 
i.    146. 

Fortsetzung.    Parallelkantige  Dyakisdodekaeder. 

Da  sich  gewisse  DyakisdodekaSder  dadurch  aus-k 
zeichnen,  dass  die  Kahtenlinie £^  der  gegenüber  lie- 
genden Kantenlinie  C  parallel  läuft,  weshalb  auch 
für  sie  der  Name  der  parallelkantigeh  Dyakis- 
dodekaMer  vorgeschlagen  wurde  (§.  85. )f,  fto.ist  in 
ihnen 

c*  +  iT  =  180* 

also      tangd'  =  —  iang^ 

die  Bedingnngsgleichung  für  jenen  Parallelismüs ;  ent- 
wickeln wir  dieselbe,  so  folgt 2 

(«»  +  l)(»i  — »«)  =0 
oder  «I  =  n» 

alA  die  Relation  der  Parameter,  welche  nothwendig 
Statt  finden  muss,  wenn  das  DyakisdodekaSder  ein 
parallelkantiges,  oder  jede  seiner  Flächen  ein  Tra- 
pes  seyn  soll.   Von  den  bekäfinten  Varietäten  besitzt 

daher  nnr  j — —  1  diese  Eigenschaft.     Für  die  con- 

vergentkantigen  DyakisdödekaSder  ist  m^Ji^,  filr 
die  divergentkantigen  dagegen  m<t^^\  j^n^  nähern 
sieb  den  Triakisokta^dem,  diese  den  Ikositetraädern; 
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i    147. 

Fortsetzung;  KAntenwinket 

Aufgabe.     Die  Kantenwinkel   des  Üyakis- 
'     dodeka^ders  zu  finden. 

Wir  lassen  den  Kanten  ihre  oV^e  Bezeichnung, 
so  ist  zuvörderst  klar,  dass  If  =  B,  Was  nun  die 
beiden  andern  Kanten  betrifft,  so  sind,  ^enn  die  Glei- 
chung der  einen  zu  ihnen  contribuirenden  Fläche  Fi 

die  Gleichungen  der  beiden  Flächen  jP  und  i^,  wels- 
che mit  i^  die  Kanten  C*  und  A"  bilden, 

^  +  X  +  £«:l  ' 

m         n 

m  ,       n 
Setzt  man  die  Parameter  der  Flächen  F  und  F%  so 
wie  der  Flächen  F  und  F^  in  den  allgemeinen  Aus- 
druck für  den  Cosinus  des  Neigungswinkels  zweier 
Flächen,  so  folgt: 

j»  m^n^  —  i)  +  n^ 

COm  UM      *52    ^—  _  / — r — -      . » — .    ■      _  - 

m^(n^  4- 1)  +  »• 
eofB*  SS  cosB 

«»'(«* +4)  +  «* 

i.    148. 
Berechnung  der  Peotagoiidodel^aeder.. 

Setzt  man  in  den  fär  die  DyakisdodekaMer  h^ 
rechneten  Formeln  «i  =  oo,  so  erhält  man  die  For« 
mein  fär  die  Pentagondodekaeder,  wie  folgt: 

I.  Coordinaten  des  unregelmässigen  Eckpunctes: 

M  «=£  I     Z  »  1 
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n.  Kafitenlimen: 

n 

J5»  — s  L — ^^^j  diese  Linie  ist  jedoeh  keine 

Kantenlinie  mehri   sondern  nox  die  Höhen- 
linie der  symmetrischen  Pentagone. 

^    ~     An  +  i)n 
JH.  Volomen: 

4(2»-! 

•  +  1 
IV.  Oberfläche: 

^_  12(2»— l)ySMri 

*  -      ör+i)i 

y.  FlSchenwinkel: 

n*  i/|)>  j.  1  n» )i« i 

te^Ä  = ^  nndco#&=-^^,^^^^ 

iangd'^  oo,  also  iT  =  90*. 

Weil  nimlich  je  zwei  in  .einer  Kante  £^  zn- 
SMunenstossende  flächen  in  eine  Ebene  nnd 
je  zwei  Kanten  A*  in  eine  Linie  fallen,  so 
Terschwindet  der  ebene  Winkel  dl*  imd  je  zWei 
Winkel  tt  vereinigen  sich  zn  dem  einzelen  Win« 
kel  der  symmetrischen  Pentagone. 
VI.  Kantenwinkel: 

ce,^^  =  ___ 

eoiBT  =r  —  1,  also  ir  sa  180^ 
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Anmerkang,  Füv  4a8  regelmässige  Pentagon- 
dodeka^der  der  Geometrie  ivird  gefordert: 

1)  2A^  =  C 

2)  co$2a!'  =  coiV  =?  coic" 

3)  coiA^  =  ^OfC 

Ist  eine  dieser  Bedingungen  erfüllt,  so  sind  es 
aiich  die  beiden  andern;  jede  derselben  fuhrt  aber 
auf  den  Ableittingsco6f&cienten 

Das  regelmässige  PentagondodekaSd^t  kann  da-^ 
ber  im  Gebiete  der  Kryätallförmen  nicht  vorkommen. 
Weil   aber  der  Näherungswerth  Ton  n  =  1,618 . .  .^ 

80|  würde  das  PentagondodekaSder  — ^,    und  noch 

mehr  — ^  öder  — ^^  dem  regelmässigen  Dodekai^^ 
der  sebr  nahe  kommen,  wie  ihm  denn  von  den  be- 
kannten  Varietäten  — —^  am  näehsten  steht. 

§.    14^. 

Werthe  Ton  i^x  und  e  für  di«  bekaiinteaten  €kstalten  in  ihrer 

paräUelflächig^heiiii^drischen  Erscheinungswöiie» 

Es  fdgeii  nun  in  die^m  niid  dem  nächsten  |^  did 
b^r^cimetep  Werthe  des  Coäfficienten  t  nnd  der  Cö^ 
ordinaten  ä;  und  z  des  anregelmässigen  Eckpnnctes, 
86  wie  der  Kantenwinkel  der  bekanntesten  Gestalten, 
sofern  solche  parallelflächig*- bemi€drisch  adfbeten. 
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Gestalt. 

f 

X 

.  z 

204? 

\ 
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110^ 

4S 

i-i 
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7    X" 

JJ 

J7 

,    5T 

30  f 

4 

f 

\ 

v.Qn. 

»1 

<3 

4A 

^M^     • 

1« 

•  J 

s'j 

402 

7 

\ 

♦ 

öOi 

4 

TT 

10 

70^ 

21 
1  1 

5  j 

% 

804 

1± 

24 
31 

ooO* 

4 

i 

00O4 

+ 

oc02 

2 

f 

oc03 

t 

1 

ooOj 

* 

f 

oc04 

^ 

* 

f.    150. 

Kantenwinkel  der  bekannten  Gestalten  in  ihrer  paranelfläcbi^ 
bemi^drischen  Brscbdnnngsweise. 


G^attlt. 

tOiA" 

cojg'' 

b£J 

wrjik^i  ^-^ 

)  WinkH  B" 

[  Winkfll  C 

'ny\\ 

:;  1 

5  9 

112*'I7'IJ8" 

t3()"2.r5ü''  xbr^i'^'i^ 

W' 

3;»  5 

3*5 

112  47  21 

138  45  18il5127  35 

304^ 

6 

»3 
TT 

J  i 

tl5  22  37 

148  59  50  141  47  12 

t^x^ 

1  i  S 

1  ^S 

t  0  1 

132  38  32 

152    6  47  131  38  42 

402 

i  1 

1  1 

128  14  48 

154  47  28 

131  48  37 

504 

J  7 

TT 

3  J 

119    3  33 

IfiO  32  13 

131    4  56 

70^ 

±1 

A4 

TT 

3  1 

5  0 

134    1  13 

165    2  20 

121  42  49 

804 

6» 

6? 

£9 

152    8    9 

166  10  17 

U2    8  11 

ooOi 

4i 

TT 

102''40'49'' 

— - 

119°11'47* 

oc04 

1   1       1 

1  \ 

112  37  12 

— 

117  29  11 

oc02 

\ 

^ 

126  5212 

— 

113  34  41 

0C.03 

1  L>         ' 

143    7  48 

, 

107  27  27 

ocQlt 

4S 
1  } 

1-4 
5  1 

148    6  33 

— 

105  18  59 

oc04 

17 

47 

151  65  40 

— 

103  36  32 

I. 


12 


Digitized  by  VaOOQlC 


178  fleine  KrystaUogriS^hie. 

Viertem    Capitel 

Von   den  Con^binationen  des   Tesseralsy- 
stemes.  ; 

|.     161. 

▲llgemeino  Entwicklung.         ^ 

Die  allgemeine  Entwicklung  der  tesseralen  Com- 
binationen  hat  durchaus  keine  Schwierigkeiten,  in- 
dem die  verschiedenen  dahin  giehörigea  Bestimmun- 
gen jedenfalls  dutch  seht  einfache  Hülfismittel  zu  er- 
halten sind.  £s  tiestimmi  sich  nbmlich  für  jede  Com- 
bination 

1)  die  Z&hligkeit,  nach  deij  Re^4l  in  §.  66, 

2)  die  Grundgestalt,  ein  für  alle  ^gji  als  das 
Oktaeder, 

3)  der  Charakter,  nach  demselben  einfachen  Kri- 
terium, welches  uns  schon  bei  der  Erkennung 
der  hemißdrischen  Gestalten  diente,  indem  jede 
holo§dris(^e  Combination  in  beiderlei  Normal- 
stellung absolut  dasselbe  Bild  gewähren  musa, 
während  jede  semitesser^e  Combination  eine 
abweichende .  Lage  und  Verknüpfung  gewisser 

'  ihrer  r^grän^ngselemente  erkennen  lässt.  Das 
Daseyn  oder  der  Mangel  der  Gegenflächen  för 
aile  oder  geUisse^  Flächen  entscheidet  endlich 
darüt>er^  ob  eine,  bereits  fiir  semitesseral  er- 
kannte Combination  geneigtflächig-  oder  paraf- 
lelflächig- semitesseral  s^y. 

4)  Der  allgemeine  und.  be&ondre  Name  imr 
Gestalten,  tfaeils  nach  der  Zahl,  theils  nach  der 
Stellung  der  gleichartigen  Ttächen.  So  werden 
8.  B.  6  gleichartige  Flächen  immer  das  Hexae- 
der, 8  gleichartige  Flächen  immer  das  Oktaeder 
anieigen,  und  12  dergleichen  Flächen  in  einer 
hololSdrischen  Combination  immer  dem  Rhomben- 
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dodekaSder  aiig«hdreii.  Auch  wird  man  nur  die 
Combinaftion  in  normale  Stellung  sn  bringen  ha* 
ben^  um  sogleich  ans  der  Lage  oder  Stellung 
der  gleichartigen  Flächen  auf  die  Art  von  Ge« 
stalten  sohliessen  2a  können,  welcher  sie  an^ 
gehören  miissen,  weil  sich  ja  die  Gestalten  über«^ 
banpt  nnr  in  derjenigen  Stellung  combiniren 
können,  in  welcher  sie  abgeleitet  werden  (§.  64.). 

§.     162. 

Besondre  EntwickloDg. 

Die  besondre  Entwicklung  der  tesseralen  Combi* 
nationen  setzt  eine  genaue  Bekanntschaft  mit  den 
mdgflichen  Combinationsverhältnissen  der  tesseralen 
Gestalten  voraus,  und  macht  daher  eine  allgemeine 
Untersuchung  dieser  Verhältnisse  nothwendig,  welche 
wegen  der  so  Terschiedenen  Erscheinungsweise  der 
hoIo§drischen  und  hemiSdrischen  Gestalten  in  zwei 
Abtheilungen  zerfällt.  Dabei  kann  jedoch  zunächst 
nur  auf  die  binären  Combinationen  Rücksicht  genom- 
men werden,  weil  sich  die  allgemeine  Theorie  der 
drei  -  und  mehrzähligen  Combinationen  in  eine  Un« 
zahl  von  Problemen  verlieren  würde,  ohne  doch  für 
die  Anwendung  besondre  Vortheile  zu  gewähren; 
denn  eine  jede  mehrzählige  Combination  lässt  sich  in 
binäre  Combinationen  zerfallen,  und  dann  nach  Men- 
selben Regeln  entwickeln   wie  diese. 

TJm  jedoch  wenigstens  die  interessantesle  und  am 
häufig^sten  vorkommende  Modalität  der  tornären  Com- 
binationen, da  nämlich  die  Combinationskanten  zweier 
(Gestalten  durch  die  Flächen  einer  dritten  Gestalt  ab- 
gestumpft werden,  zugleich  mit  zu  berücksichtigen,  so 
wird  in  den  unten  folgenden  §§. ,  welche  der  beson- 
dere Parstellung  der  binären  Combinationen  gewid- 
met sind,  nach  der  jedesmaligen.  Angabe  der  Yer- 
hiltnisse  je  zweier  Gestalten,  die  Comliinationsglei- 

12^ 
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chang  (§.  66)  in  derjenigen  Form  mitgetheilt  werden, 
in  weleher  sie  sieh  unmittelbar  anf  die  Abstnmpfungs- 
flärhen  der  Combinationskanten  derselben  beiden  Ge- 
«taitjen  bezieht. 

Was  endlich  die  Darstellung  der  binären  Combi- 
nationen  insbesondere  betrifft,  so  ist  es  keinem  Zwei- 
fei  unterworfen,  dass  selbige  an  Verständlichkeit  und 
praktischer  Brauchbarkeit  bedeutend  gewinnt,  wenn 
man  jederzeit  eine  der  Gestalten  als  die  vorberr- 
sehende  denkt*)  und  die  von  Werner  erfundene  re- 
präsentative Beschreibungsmethode  zu  Hülfe  nimmt. 
Weshalb  wir  uns  denn  auch  dieser  beiden,  die  Ein- 
bildun^kraft  sehr  unterstützenden,  Hüllsmittel  durah- 
gängig  bedienen  werden. 

A.    Teuerale  Combinaiionen^ 

f.    153. 

Combinatioii  zweier  HexakisoktaedeTw 

Das  Hexakisokta^der  mOn  ist  der  altgemeine  Re- 
präsentant aller  tesseraler  Gestalten ;  wir  werden  also 
auch,  um  die  Gesetze  der  binären  tesseralen  Combi- 
nationen  in  der  grössten  Allgemeinheit  zu  entwickeln, 
zuvörderst  die  Combinationsverhältnisse  zweier  Hei^a- 
khoktaßder  mOn  und  m^Ot^  zu  untersuchen  haben. 
Wiewohl  nun  die  Ableitung  in  allen  Gestalten  des 
Tesseralsystemes  durchaus  die  gleiche  und  unverän- 
derliche Länge  derHauptaxen  voraussetzt,  so  scheint 
es  doch,  als  wurden  wir  bei  der  Betrachtung  der 
Combinationsverhältnisse  diese  Voraussetzung  aufhe- 
ben müssen,  da  selbige  allerdings  eine  dem  Begriffe 


*)  DaM  dardi  diese  Annahme  eine  jede  binäre  Combioation 
sweima)  in  Betrachtung  kommt,  kann  kaum  als  eine  Wiederholung 
SBgesehen  werden,  da  eine  und  dieselbe  Combination  eine  gans 
sndre  Physiognonue  erhält.  Je  nacfiidem  die  eine  oder  die  andre 
Oestak  die  yorhemdiende  ist. 
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der  Combination  widerstreitende  Forderung^  enthält. 
Weil  indess  zur  Beurtheilung  dieser  Combi nations- 
Verhältnisse  nur  erfordert  wird,  die  relative  Lage 
der  Flächen  beider  Gestalten  za  kennen,  so  gewährt 
es  grosse  Erleichtetung,  diesen  Flächen  ursprünglieh 
gewisse  gemeinschaftliche  Dorchschnittspuncte  anzn«- 
weisen,  zn  welchen  sich  denn  die  Pole  der  Hanpt- 
axen  am  natürlichsten  darbieten,  ab  welche  schon 
in  ,der  Ableitung  als  die  gemeinschaftlichen  Cardinal« 
puncto  sämmtlicher  Gestalten  hervortraten. 

Sind  uns  also  zwei  Hexakisokta^der  oiO/i  und 
fli^O^i^  gegeben,  so  wissen  wir,  d'ass  solche,  wie  sie 
auch  beschaffen  seyn  mögen,  gleiche  Länge  und  mit-« 
hin  coincidirende  Pole  der  Haupt^xen  haben.  Da 
nun  auch  die  rhombischen  und  trigonalen  Eckpnncte 
für  beide  Gestalten  in  dieselben  Linien  fkllen ,  so 
wird  offenbar  die  Erscheinungsweise  der  Combination 
von  der  Grösse  der  beiderlei  Zwischenaxen ,  oder, 
was  dasselbe  ist,  von  der  Grösse  der  beiderlei  Co^f- 
ficienten  t  und  r  abhängen.  In  der  That  ist  auch  die 
Theorie  der  binären  Combinationen  mit  diesen  beiden 
CoSfßcienten  vollständig  gegeben,  und  unabhängig 
von  allen  andern  Hülfsmitteln  am  entwickebu 

t    154. 
AegelmSfaige  CombioatioiüTerbaltDiBse  zweier  Hexakisoktaeder. 

Man  sieht  leicht,  dass  unter  beständiger  Voraus* 

Setzung  der  Coincidenz  der  Pole  der  Hauptaxen  die 

Bedingungen  für  den  Parallelismus  der  dreierlei  Kanten 

beider iVMtolten  mOn  und  m'Oik'  folgende  sind: 

1)  lhiiüln|ismus  der  längsten  Kanten,  wenn  f  =x  t 

9|  Paralle^lmius  der  mittleren  Kanten,  wenn  r'  ^=!:^  r 

3)  Parallellsmus  der  kürzesten  Kanten,  wenn  -jsss-t- 

r        r 

Setzt  man  statt  /,  i\  r  und  r'  ihre  Werthe,   so  er- 
hält man  die  Bedingangen  für  dieselben  Parallelismen 
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nnmittelbar  diiTch  die  Ableitungscoiffieieniea  auage- 
dr&ckt;  es  ist  nämlich: 

1)  f^  ==s  ^  wenn  -7-; — >  i=  — ; — 

2)  r'  Ä=  r  wenn  n'  =  n 

3)  -v  =  — wenn — 1--I— t  =  -A-J — l 

^   Die  diesen  Bedingungen  entsprechenden  Combi- 
nationsverhältnisse  aber  sind: 

1)  Für  V  =  t^   Zuschäffong  der  l&ngsten  Kanten, 

2)  für   f^  :=^  Ty  Zuschärfung  der  mittleren  Kanten, 

t'  t 

3)  für  -7-  ;=  — ,  Zoschärfong  der  künesten  Kanten 

der  einen  Gestalt. 
Welche  Gestalt  diese  Zuscfaärfungen  hervorbringt 
oder  erleidet,    das  hängt  im  ersten  und  dritten  Falle 
von  der  Grösse  der  CoSfficienten  r  und  r',  im  zwei- 
ten Falle  von  der  Grösse  der  CoSfficienten  t  und  V  ab. 

8.     156. 
UnregelmäMige   Combinatioiisverhältiüsse  zweier  HejEakisoktaeder. 

Ausser  diesen  regelmässigen  Combinationsverhält- 
nissen  zweier  Hexakisokta^der  giebt  ^%  aber  auch 
noch  andre,  welche  wenigstens  im  Allgemeinen  fixirt 
werden  können,  und  sich  dadurch  von  den  bisher  be- 
trachteten unterscheiden,  dass  die  Combinationskan- 
ten  kein^er  der  Kanten  weder  von  mOn  noch  von 
M^Oü^  parallel  laufen. 

Wegen  der  allgemeinen  Bestimmung  MHLage  der 
Combinationakante  bedürfen  wir  für  diese  VerhÜtnisse 
eines  unzweideutigen  Sprachgebrauches.  Wenn  nftm- 
Kch  eine  Fläche  F'  von  m'On\  als  uAtergeordneter, 
mit  einer  Fläche  F  von  «O»,  als  vorherrschender 
Gestalt,  zum  Durchschnitte  kommt,  so  ist  die  Lage 
der  Combinationskanle  beider  Flächen  in  Bezug  auf 
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Ae  KanteQ  der  Toriierrsehendeh  G#stak  cd  b^stim- 
meD,  wie  folgt. 

Die  CombiBsdoiuikaBte  wird  immer  swei  Kanten 
4fiff  näehd  jPaehaeiden,  und  dadorcfa  eine  gewisse 
La^  gegen  die  dritte ,  nicht  unmittelbar  geschnittene, 
Kante  erhalten.  Sie  wird  ihr  nämlich  entweder  par* 
allel  oder  nicht  parallel  seyn;  im  letzteren  Falle 
kommt  es  auf  dieJUchtuog  an,  nach  welcher  sie  mit 
derselben  convergirt.  Da  nun  jede  Kante  durch  zwei 
verschiedene  Eckpuncte  bf^gränzt  wird, -so  wird  die 
Combinationskante  m&t  der  nicht  geschnittenen  Kante 
von  F  entweder  nach  dem  einen  oder  hach  dem 
andern  Eckpuncte  hin  convergiren,  und  durch  die 
Nennung  dieses  Eekpunctes  ihrer  Lage  nach  fan  All- 
gemeinen zu  bestimmen  seyn. 

%.     156. 
AUgemeine  Uekersidit  ^r  Combiiuitioneii  sweior  H^xakisokta^der. 

Nach  dieser  vorläufige!!  Bestimmung  können  wir, 
nun    die  Combinationsrerfaältnisse   zweier  Hexakis- 
okta€der  ziOü^und  m'Ont  in   Folgendem   isusammen 


*)  Zur  Abkürzung  des  Textes  und  Kür  Erleichterong  der 
Uebenicht  sind  io  den- n&chsten  ||.  folgende  Abbreviaturen  gd«> 
brancfat  worden: 

dreifl.  =.  dreitacbig  -  -  '        ditetr.  =  dltetragonal 

Tieifl.  =3:  nerflictug  ditrig.  =  ditrigonml 

secbsfl.  =  secbtfläcbig  rbomb.  =:f  rhombisch 

achtfl.  =  achtflächig  oonrgt.  z=i  eonrergent 

CV.  =  ComblnationsYerhält-  Zusp.  =  ZuspitzuDg 

nlss  Zosch.  =  ZOsohärfnng 

CG.=:Combuiationsgleichang  Abst.  =  Abstumpfung 

CK  =  Combinationskaiite  Zuspfl.  =:  Zuspitzongsflächea 

Bcfcp  =z£ckpnnct  Zos€hfl.st;2aith&rfüttgsflächen 

jteir.  =:  tetragonal  Abstfl.  ==:  Abftnvpfuugsflachen 
trig.  -s^  (rlgenal 
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Es  bilden  an  mOh,  als  vorkerraohendar  Gestalt, 
Flächen  von  m'Om^ 
Znschärfangen  der  Kanten,  nnd  swar: 

1)  der  längsten  K.,  wenn  1^ s^nnd  i^>r,  felgbek 

^<l;rig.51. 

2)  der mitderonK, wenn r^aer und f'^^folg^lA 

^>l;Rg.52. 

ff  f 

3)  der  kürzesten  K.,  wenn  p=  —  nnd  r^K,r^  folg- 
lich f<t;  Fig.  53. 

Achtfl.Zusp.  der  ditetr.  Ecke,  wennr'>r 
und  f^ty  nnd  swar  sind  die  CK.  mit  den  kür- 
zesten Kanten 

ff       f 

4)  parallel,  wenn  -^=s  — , 

t^      t 
ö)  convgt.nach  dem  rhomb.  Eckp.,  wenn-7>>— , 

ff       f 

6)  convgt.  nach  dem  ditrig.  Eckp.^  wenn*7<<— ; 

Fig.64. 

SechsfLZnsp. der  ditrig. Ecke,  wennf'^i; 

ff       f 

und  •-;^— ,   und  zwar  sind  die  CK.  mit  den 
r       r 

mittleren  Kanten 

7)  parallel,  wenn  r^  z:»  r^ 

8)  convgt  nach  dem  ditetr.  Eckp.,  wenn  r'  >  V, 

9)  oonvgt.  nach  dem  rhomb.  Eckp.,  wenn  r^^r; 
Fig.  66. 

Vierfl.Zusp.def  rhomb.Ecke,  wenn/<r 

f       t 
und  -p^^y   lind  zwar  sind  die  CK.  mit  den 

längsten  Kanten 

10)  parallel ,  wenn  i'  s  t\  Fig.  66» 

11)  convgt.  nach  dem  ditetr.  Eckp,  wennl^^f, 

12)  oouTgt.  nach  dem  ditrig.  Eckp ,  wenn  f  <,t. 
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In  dtesea  19  T^flen,  welclm  sich  auf  6  redacaren^ 
wenn  man  das  Yerhältniss  des  Yorherrschens  der  ei* 
nen  Crestab  nicht  berücksichtigen '  Mrill,  sind  alle, 
durch  blosse  Disenssion  der  Werthe  von  t  und  r  su 
bestimmenden  Combinationsverhältnisse  entchöpft,  wel- 
die  zwischen  swei  Hexakisokta^dem  Statt  finden  kön- 
nen« Da  aber  Jede  andre  tesserale  Gestalt  als*  ein 
HexakisoktaCder  betrachtet  werden  kann,  so  begreift 
man  leicht,  dass  auch  für  die  binären  Combinationen 
d^r  übrigen  tesseralen  Gestalten  die  wichtigsten  Re- 
geln in  vorstehenden  12  Fällen  angefunden  sind.  Wie 
nun  in  dieser  Hinsicht  das  Besondere  aus  dem  Allge- 
meinen abzuleiten  sey,  das  wird  aus  dem  nächsten  §. 
klar  werden,  in  welchem  wir  beispielsweise  die  Combi- 
nationsverhältnisse  desHexakisoktaSders  mit  den  übri- 
gen 6  Arten  von  tesseralen  Gestalten  aus  den  gefunde- 
nen 12  Regeln  bestimmen  wollen.  Dass  übrigens  viele 
andre  eminente  Combinationsverhältnisse  hervorgeho- 
ben werden  könnten,  deren  Bestimmung  nicht  zunächst 
nnd  unmittelbar  durch  die  Werthe  von  /  und  r  gege- 
ben ist,  versteht  sich  von  selbst;  doch  werden  solche 
immer  unter  einen  der  12  fälle  gehören,  und  nur  als 
besondere  Modalitäten  desselben  erscheinet!,  wie  wir 
selbst  mehrfach  zu  sehen  Gelegenheit  haben  werden. 

i    157. 
AUgemdiie  Discuwion  der  Combinationen  des  Hexakitoktaeden 

1)  Mit  m^{iff%  es  bilden  die  Flächen  eines  zweiten 
Hexakisokta^ders  wlQiC  die  im  vorigen  §^.  aufge- 
führten 12  Coinbinationsverfaältnisse  unter  den  da- 
bei angeführten  Bedingungen. 

2)  Mit  mtOm'\  da  je  zwei  in  den  längsten  Kanten  von 
wlQn^  zusammenstossende  Flächen  für  si^Osi'  in 
eine  Fläche  fallen,  so  müssen  die  Flächen  die- 
ser Gestalt  jederzeit  auf  die  längsten  Kanten  von 
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mOn  avfgesetst  ertclwiseit;  aie  könneii  daher  auch 
iiiir  entweder  Abstlmipfiiiigen  derselben,  oder  Tier- 
flächige  Znspitxiuigen  der  dttetragonalen,  oder  drei- 
flftchige  Zuspitzungen  der  dilrigonalen  Ecke  toq 
mOn  hervorbringen.  Diesa  folgt  aber  aneh  onnit- 
telbar  ans  den  obigen  Combinationabedingiingen ; 
es  ist  nämlich  für  m^Om'  und  mOm 

''>=<'     ■    ♦-'>=<iTi 
^>=<f      -  .-+,>=<!fiL±i) 

Da  non  m  jederzeit  ^m,    so  ist  offenbar 


m  +  m 


immer  >4,  und  —  immer  >1,  folglich 
immer  >t» 


m  +  n 

^    ^ — ^  immer  >  n  +  1 

Gesetst  nun,    es  sey  f^  ^=^  r^  also  fi^  =s  »,  ao 
ist   auch  ^mf^=i^%^  und  ffi^  +  1  =«  n  +  l*    ^ko 

muss  dann  noth wendig  f  <C^t  und  -7<C—  seyn, 

mit  unbedingtem  Ausschluss  andrer  Fälle;  dieselbe 
Bedingung  gilt  für  r^ <C.r  oder  Wk  <^n^    während 

für  r'>r  sowohl  r>  =  <r,  als  -^>  =  <  — 

seyn  kann.  Hieraus  folgt,  dass  ü'Os»^  an  mOs 
▼on  den  obigen  12  Combinationsv^rhältnissen  nur 
Nr.  1,  4,  5,  6,  7,  8  und  9  hervorbringen  kann. 
3)  Mit  M^O ;  da  je  zwei  in  den  kürzesten  Kanten  von 
m^Om^  zusammenatossende  Flächen  fSrM^O  in  e  iüe 
Fläche  fallen,  so  müssen  die  Flächen  dieser  Ge- 
stalt jederzeit  auf  die  kürzesten  Kanten  von  utOs 
aufgesetzt  erscheinen ;  sie  können  daher  auch  nur 
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entweder  Abstampfttngen  dies» Kaatett. oder  drei- 
flächige Zaspitzangen  der  ditrigo^alen,  oder  Za- 
schärfungen  der  rhombischen  Ecke  von  mOii  her- 
vorbringen. Dasselbe  folgt  ans  den  obigen  Bedin- 
gungen; es  ist  näinlich  für  m'Q  nnd  mOn 

r'  jederzeit  <  r ,  weil  ä'  3=  l 
es  können  daber  anch  nur  die  Cottibinatioasver- 
hältnisse  Nr.  3,  9,  10,  11  und  12  StaU  haben,  wo- 
bei  sich  natürlich  jede  Zuschärfiing  in  eine  Al>- 
stnmpfkng,  jede  idäoluge  Zusftttsuog  in  eine 
^Hflächige  verwandelt  n.  s.  w. 

Die  beiden  andern  Bedingubgen  sind: 

r>  =  <t  wenn  _!^>  =  <.  *** 


-^>  =  <—  wenn  «i'>i=<-^-- '- 

4)  Mit  ooOfi^;  da  je  zwei  .in  einer  mittleren  ICante 
von  «i^O»^  zusammenstoasende  Flächen  für  ooOwf 
in  6lne  Fläche  fallen,  so  jnfissen  dieFIäcbai  die- 
ser Gestalt  jederzeit  auf  die  mittleren  Kauten  von 
mOi»  aufgesetzt  erscheinen ;  sie  können  daher  auch 
nur  entweder  Abstumpfungen  dieser  Kcuitei,  oder 
vierflächige  Zuspitzungen  der  ditetragonalen,  oder 
Znschärfnngen  der  rhombischen  Ecke  von  mO» 
hervorbringen.  Dieis  besagen  auch  die  obigen 
Bedingungen;^    denn    da   fär  cxdOm^  der  (Quotient 

•-;  =  00,  so  ist  nothwendig 

-7  unmer  >  — 
r  T 

weshalb  denn  möglicherweise  nur  die  Combina- 
tionsverhätnisse  Nr.  2,  5,  10  11,  nnd  12  Statt  fin- 
den können.    Uebrigens  ist  für  diese  Combination 

f^^^=z<^T  wenn  Il'>=a:«<ll 

l'>?=<r  wehn  »'>  =  <-^^ 


Digitizedby  VjOOQIC   ■ 


188  Meine  Krystallographie. 

5)  Mit  ocO;  wegen  f^<Cr  gelten  dieselben  Schlüsse 
wie  für  si'O^    da  aber  «•'  =  oo,    so  ist  auch  --> 

nothwendig  ^  —  9   und  es  bleiben  daher  nur  die 

Combinationsverhältnisse  Nr.  10,  11  nnd  12  übrig. 
Die  ihre  Modalität  bestimmende  Bedingung  ist: 

/'>  =  <f,  wennl>  =  <-^ 

6}  Mit  O ;   man  setze  in  den  Bedingungen  für  si^O 

m^  =  l,  so  folgt,  dass  nur  das  eine  Combinatioiis* 

verhältniss  Nr.  9  übrig  bleibt. 
7)  Mit  ooOoo;  man  setze  in  den  Bedingungen  für  ooOnf 

%':^i^    so   bleibt  nur  der  Fall  Nr.  ö   als  einzig; 

möglicher  übrig. 

Nachdem  wir  solchergestalt  erläutert  haben,  wie 
aus  obigen  12  Regeln  die  Combinationsverhältnisse 
je  zweier  tesseraler  Gestalten  abzuleiten  sind,  gehen 
wir  zur  besondern  Darstellung  der  binären  Combina- 
tionei  über, 

{.    158. 

CombiaaÜanen  des  HexaldaoktaSdtfs.  ^ 

Aus  dem  vorigen  §.  ergeben  sich  unmittelbar  fol- 
gende Combinationsverhältnisse  für  mOni 

1)  m'Qn'  bildet  die  in  {.  156.  aufgezählten  12  Com- 
bin^tionen  unter  ^en  daselbst  erwähnten  Bedin- 
gungen. 

CG.    m''n\m'n-Hi$n')+m\m—m')nn'+n''(n'—n)mm'===0 

2)  m'Oti^  bUdet: 

a)  Abst.  der  längsten  Kanten,  wenn  m^=—— ;  Fig.  57. 

b)  VieriLZusp.derditetr.£cke  -     -  >  -  -    Fig.  58. 

c)  DreM.Zu8p.  der  ditrig.  Ecke  -     -  <  .  -    Fig.  59. 
Im  Falle  b  sind  die  CK.  mit  den  kürzesten  Kanten 
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a)  parallel, wenn  m' +  1  zn^Ü^Lilü 

n 

/!)  convgt.  nach  dem  rhomb.  Bckp.      ^--     -*--:>     -••^ 

y)  convgt.  nach  dem  ditrig.  Eckp.      —    -     --^.•. 

Im  Falle  c  lind  die  CK.  mit  den  mittlerai  Kanten: 

a)  parallel,  . wenn  m^ss^ii 

f)  convgt.  nach  dem  ditetr.  Eckp.      -  -      -  >•  - 
y)  convgt.  nach  dem  rhomb.  Eckp.      —      "   <  * 

AvMerdem  erscheinen  $e  Zospfl.  als  Rhomben 
im  Falle  by,  wenn  ]n^=:]n;  Flg.  58. 

im  FaUe  cy,  wenn  m'-f-  l=:?^?IL±i) 

welche  beiden  Modalitäten  mittels   der  allgemeinen  Combina- 
tionsgl^chnng  zu  bestfaninen  nnd.  ,  . 

CG.    »"(m— «•>  +  «-'(«•'— »)«i-.«V(«—«)  =  0 

3)  m'O  bildet: 

a)  Abst.  d.  kÜMestenKanten,  wenni»'=??^i^^ 

b)Ziiseh.  der  rhomb.  Ecke  •   .   .  ^    .    .  Fig.  61. 
c)  Dreifl.  Zusp.  der  ditrig.  Ecke  .   .  <    -    .  Fig.  62. 
Im  Falle  b  sind  die  CK.  mit  den  längsten  Kanten : 

«)  parallel, wenn  — !? —  =3  JÜL. 

sr  H- 1       vi  +  ft 
,  f)  convgt.  nach  dem  ditetr.  Eckp.     -  -      .    .    *;^    .    ^ 
y)  convgt.  nach  dem  ditrig.  Eckp.      -  -      .    .    ^    .    . 
Ausserdem  erscheinen  im  Falle  c  die  Znspfl.  als  ^mben,  wenn 
i?l+l  _(«  +  !)« 

-ST" sr- 

CG.    «iV(«i'ii— «)  +  «"(«i— »i")»— ä'(ii— l)«fli'=0 

4)  ocOft'  bUdet: 

a)  Abst.  der  mittleren  Kanten,  wenn  il^s=:}i;Fig.63. 

b)  Vierfl.  Zusp.  der  ditetr.  Ecke   -  -     -  >  -  Fig.  64. 

c)  Zuscb.  der  rhomb.  Ecke  .  .    -  -     -  <  -  Fig.  66. 
Im  Falle  c  sind  die  CK.  mit  den  längsten  Kanten    ' 

mn 


«)  parallel, wenn  %' 

/O  convgt.  nach  dem  ditetr.  Eckp.      --->.-- 
y)  convgt.  nach  dem  ditrig.  Bckp.      -  .    .   ^^^    .    . 
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Anserdem  ers«hdneu  Im  Falle  b  die  Ziupil.  als  Rhomben,  wenn 

CG.    «-'(ii-'_»0»  +  »V~»)»=O 

5)  ooO  bildet  jederzeit  Absft.  der  rhomb.  Ecke ,   und 
zwar  sind  die  CK.  mit  den  längsten  Kanten: 

«)  parallel, \Teiin  m  +  n=mm'^  Flg. 66. 

/?)conTgt.  nach  dem  ditetr.  fickp. >--. 

y)  conygt  nach  dem  ditrtg.Eckp. <"" 

CG    m"(n''—i)n—H\n—i)m  =  0 

6)  O  bildet  Abst.  der  ditrig.  Ecke ;  erscheinen  die  Abstfl. , 

2«! 

als  regelmässige  Hexagbne,  so  ist  n = — — -  (§.  120.) 

Fig.  67. 
CG.    «"(«•— 1>  —  »"(»— l)»i— aiV(j»-r-ii)  =0 

7)  QoOx>  bildet  Absl.  der  ditetr.  Ecke.   Fig.  6B. 

CG.    ~=  — . 

n"         n 

§.•   159.  ^ 

Combinationen  des  Ikositetracdcrs  mOni, 

1)  Mit  «i'Oi»^;  die  allgemeine  Disciission  der  rörkom-- 
menden  Fälle  ist  hier  ganz  ähnlich,  wie  oben  für 
die  Combination  mOn.m^Om^;  es  ist  nämlich 

,    <'>==<  ^  wenn    ^f ^ ^>    >  =  <ii» 
f.^^^r    .    .         nr         >=<fi 

Da  nun  ai'  immer  >»^,  so  ist.  --n — >  immer  >4. 
und  -^  >  1  ^  und  folglich 
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— ^  ,     .     nothwendig  immer  >iji' 

%tü   .  .  .     ;  .  >^+. 

Wenn  daher  vf  =  oder  >>  m,  so  kann  offenbar  nur 

** > f  und  -? >  —  Statt  finden,  während fiirn' < « 

alle  mögliche  Verhältnisse  eintreten  können.  Folg- 
lich sind  überhaupt  nur  die  CV.  Nr.  2,  3,  5,  9,  10, 
11  und,  12  möglich,  und  es  bildet  mfOn'  an  mOmi 
a)  Achtfi,  Zusp.  der 

tetr.  Ecke,  wennft^>ffi;  Fig.  70, 
.  b)  Zusch.  der  länge^ 

reu  Kanten  •   -  »'=«;  Fig.  69. 
c)  Vierfl.  Zusp.  der 

rhomb.Ecke  -   -  »'<C«iund-;>— ;Fig,71. 

d}  Zusch.  der  kürze- 
ren Kanten  -----     . 

e)  Sechsfl.  Zusp.  der 

trig.Ecke--    ---     -     .<-Fig.73. 

Im  Falle  c  sind  die  CK.  mit  den  symmetrischen  Dia- 
gonalen von  mOm 

«)  paraUcl, wenn  — ^^  =  4« 

p)  coDTgt  nach  dem  tetr.  Eckp.    --      ---->.-- 

y)  convgt.  nach  dem  trig.  Eckp.    --      ---     <;-- 

Anaserdem  werden  die  CK.  im  Falle  a  den  kOrzeren  Kanten  von 
mOm  parallel,  wenn  J^^"):!!  z=:  »i  +  1,  «nd  imTalb  oy 
den  längeren  Kanten  parallel,  wenn  m^  =  m. 
CG.    neH\m'—n')+m\m~m'y+n''{n''-^)m'  =  0.  '  J 

2)  m'Om'  bildet  vierU  auf  die  Flächen  anfgesetste  Zusp. 

der  tetr. ,    oder  ^  dreifl.  dergleichen  Zusp.   der  trig. 

Ecke,  je  nachdem  m'  >  oder  <^%.    Fiir.  74. 
ca    ^^m\  V 


=  -  Fig.' 72. 
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ä)  M^O;  seine  Flftchen  sind  immer  auf  die  kfirseren 
Kanten  von  mOm  aufgesetzt,  und  bilden: 

a)  Allst  derselben, wenn  «'=--—-;  Fig.75. 

b)  Zosch.  der  .rhomb.  Ecke    -  -    -  >  -  -    Kg.76. 

c)  Dreifl.Zusp. der trig. Ecke   -   -    -<--    Fig.77. 
Im  Falle  b  sind  die  CK.  mit  den  symmetrischen  Dia- 
gonalen 

<k)  pcnlld, V    w«m«i'Ä=:^ 


t  —  m 

f)  coDTgt  nach  dem  tetr.  Eckp.      -  -     .    ^  .  .  . 
y)  conygt.  nach  dem  trig.  Bckp.      -  -     -    <^  - '-  - 
Austerdem  werden  die  CK.  im  Falle  hy  ^®>^  ISngeren  Kanten 
von  stOtn  paallel,  wenn  m'  =  si. 
CG,    «XK— 1) +  «"(«— «iO—^''(«~l)»»'=0 

4)  ocOit^;  sein^  Flächen  sind  immer  auf  die  längeren 
Kanten  von  mOm  aufgesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst.  derselben wenn  «'=»•;  Fig.  83. 

b)  Vier«.  Zusp.  der  tetr.  Ecke    -    .    .  >  .   Fig.  84. 

c)  Zusch.  der  rhomb  Ecke  .  .    -   -    -  <  -   Fig.  85. 
Im  Falle  c  sind  die  CK.  mit  den  symmetrischen  Dia* 

gonalen 

«)  parallel,    . wenn  it'sss^m 

ß)  conygt.  nach  idem  tetr.  Eckp.      .  .    .   ;^   - 
y)  convgt.  nach  dem  trig.  Eckp.      -  -    -   <^  - 
Ausserdem  werden  im  Falle  b  die  CK.   den  kÖrseren  Kanten 
von  mOm  parallel,  wenn  »'  =  m  +  1;  Flg.  84. 
CG.     «•>"— «0  +  !»>'— 1»)  =  0 

6)  coO;  seine  CV.  ergeben  sich  aus  denen  von  ooO»^; 
da  aber  n^=l,  also  immer  ^  m^  so  bildet  ooO 
nur  Abst.  der  rhomb.  Ecke ,  und  zwwr  sind  die  CK« 
mit  den  symmetrischen  Diagonalen 

«}  parallel, wenn  msssS;   Flg. 78. 

ß)  convgt.  nach  dem  trig.  Eckp.      -  -     -  >  * 
y)  convgt.  nach' dem  tetr.  Eckp.      ^-     -  <• 
CG.    m\n''—i)—n\m—i)^0 
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6)  O  bildet  Abst.  der  \xi%.  Ecke;    Fig. 79  und  80. 
CG.    «"ssn^  und  «!*<«. 

7)  (X^Ooo  bildet  Abst.  der  tetr.Ecke;    Fig.  81  und  82. 
CG.    «"  =  »"  und  m^>«i. 

i     160. 

Combiiiatioiieii  det  TriakitoktaMeH  iiO. 

1)  Mit  «1^0»';  weil  ii==l,  «o  ist  jederzeit  r'>i:, 
und  die  mdglicben  CY.  sind  daber  Nr.  1,  4,  5,  6 
und  8;  daher  bildet  wfQnf  an  mO 

a)  Zuscb.  der  kürse- 

pen  Kanten ,  wenn  J^Z^^  —  «TVi*  ^***  ^' 

b)  Achtfl.  Zosp.  der 

ditetr.  Ecke >**-    Fig.  87. 

e)  S^cbsfl«  Zusp.  ilec  . 

trig.  Ecke < Fig.  88. 

Im  FftUe^b  sind  die  CK.  auf.  den  'Iftagereft  Kanten 
von  mO  .    . 

«)  nMrhtwinkfig,   weon  f^Il^dlllssSM 

*  .         I    ..  w 

p)  ttampfwinkilg    --       ^-*      >-- 
y)  splUewinklig       --       ---      <-- 
Aauerdem  trerdmi  ia  Pftlle  V  ^'^  ^^«  ^^  kün«reA  KanUa 
Ton  atO  paraUel,  wenn  f "^t»»' 7^  ^^ taa f +* ^ 

CG.    «"(aHM»')^+Ä-Xr--l>i«l'— ii^Ä*(aMi'— äO=«0. 

2)  Mit  m^Oai';  die  Flfichen  dieser  Gestalt  sind  immer 

auf  die  kurieren  IQintea  aufgesetzt,  und  bilden: 

201 
a)  Abst.  derselben,  ......  wennai^s»— r^;Fig.89. 

^S"^l 

l)  TierlLZiisp.derditetr.Ecke  •  -    •  >  •  •  Fig.90. 
e)  Dreifl.ZifUip»  der  trig.JE;€ke    •  *    ^  <  -  «  Fig.91. 
Im  Falle  b  sind  die  CK.  nf  dan  Itagefen  Kanten 
I.  13 
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fi)  stuniphviokli^     -  -     .   >     ^    .  -  - 
y)  spit2n^klig;        -  -     -    <    -    -  - 

AaaS9r4ein  evcheuien  im  Fjdh  V  ^^  Zn^  «U  Rllomto^ 
^ienn  m*  ==  m  i  Fig.  90.  ,  , 

CG.     ffi>-lllO  +  »>"-^)«»^^'»>— 1)=^- 

3)  m'O  bildet  Znsch.  4er  lageren  Kanten,  oder  auf 
die  Fläoh«n  feaetatc  dreifl.  Zusp.  der  trigonalen 
Ecke,  je  nachdem  i»'>  oder  <m;    Fig.  92. 

4)  ooOi»';  da  niobt  nur  r^  >  r^  ^öjkiem  «uck  i'  >  f, 

und  -  >  - ,  so  bildet  ocOii'  iftft  itoO  JedeMek  vJferfl. 

auf  die  längeren  Kante»  göäetfele  l^oep.  *er  ditetr. 
Ecke,  die  CK.  stumpfwinklig  auf  ^en  Jäi^car»  Kan- 
ten.   Die  CK.  werden  aber  jiarallel  den  kürzeren 

Kanten,  wenn  «'  =  ^^^^j  ttnÜ  4ieZugp«.«8diei. 


CG.    ••>'—«') +  *V—1)«  =  0 

5)  ocO  bildet  Abst.  der  Iftngereii  Kanten.    Fig.  94. 

CG.    »"=1  und  «»•>». 

«)  O  bildet  Ab«t.  iet  trig.  Ecke;.  Fig.  95. 
CG.    »»  =  1  imd  «•<«. 

7)  «eO<x  iiUd6t  lUwt.  der  ditvtr.  Edui  F%.  fl|5.    . 

JCG.    ".?=•.. 

f.    161. 

Conbioationeii  des  Tetrakishexaeden  ooOi^. 

i)  Mit  m'On'i  da  —,  jederzeit  <:jr,   so  kSpnfn  wu 

iTie  €V.  Nr.l,  6,  7,  «  mid  »  Statt  fihfden.     • 
Efe  %adet  4iibOT  .m'O«!' «I  «üfhi 
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«)  Ziisch.   ^fft  kftmerefi 

^^ 
Kanten,  wenn  —7——; «sä;  *?g.97. 
wi  •^*  n 

b)  Achtfl.  Zusp.  der  ^ett. 

Ecke >-    Fig98. 

c)  Sechsfl.  2u8p.  der  di- 

trig.  Ecke <-   Rg.99, 

Im  Falle  c  sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kanten 
«)  rechtwinklig,   wenn  n'  =  n;  Fig.  99. 
ft)  «{»itcwinklig        --->..- 
y)  stumpfwinktig     -  -    -    <^  - 
Aosserdem  werden  im  Falle  c/  die  CK.  den  kürzeren  Kafiten 

▼an  ooOji  j>axalkl9  wenn  ^^ ^  =s  »., 

CG.    «v— «K— m-'C»"— #KÄa 

2)  Mit  m^Om';  die  FlSchen  £eser  Geitak  ftiad  inunelr 
auf  die  kürzeren  Kanten  aufgesetzt  und  bilden: 

a)  Abst.  derselben,     Wenn «'=2if; Fig.  100. 

b)  Vierfl.  Zusp.  der  tetr.  Ecke    -  •    -  >  —  Fig.  101. 

c)  Drcifl. Zusp. der ditrig. Ecke  -  -    -  <—  Fig.  102. 
Im  Falle  c  sind  die  CK.  auf  den  läi^eren  Kanten: 

ir)  rechtwinklig,  wenn  Jn^ssas« 
/9  4f  iUwinklig  *  -  -  ^  -, 
y)  stumpfwinklig    —     -    <  " 

AiMsenleai  «rscbeiiMn  itt  FsUe  c)(  die  S^pfi*  a|#  Bh«i^>ea, 
wenn  m'  =  n  —  1 5  Flg.  102. 

CG,    »V— »)  —  «•"(<— »)  =  0. 

^  Miifti'0;^ar'jedanialls  <  r,  wd^  < -^,  so 

kann  nur  der  Fall  Nr.  9  Statt  finden ;  die  Flächen 
sind  immer  auf  dfe  längeren  Kanten  gesetzt,  und 
bilden  dreifl.  Zusp.  der  ditrig.  Ecke;  die  C£.  sllkt 
stufl^fwinklig  ,auf  den  l^geven  j^anten,  und  wer- 


1» 
den  den  kürzeren  Kanten  pardHel,  ireJM  m'  ist '- — 

t3» 
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Fig.  103;  die  Zuspfl.  erscheinen  endlich  als  Rhom- 
ben,  wenn  m' =    i  ■ 

CG.    «V— «)  +  »>— 1K  =  0. 

4)  ocO»^  bildet  Zasch.  der  längeren  Kanten  odervierfl. 
auf  die  Flächen  gesetzte  Zosp.  der  tetr.  Ecke,  je 
nachdem  »'  <  oder  >  n;    Fig.  104. 

CG.    m"  =  oo. 

5)  ooO  bildet  Abst.  der  längeren  Kanten;  Fig  105. 
CG.    »"  =  00  und  ii^<«, 

6)  O  bildet  Abst.  der  ditrig.  Ecke;  erscheinen  die 
Abstfl.  als  regelmässige  Hexagon^,  so  ist  »=£2; 
Fig.  106. 

CG.    si'(ä'-*^ä)  +  ii>— 1)^0. 

7)  ogOoq  bildet  Absf.  der  tetr.  Ecke;    Fig.  107. 
CG.    m^sroo  und  ii^>»; 

§.    162. 
Combinaüonen  d«s  Biionkbeildodeka^era  ooÖ. 

f        t 
J)  Mit  m'On'i  da  r'>r  und  ~<— •,  so  können  nur 

die  CV.  Nr.  1>  5  un4  8  Statt  finden,  und  es  bildet 
daher  m^On'  an  ooO: 

a)  Znsch.  der  Kanten,  wennmV=i»'  +  ii^  flg.  108. 

b)  Achtfl.    Znsp.   der 

tetr.  Ecke   •-    •->-.*.    Fig.  109. 

c)  Sechsfl.  Zusp.  der 

trig.  Ecke    -   .    •.<...    Fig.  litt 

CG.   nV—iK— «•"(»*— iK=o. 

2)  m'Om';   seine  Flächen  sind  immer  auf  die  Kanten 
gesetst,  und  bilden: 
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a)  Abst.  derselben,     wenn  «•'=2;  Fig.  111. ' 

b)  Vieri  Zusp.  der  tetr.  Ecke    -   -    -  >-   Fig.  112. 

c)  Dreifl.  Zusp.  der  trig.  Ecke    .   •    •  <.   Fig.  113. 

CG.    »'(in'— 1)— »V— 1)==0. 

3)  m'O  bildet  dreifl.  auf  die  Flächen  gesetzte  Zusp. 
der  trig.  Ecke;    Fig.  114. 

CG.    Ji'=l  und  nC^m'. 

4)  ooOn^  biMet  vie^fl.  auf  die  FlJLchen  gesetzte  Zusp. 
der  tetr.  Ecke;  Fig.  llft. 

CG.    «i*  =  oo  und  iCKn'. 

ö)  O  bildet  ilbst  der  trig.  Ecke;    Fig.  116. 
CG.    iC  =  i. 

6)  ocOoo  bildet  Abst.  der  tetr.  Ecke;    Fig.  117. 
CG,    mr^oQ, 

f.    163. 
Combinatioiiea  des  Okta^den  a 

Es  bilden  an  O 

1)  m^On\  achtfiLZusp.  der  Ecke;  sind  Je  zwei  auf  ei- 
ner und  derselben  Okta^derflikbe  einander  gegenüber-» 

liegende  CK.  paraUel,  so  ist  »^3c=-|^;  Fig.  118. 

CG.    «'»'(m'— »')—«•'(•»'—*)»'  + «'(»'— 1>»'  =  0.    ■ 

2)  w'Om',  vierfl.  anf  die  fliehen  gesetzte  Zasp.  der 
Ecke ;    Fig.  119. 

CG.    ••=•'. 

3)  m'Öy  Znsch.  der  Kanten;    Fig.  120. 
CG.    »"=61,  und  «•<«•'. 

4)  ooO«',   vierfl.  anf  die  Kanten  geseilte  Znsp.  der 
Ecke;  sind  Je  .zwei,  auf  einer  and  derselben  CNcta£- 
deifliche  einander  gegenäberliegende  CK.  parallel^' 
•O  IM  »a=2;  Fig.  121.     • 

CG.    •••(»•—«')  +  »'(»' --1)=»0. 
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5)  ooO  Ab»t.  der  Kanten;    Fig.  122. 
CG.    «^  =  1. 

6)  ooOx).  Abst.  der  Ecke;   Fig;.  12S  und  12C 
CG.    «•''  =  11". 

f     16*. 
Coinbinationep  det  Hexa^r»  odOoc. 
Es  bilden  an  ooOoo 

1)  w'Oii',  secEsff.  Zn«p.  der  E<?ke;  Fi^.  125. 

CG.    *^,  =  %. 
«        n 

2)  m'Om\  dreiil.  auf  die  Fliclieit  ge«et«te  Hitnp.  der 
Ecke.    Fig.  126. 

CG.    m'^^nT. 

3)  m'O^  dreifl.  aof  die  Kanten  gesetzte  Zasp.  derEckvf 
Fig.  127. 

CG.    ^;  =  «»'. 

4^  oaOnT,  Itunth.  4er  Kaaiea;    F^.  128. 
GÄ    mr=^<x>  «Ml  ••'>ieV 

5)  ocO,  Abst.  der  Kanten;    Fig.  10». 

Cd    »ir  =  oo. 

6)  O,  AtHü.  der  Ecke ;    Fig.  130  and  124. 
CG.    m'^n^ 

B,    Semitesierale  CombiMottoMn. 
a)  Geneigtflächig  -  semitestende  CombiiutiiMien^ 

§.     166. 
Allg^dne  Bemerkao^ 

Die  graeigtflädbig-aeaiiteasMnlan  CombittatiiMien 
sind  daeienigen)  in  wrichen  die  der  geMigtftLshigen 
Hemiedrie  fähigen  Gestalten  wirkUeh«  hemifidtieek  mf. 
treten;  in  welchen  atiia  daa  Okta^4sv  el«^  "EetMieder», 
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dM  TrkübisoktMfler  ahr  DfebeMAodMka^fbv,  im  Kq- 
sitetraSder  als  Trigondodekaäder,  und  das  Uexnkis- 
Oktaeder  als  HexakistetraSder  ers^iieint,  während  die 
übrigen  drei  Gestalten,  liämlich  das  Hes^aSder,  Rhotfi- 
bendodeka^der  und  Tetraki»hexa€der  ihren  holoedri- 
schen Charakter  behaupten.  Zur  A.uffindung  der  Com- 
binationsverhähntsie  werden  wir  auch  Uer  die  Mni- 
ren  Gombinatioiieii  je  zweier  dieser  Geslaken,  oder 
Je  einer  derselben  mit  allen  übrigen  zu  untersuchen 
haben,  indem  wir  nach  der  Reihe  eine  jede  als  vor« 
hfnrscl^^d  bet^achtea,  ua4  die  Modificationen  ange- 
ben, welche  sie  durch  die  Flächen  der  untergeordne- 
ten Gestalt  erfahrt.  Aber  wiederum  werden  wir,  um 
methodisch  zuTerfahren,  und  die  Aufgabe  mit  einem^ 
Mab  in  mogncbster  Allgemeinheit  zn  I5sen,  den  An- 
fang mit   der  Combinatiait  zweier   Heicakislietraeder 

-„_  iiihI  —  —  mnchen  müssen.     Diabei  »iiMt  jedoob, 

isde  bei  der  Untersuchung  der  Combinationsverhält- 
nisse  hemiSdrischer  Gestalten  überhaupt,  die  zweier* 
lei  Stellungen,  welche  je  zwei  hemi^lrisehe  Gestal- 
ten zu  einander  haben  kennen,  wohl  to  berücksich- 
tigen,  und  deshalb  nicht  iiur  die  Combiuationen  von 

••Oll       j  fli'O»'  ,  ,     .  m^n      j 

—^  und  — ~  ,    sondern   auch   jene   von  — -—  und 

«•'Oll' 

s —  *tt  untersuchen. 

f.     166, 
Combinatimien  zweier  HexakistettraMer. 

Dis  Eracbeinuiigl weise  der  Comfa^ntietten  zweier 
Hexakistetra^der,  von  denen  das  eine  als  vorherr- 
schend zu  denken  ist,  wird  unter  Voraussetzung  glei- 
cher Hauptaxen  offenbar  von  dem  Chrössenverhältnisse 
der  holo6drT8cüen  und  bemi^rii^chen  trigoualen  Halb* 
axen ,  oder  von  dem  Yerhältmsse  <ler  Cc^fficiei^ten 
t  und  T,  V  und  %'  abhängen,  wie  folgt : 
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A.  Beide  Hexakistetraeder  be&iden  sich  in  deffteIb«B 

Stellung. 

mOh 
Dann  bilden  an  — «j—  ab  vorherrscliender  Gestalt 

die  Flächen  von  — -— 

I.  Zutdiärfiingen  der  Kanten,  und  swar 

1)  der  kürzesten  Kanten,  wenn  i^  z=s  tj  t^^  Xj 

nndfolgÜcli^<-;  Fig.  131. 

2)  der  mittleren  Kanten,   wenn  t'  acst,  V  >iy 
und  folgUch  ^>  -;  Fig.  132. 

f       t 

3)  der  längsten  Kanten,   wenn  -3=»—,  t'<t, 

und  folglich  r<U  Fig.  133. 
n.  Yierfläoliige  Zuspitzungen  der  rhombischen  Ecke, 
wenn  f>t  und  t'^t,  und  zwar  sind  die  CK. 
mit  den  längsten  Kanten: 

4)  Parallel,  wenn  -3=^  —  . 

T  T 

5)  CouTgt.  nach  den  spita^en  ditrig. Ecken,  wenn 
^>^i  Fig.  134. 

6)  CouTgt.  nach  den  stumpfen  ditr.  Ecken,  wenn 

in.  Seehsfläcliige  Zuspitzungen  der  spitzen  ditrigona- 

f       t 
len  'Ecke,  wenn  t'  <;  t  und  --;> — ,  ,und  zwar 

T  T 

sind  die  CK.  mit  den  kürzesten  Kanten; 

7)  Parallel,  wenn  t^=^t. 

8)  Convgt.  nach  den  rhomb.  Ecken,  wenn  /'>  /. 

9)  Convgt  nach  den  stumpfeii  ditr.  Ecken,  wenn 
<'</;  Fig.  135, 
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IV.  Secksfl.  Zutp.  der  stumpfen   ditr.  Ecke,    wenn 

i'  <it  und  •-5<— ;  ond  zwar  sind  die  CK.  mit 

T  T 

den  mittleren  Kanten: 
10)  Pai^allel,  wenn  t'sät. 
.    11)  CoiiTgt.  naeh  den  rhombischen  Ecken,    wenn 

12)  Convgl,  nach  den  spitzen  ditr.  Ecken,  wenn 
t'<t;    Fig.  136. 

B,  Das  eine  HexakistetraSder  befindet  sich  in  ver- 
wendeter Stellung. 
Bei  dieser  Stellung  kann  nur  eine  geringe  Anzahl 
Ton  Combinationsverhältnissen  Statt  finden.  Weil 
nämlich  die  hemiSdrischen  Halbaxen  der  einen 
Gestalt  in  die  holoedrischen  Halbaxen  der  an- 
dern fallen,  und  vice  venaj  so  sind  die  Verhält- 
nisse von  T^  und  f ,  von  i^  und  r  zu  vergleichen, 
welche  natürlich  nicht'  so  mannichfaltig  seyn  kön- 
nen, da  immer  t>  /  und  r'>t'  seyn  muss.  Diese 
einschränkenden  Bedingungen  gestatten  überhaupt 

nur  folgende  Combinationen   zwischen  — ^  und 

_«sW 

2     •  ,  • 

I.  Sechsfl«  Zusp.   dei^    spitzen    ditrig.  Ecke,    wenn 
i'^j;  und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  kürzesten 

Kanten  von  — ^ : 

13)  Parallel,  wenn  t^ss/; 

14)  Convgt.  nach  den  rhomb.  Ecken,  wenn  t'>#; 

15)  Convgt.   nach  den  ditr.  Ecken,   wenn  t'^  /. 
n.  Zusch.  der  Kanten,  und  zwar  nur 

16)  Zusch.  der  mittleren  Kanten,  wenn  ^  =  t  und 

T'>t. 

III.  Zusp.  der  rhomb.  Ecke,  wenn  /'>t;  und  zwac 
die  CK;  mit  den  längeren  Kanten  nur 
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17)  Convgt.  nach  den  tpitmi  dttr.  Ecken,   weil 
nothwendig  t'  >  t, 

§.    167. 
Die  ConbmationabediiigiiBgtn  als  FiinctioBeo  tmi  «t^und  »» 

Die  im  vorhergehenden  §.  enthnttenen  Combina- 
tionsbedingangen,  welche  die  allgemeinen  Relationen 
zwischen  f,  t,  1^  und  r^  ausdrucken,  messen  jedoch 
als  Functionen  der  AbleitungscoSfficienten  ausgedrückt 
werden,  damit  man  unmittelbar  aus  dem  krystallo- ' 
graphischen  Zeichen  zweier  Gestalten  die  f&r  sie  mög- 
lichen CombinationsTerhältnisse  bestimmen  kam. 
Setzt  man  für  f,  r,  t^  und  t^  ihre  aus  |.  114.  und 
§.  130.  bekannten  Werthe,  so  erhält  man: 


«iV    ^         ^    mn 


r>^<t,    wenn -T^T— >>:>=< 


«i'  +  »'  «•  +  *» 


^>=<T,  "^^^  r^^^>^<' 


7>-<7,  wenn-— ^>=<— ^p- 
und  für  verwendete  Stellung  beider  Gestalten: 


t'>  —  <tj  wenn  —__>=< 


mn 


m'  +  n  m  —  n 

»  >  =  </,    wen,   __>^<_^ 

Wir  schreiten  nun  zur  speciellen  DarstfiUnag  der 
binären  Combinationen. 

f.    168. 
Combinationen  dw  SwakittbotrnMirs  ÜÜ^ 


1)  Mit   — i  und  —  ?!^— 5. ;  diese  beiden  Gestalten 
bringen  die  in  {.  166.  aufgezählten  Combinaüons* 
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'  erscheiB«|ige»  unter  deD  daselbst  angegebenen  Be- 
dingungen JiervoT. 
CG.  m'n\m'n+mi^y-m''{m'\-mym''\^m\n!-n)mHi^:^ 

2)  Mit  -^j  and  «war 

A.  ndt  -h«^;  &  »^=^1,    so  wrd  die  OAietnunon 
der  möglichen  Fälle  folgende: 
Wenn  t'>  =  <t,  so  ist  »'<  =  > 

wenn    <'>  =  </,  so  ist  »'>  =  < > 

n— «(«— 1) 

Da  nun-  nothwendig  jederieit 

n  +  «i(Ä  — 1)  "^  n — «(n— 1) 
so  mass  für  t'  =a  odei  >  t  nothwendig  /'  <  /  seyn, 
während  dagegen  fiir  t'  <  r  zwischen  Z'  und  /  alle 
Verhältnisse  Statt  finden  können.    Hieraus   folgt, 
dass  nojp  die  €V.  Nr.  3,  7,  8,  &,  10,   41  und  12 

möglich  siftd.    Die  iläbhen  von  ~   skid   immer 

auf  die  längsten  Kanten   von  -^  gesetzt,  und 
bilden : 


«+«•(»— 1) 
mn 


*)  ]>a  bei  paralleler  Stellmig  beider  Gestalteo  die  Combina- 
«MMMgleichiHig^  «mFerfindert  so  gelten,  wie  für  die  holoe^iMhen 
Gembiiiatioaeis^  8»  ist  unter  CG,  die  für  verwendete  Stelhing  gül- 
tige CottItiHftioBSgleichiing  zu  i^vstehea.  Uebrigens  setst  die  fV»nn, 
in  welcher  die  CG.  hier  mitgetheilt  ist»  voraus,,  d^fvi  di»,  dritte 
Gestalt  dieselbe  Stelhmg  habe  wie  die  jedeemalige  vorherrschende 
Gestalt.  Sollt»  der  entygen|[eMiMm  Palt  ei«trct«n,  8e>  iit  In  al-' 
leo  Fonaek  •i''  negativ  einzuf&hren. 
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a)  Abst,  derselben,    wenn  m'=    ^^  S  Figl37. 

b)  Dreifl.   Zusp.    der 

sp.  ditrig.  Ecke     -   -    -   > Fig.  138. 

c)  Dreifl.  Znsp.  der  St. 

ditrig.  Ecke    -   -    .<....    Fig.  139. 
Im  Falle  b  sind  die  CK.  mit  den  kürzesten  Kanten: 

«)  P-«^''' ;  .  .  .  .  weoa  ^'«^ 

ß)  ^DTgt  nach  dem  rhomb.  Kckp.    .. > 

y)  convgt,  nach  dem  »t.  ditHg.  Eckp. < 

Im  Falle  o  sind  die  CK.  mit  den  mittleren  Kanten: 

«)  paraUcl,      yvenn  ^^-^=z^^ 

ß)  conrgt.  nach  dem  rhomb.  Eckp.  ..    --    -  —  •;>...- 

y)  conygt  nach  dem  sp.  ditrig.  Eckp.    --    ---<^ 

Ausserdem  erscheinen  die  Zuspfl.  ids  Rhomben 

im  Falle  by,  wenn^m'  z^ --. 

'  «  —  m(n  —  1) 

im  Falle  c/?,  wenn  m'  = y- 

n  +  m{n  —  1) 

B.  Mit  — ^  ;  weil  J^  immer  >1,  und  -t—t 

immer  <^  1,  so  folgt,  dass  jederzeit  t' <Cx^  und 
die  möglichen  CV.   werden  Nr.  13,    14  und  15. 

Daher  bildet —  an  — «—  jederzeit  Zusp.  der 

sp.  ditrig.  Ecke,  und  zwar  sind  die  CK.  mit  den 

kürzeren  Kanten 

«)  parallel,     wenn  »i'  =  -- — 

^  w(ii— 1)-« 

ß")  convgt.  nach  den  rhomb.  E2dcp.      ^-     ,^..^^ 

y)  oonTgt  nach  den  st  ditdg.  Eckp.     *-     ">*     --- 

Ausserdem  erscheinen  im  Falle  y  die  Zuspfl.  als  Rhombeo» 

wenn  si  sss  . 

si(ii  — 1)— » 

CG.    »iV(^'ii+«i)— «i^(fli+«0»— »"(«— i)«wi»'=*0- 
3)  Mit  — - — ,  und  mifar 
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A.  mif  +-T-5 — ;  da  t'  immer  >t,  so  werden  Nr.  1, 
4,  5,  6  und  11  die  möglichen  Fälle;  die  Flächen 
von  "^-^ —  sind  inimer  auf  die  kürzesten  Kanten 

Ton  — ^  gesftzt,  nud  bilde)»: 

a)  Abst.  derselben,  .  .  wenn  »i'=— — ;  Fig.  140. 

b)  Zusch.     der    rhomb. 

Ecke   •   -    .  > Flg.  141. 

c)  Dreift.  Znsp.  der  st. 

ditrig.  Ecke   -   -    -   < Fig.  142. 

Im  Falle  b  sind  die  CK.  mit  den  längsten  Kanten 

«)  paraUtl, w^nn  «^  — »»(»+^)-» 

n 
/5)  cooTgt.  Dach  den  ^.  ditrig.  B.      ----v^---.. 

y)  ooBYgtnach  den  st  ditrig.  K.      ---<---,  -- 

Atuserdem  ersehenen  im  Falle  c  die  ZuspfiL  aja  Riiombeo,  wenn 

^f m(n  —  1)  -f  n 

m 

B.  Mit — ;  da  t^  immer  >/,  so  können  nur 

die  er. -Nr.  14,  16  nnd  17  Statt  haben;   die  Flä- 
chen von s —  **«d  immer  auf  die   mittleren 

Kanten  von         ■  aufgesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst/ derselben,  .  .  wenn  «K'ssr ;  Flg.  148. 

b)  Zusch.     der    rhomb. 

Ecke   -   -    .  >:  .  .    Fig.  144. 
c).  Dreifl.  Zusp.  der  sp^ 

ditrig.  Ecke   -  .    .  <  .  .  .    Fig.  146. 
b  ^ J?alfe '  c   erschet^ik  di4i  ^ftpll.  >  als  Rhomben, 

wenn  «'  =s    ^   »  ■    ^  '   '  .         f     :  ^        . 

CG.      Är**(«il+ll)~«t'(UI+'il<>|+«-'(lJl'~||)»|«:0. 
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4)  Mit  00O4';  hier  verschwindet  der  Unterschied  der 

/'  t 

Stellung,  und  -^  ist   immer  >  — ,  weshalb  -denii 

auch  nur  die  CV.  Nr.  2,  5,  7»  8  und  d  Statt  fin- 
den; nämlich 

a)  Znsch.  der  mitderen  Kanten.  .  .  wennu^ctK 

b)  Vierfl.  Znsp.  der  rhomb.  Ecke     -   *   .  ^«  -  . 

c)  Sechsfl.Zu8p. der sp.ditrig. Ecke,  -   -   «<^.  .  . 
Im  Falle  c  sind  die  CK.  mit  den  kürzesten  Kanten : 

o)  parallel,    wenn  x^acs    ^^ 

*  m  +  n 

f)  eon^gt.  «acb  den  rhomb.  E.    •.-*    .^.-. 

y)  QpnTgt.  aach  den  at  eitrig.  K*      -  «    .  ;.<^.  -  ^  - . 

5)  Mit  ooO;  ->  ist  immer  >  — ;  aber  auch  r'  immer 

<;  T,  da  n'szr:!;  also  können  nur  die  CV.  Nr.  7, 
8  und  9  St^t  haben,  und  ocO  bildet  stets  dreifl. 
Zusp.  der  sp.  ditrig.  Ecke,  die  Zuspfl.  auf  die  läng- 
sten Kanten  aufgesetzt;  und  zwar  sind  die  CK« 
nut  den  kürzesten  Kantent 

o)  paraliel,  •  .  .  .  : wenn  «t -fit  =r«ii;  Fij|^146. 

P)  doDTgt.  nach  den  rhoinb.  E.    —    -  —  >•" 
y)  conv^ nath den at. ditrig* £..  n-    -•-<^-* 

6)  ocOx)  bildet  Abst.  der  rhomb.  Ecke;  Fig.  147, 

7)  ^  bildet  Abst.  der  st.  Jitrig.£i^ke4  ersoh^inen  die 

Abstfl.  als  regelmässige  Hexagone ,  so  ist  nJ,         ; 

Fig. .148.  —-5-  bildet  Abst^  der  sp.  ditrig.  Ecke; 
*Fig.  149^  erscheAtten.  die  AhffifL  .als  r^Umiaiige 
Hexagone,  so  ist  nss  ■■  ^    .^ 

CG.   ^V(#i+»)— <(#i4-4)*~^-'<i|-Hl>»«* 
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CombinationeD  des  Tri^ndodeka^ers  ~1?. 
"1)  Mit  — - — ,  und  2war: 

A.  mit  -I —\  weil  t'  immer  <t,  so  können  ntar 

die  CV.  Nr.  3,  7,  8,  9  und  12  Statt  finden,  also: 

a)  Knscb.  der  kür- 

zeren  Kanten,  wenn — W^--^=i»-|-l;Fig.l50. 

b)  Sechsfl.     Znsp. 

derditrig.E. >  -  -  -  Fig.151. 

c)  Sechsfl.    Zosp. 

der  trig.  F. < Fig.152. 

Im  Falle  b  sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kanten : 
a)  rechtwinklig,    wenn     ^         aar^m;  ¥ig,  151. 

$)  staunpfninUig  *-  .>.«^.. 
y)  spitzwinklig  —  -  --^-- 
Ansserdem  werden  im  Falle  hß  die  €K.  den  kürzeren  Kanten 


pitnUlel,  wenn  .. ^ 


B)  JMBt —  ;  weil  f  immer  <  r,  so  können  nur 

die  CV.  Nr.  13,  14  und  15  Statt  haben;   die  Flä- 
chen   des   HexakiatetraSders    bilden    daher   stets 
sechsfl.  Znsp.  der  di^ig.  Ecke ,  und  zwar  sind  die 
CK.  auf  den  läi^gten  Kanten: 
m)  rechtwinkHg,    wenn  J^l^^zzi^m 

p)  stampfwinklig      —    -..^«. 
y)  spitzwinklig  ..-----^.- 

Im  Falle  ß  worden  die  CK.  den  k&rzeren  Kanten  parallel,  wenn 
i? «=•    . 

CG.    «iV(«l'  +  jiO~WX«+«>'+»V-^«>'«eO. 
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Mit  -ft-j  und  zwar: 

A.  mit  H — ^;  da  t'  immer  <  t,  so  sind  nur  die 
CY.  Nr.  3,  7,  8,  9  uiid  12  möglich;  die  Flftchen 
von  — n~~  B^^^  immer  Htä  die  kürzeren  Kanten  ge- 
setzt, und  bilden: 

m  +  t 

a)  Abst.  derselben,    .  wenn  »i' =  ——--; Fig.  153. 

b)  Dreifl.  Zosp.  der  di- 

trig.  Ecke  .  .     .  > Fig.  154. 

c)  Dreifl.  Zusp.  der  trig. 

Ecke  -   .     .   < Fig.  165. 

Im  Falle  b  sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kanten : 
«)  rechtwinklig,  wenn  m'  =  ^  "*  - 

Z  —  M 

ff)  ftmnpfwinklig    -  -    v-    ^    -  — 

y)  spitzwinklig       -   -     -     ^    -  -   - 

Antaerdem  erscheinen  die  Zospfl.  im  Falle  hy  als  Rbonben, 
1 


wenn  si" 


2  — »i 


B.  Mit —;   da  t^  immer  <  r,    so  k5nnen  nur 

dreifl.  Zusp,  der  ditrig.  Ecke  Statt  finden,  ^e 
Znspfl.  auf  die  kürzeren  Kanten  gesetzt,  und  zwar 
sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kanten: 

a)  rechtwinklig,  wenn  w'sä— ÜL. 

tn  —  l 

ß)  stumpfwinklig  *  *    -    <^  -  .  - 

y)  spitzwinklig      -   -    -    >  -  •  - 

CG.    mW(m'  +  l)—m\m  +  m')--n\m^i)m'r=:^0. 

mfOmf        , 

3)  Mit  — - — ,  und  wwrt: 

A.  mit  +  ^Ü^  ;  diese  Gestalt,  deren  FläcbeH 
mer  auf  die  Flächen  fj/t99iMt  sind,  bildet 
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a)  Zasch.  der  längeren  Kanten,  wenn  «i^^>fft;  Fig.  156. 

b)  Dreifl.Zasp.  der  trig.  E.  .  .   -  -    -  <- 

B.  mit  —  ^~!^;  da  ^  <  t,  und  z'  >  t,  so  büdet 

diese  Gestalt  jederzeit  dreiflächige, '  auf  ^e  länge- 
ren Kanten  gesetzte  Ziisp.  der  dUrig.  Ecke;   Fig. 
157;  die  Ztfspfil.    erscheinen  als  Rhomben,   wenn 
«'  =  «•  — 2. 
CG.    2«»V— m''(«i  +  «»0  +  »V— «•)==0 

f       t  ' 

4)  MitooOn';  da  t'  immer  <t,  und  -7>— ,  so  kön- 
nen nur  die  CV.  Nr.  7,  8  und  9  Statt  finden;  ocO// 
hiliet  daher  jederzeit  sebhsü  Znsp.  der  ditrig.  Ecke, 
und  zwar  sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kanten: 

ft)'rechtiwiiikli^,    wenn  n' =  4** 
/?)  stnropfwinklig     -   -    -   >    --    Fig.  162, 
y)  spitzwinklig        _    -    -   ^   -  - 

Ausierdem  werden  im  Falle  ß  die  CK.   den  kürzeren  Kanten 
parallel,  wenn  n' s=  m  -H  1 ;  Fig.  iSt 

V 

5)  Mit  ocO;  diese  Gestalt  bildet  immer  dreifl.  auf  die 
kürzeren  Kanten  gesetzte  Zusp.  *4er  ditrig.  Ecke; 
udd  zwar  sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kauten:, 

<r)  rechtwinklig,  wenn  9i=:2;   Fig.  158. 
/?)  8tam|ifwinkljg '  —    -  <:  - 
y)  spitzwinklig      -  -     -  >  - 

6)  ooOoo  bildet  Abst.  der  längeren  Kanten ;  Fig.  159. 

7)  —  bildet  Abst.  der  trigonalen  Ecke ;  Fig.  160. 

t  ....... 

—  —  bildet  Abst.  der  ditrig.  Ecke;  Fig.  161;  er- 
scheinen  im  letzteren  Falle  die  Abstfi.  als  regeU 
massige  Hexagone,*  so  ist  0}  =  3. 
CG,    2j»V  — «r(i»  +  l)  — «v^  — i)=a 
I.  14 
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f.    170. 

MiO  y 

Combinatieiien  dea  DelUttddodekai^ert  •—, 

4)i  Mit  5^—,  und  «war: 

A   „jt  ^  — r— ;    ^«  Discugsion  der  CV.  ist  die- 
selbe,  wifc  oben  in  f.  168.    Es  wird  nämlich 
r  >  =  <  f,  wenn  <'>^  <  ^.^^^;;._^) 

r->  =<r,  wenn»»  <  =  >,,_^^,_^) 
Da  nnn  nothwendig  immer 

,i'_«i(»'_l)  >  »'  +  «»(«'— 1) 

so  folgt ,  dass  für  t'  =  oder  <  x  jedenfalls  /'  >  / 

seyn  muss,  während  für  t^^t,  f'>  =  <f  seyn 

,       kann.    Daher  sind  nur  die  CV.  Nr.  1,  2,  4,  5,  6, 

si'O»' 
8  und  11  mdgUch,  und  es  bildet  — - — : 

a)  SechsfL  Zusp.  der  . 

'       sp.  trig.  Ecke,  wenn  jj^-^,<j^;  Fig.  163. 

b)  Zusch.  der  länge- 

ren Kanten  --    ...ss---    Fig  164. 

c)  Vierfl.  Zusp.  der  riiomb.  Ecke, 

d)  Zusch.  der  kürzeren  Kanten, 

wenn -     -     .  .  -  sa-.-    Fig.166. 

e)  Sechst  Zusp.  der  st^rig^  Ecke, 

wenn  .-.-.- <  —    Fig.167. 

Im  Falle  c  sind  die  CK.  mit  den  symmetrischen 
Diagonalen: 
9)  p4r«lW, wenn  '^'^*' ^  ^^  =  tm 

ß)  coDTs;!.  nach  den  ap«  tris«  B.    ------     >-- 

y)  eonrgt.  wmdk  den  iC  trig.  B./i---.--     <-- 
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Ausserdem  ^nrerdeo  di«  CK.  parallel  den  längeren  Kanten  in 
Falle  oy,  wenn-; y—; — --=Jii,  parallel  den  kurze- 

»  7—  »I  («    —  1) 

ren  Kanten  im  Falle  a,  wenn  -^-^ — ^--7- 


B.Mßt  — — 5—-;  da  if^  immer  >  t,  so  kdtineii  nur 
die  CV.  Nr.  14,  16  und  17  Statt  finden,  nämlich: 
a)Za8ch.  der  längeren  Kanten,  wenn  ■  >      ,sjl 

■      .  M  +Ä       M — ^1 

.  b)  VierflL  Zasp.  der  rhomb.  Eeke  -   -»   j--.->..-* 

c)Sech8fLZn8p. der sp.trig. Ecke  --    -^l.<... 

Im  Falle  c  werden  dii^  CK.  den  kürzeren  £anten 

parallel,  wenn  ;j,^;j,^p-^,  =  «t 
CG.    «iV(«n'+«')— «•'(«+«•')»'+»''(«— l)««i'=0. 

sv'O 

2)  Mit  -77->  and  zwar: 

^.  mit  +  -^;   diefti  Gestalt  bildet  S^sp.  der  tp. 

oder  der  st.  trig.  Ecke,  je  nachdem  m' >  oder  <  m ; 
Flg.  168. 

B.  mit ^;  bildet  jederzeit  flache,  auf  die  Ra- 
dien gesetzte  Znsp.  der  sp.  trig.  Ecke;  Fig.  ,169. 
CG.     ü"'  =  1. 

3)  Mit  — 5 — ,  und  zwar: 

A.  mit  -I -T —  ;  da  if  immer  >  r,  so  können  nur 

die  CY.  Nr.  1,  4,  5,  6  und  11  Statt  finden;  die 
Flächen  sind  immer  auf  die  kürzeren  Kanten  ge- 
setzt und  bilden: 

14* 
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ft)  Äbst.  derselben,    .  wcnnm'  =  j^qp^;  Fig.  170. 

b)  ZuÄch.  detrhomb.E.  .   -    ->-   *   ;    Fig.l7L* 

c)  Dreifl.  Zusp.  der  8t.  *j 

^  trig.  E.    .   .    .<-   -   -    Fig.172. 

Im  Falle  b   sind  die  CK.  mit  den  symmetrischen 
Diagonalen: 

«)  parallelj frenn  iii'=:fsi  — 1 

/J)  coaygt  nftch  den  sp.  trif.  B.--     -> 

y)  eoiivgt.  nach  den  st.  trtg.  B.      -  -     -<---- 
AuMerdem  ^efdea  im  FiOle  by  die  CK.  den  lÄngercn  Kan^ 

,       2si— 1 
ten  pa^aUel,  wenn  m  =  — j^  . 

B;  ,ait  —  ^'2^';  diese  Gestalt,  deren  Flächen  im- 
mer auf  die  längeren  Kanten  gesetait  sind,  bildet: 

a)  Abst.  derselben,    .  .  wenniwi;=^^;  Fig.  173 

b)  Zusch.derrhomb.Ecke  -  -  -  > Fig.  174. 

c)  Zusp.  der  sp.  trig.  Ecke   ..-<.-.-   Fig.  176. 
CG.    •iy(0i  +  l)-«i''(*'  +  m)  +  »>'-l)»=O. 

4)  MitooOii';  da  f  immer  >f,  und  'p>';:i  so  sind 

nur  die  CV.  Nr.  2,  6  und  8  möglich,  und  es  1)il- 
den  die  Flächen  von  ooOnf 

KU 

a)  Zusch.  der  längeren  Kanten,  wenn  i»^  =     ^ 

b)  Vierfl.  Zusp.  der  rhomb.  E..   --     ->.-- 
c>  Sechsfl.  Zusp.  der  sp.  trig.  E.   -   -     .  <  -   -   - 

5)  ocO  bildet  Zusp.  der  sp.  trig.  Ecke,  dieZnspfi.  auf 
die  Flächen  gesetzt;  Fig.  176. 

6)  ooOoo  bildetAbst.  der  rhombischen  Ecke;  Fig.  177. 

7)  ^  bildet  Abst.  de^  st.  trig.  Ecke,  und 
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—  ~  Abst  der  sp.  irig.  Ecke;  Fig.  178  und  179; 
CG.    n''  =  t. 

§.171. 

Combinatioiitii  de»  Tetraeders  ._. 

Es  bilden  an  2  die  Flächen 

1)  von  — 5 —   spitze,    von —  stumpfe  sechsfU. 

Zusp.  der  Ecke;  sind  von  den  auf  einer  und  der- 
selben Tetra^derfläche  liegenden  CK.  Je  zwei  ge- 
genüberliegende parallel,  so  ist  im  ersten  Falle 

2si                                           2«! 
n  ^=t  — — ,  im  zweiten  Falle  jiss ;  Fig.  180. 

CG.    «iVK+iiO— «•>'+iK  +  i»V— iK=0- 

2)  von —y— spitze ,  von  —  -77—  stumpfe,    dreifl.  auf' 

die  Flächen  gesetzte  Zusp.  4er  Ecke ;  F%.  181  u.  182. 
CG.    fC^l. 

3)  von  — ^ —  Znschärfungen  der  Kanten;  Fig.  183. 

von ^ —  stumpfe,   dreifl.  i^uf  die  Kanten  ge- 
hetzte Znsp.  der  Ecke ;.  Fig.  184. 
CG,    2pV— si>'-|-l)-|-ii*'(fi'-^i)  =  Ö. 

4)  von  —  y  Abst,  der  Ecke;  Fig.  185,    * 
CG.    »•  =  1. 

5)  von  ooOii^,  sechsfl.  Zusp.  der  Ecke;  sind  von  den 
auf  einer  und  derselben  Tetraßderfläcbe  gelegeneil 
CK.  je  zwei  gegenüberliegende  parallel,  so  ist  ii=2. 

6)  von  cxO,  stumpfe,  dreifl.  auf  dieFläphen  gesetzte 
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ZuBf.  der  Ecke,  $0  dass  jede  Zuspfl  normal  nnf 
derjenigen  TetraCderkaAte  ist,  mit  welcher  sie 
nicbt unmittelbar zam Durchschnitte  kommt;  Fig  id6. ' 

7)  von  ocOoo,  Abst.  der  Kanten;  Fig.  187. 

Combinationen  des  TetnJdfhezaSdert  ooOn. 
I)  Mh  =^y=-;  diese  Gestalt  bUdet: 

^)  Zusch.  der  an  den  abwechselnden  ditrig.  Ecken 
liegenden  küneren  Kanten,  wenn    ,        ,  =  n. 

b)  Vieri!.  Zusp.  der  tetr.  Ecke,  je  zweji  Zuspfl. 

auf    swei    gegenüberiiegende   Kanten    gesetst, 

mV 
wenn  — r-; — 7  >  n. 
mr  +  n         K 

c)  Sechsfl.  2usp.  der  abwechselnden  ditrig.  Ecke, 
wenn  _,  ,     ,  <C  »•  * 

*     a)  Abst.  der  an  den  abwecliselnden  ditrig.  Elcken 
liegenden  kürzeren  Kanten,  wenn  m^^=^2n, 

b)  Zusch.  der  tjBtr.  Edce,  die  Zuschfl.  auf  die  ge- 
genüberliegenden Kanten  gesetzt,  wennM'^2n. 

c)  Dreifl.  Zusp.  der  abwechselnden  ditrig.  Ecke, 
die  Zuspfl.  auf  die  kürzeren  Kanten  gesetzt, 
wenn  si'<2ä.  ' 

si'O 

3)  — ^  bildet  dreifl.  Zusp.  der  abwechselnden  ditrig. 

Ecke,  die  Zuspfl.  auf  die  längeren  Kanten  gesetzt. 

4)  —  bildet  Abst.  der   abwechselnden  ditrig.   Ecke; 

erscheinen  die  Abstfl.  als  regelmässige  Ilexagone, 
so  ist  «5=s2. 
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%.    173.    . 

Combinationeo  des  RhoAbendodekaeders  und  HexaiSden. 

ETs  bildet  am  RhombendodekaSder  ocO 


2 

a)  Znsch.  der  in  den  abwechgelnden  Irigonalea 
£c)cen  liegenden  Kanten,  wenn  mV s=fli^  4*  ^'9 
Fig.  188. 

b)  YierfllZasp.  der  tetr.  Ecke,  je  sweiZuspfl.  anf 
swei  gegenüberliegende  Kanten  gesetst,    wenn 

c)  Sechsfl.  Zusp«  der  abwechselnden  trig.  Ecke, 
wenn  «1 V  <  «'  +  n'. 

a)  Abst.  der  Kanten  der  abweehaelnden  trigonalen 
Ecke,  wenn  m  =  2;  Fig.  189. 

b)  Znsch.  der  tetr/ Ecke,  die  ZnichQr  ft^f  ^^  g^ 
genüberliegenden  Kanten  gesetst,  wenn  m^2\ 
Fig.  190. 

c)  Dreifl.  Znsp.  der  abwechselnden  trig.  Ecke, 
wenn  m<2. 

3)  -^  dreift.  anf  die  Flftchen  gesettte  Znsp.  der  ab« 

wechselnden  trig.  Ecke. 

4)  -^9  Abst.  der  abwechselnden  trig.  Ecke. 

»      Es  bildet  am  Hexaeder  ocOso: 

si'Oä' 
1)  — -^ — ,  seelisfl.  Znsp.  der  abwechselnden  Ecke. 

^)  — ^ — 9   dreifl.  anf  die  Flächen  gesetste  2usp.  der 
abwechselnden  Ecke. 
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m'O 

3)  -*77— 9  dreifl.  auf  die  Kanten  gesetzte  Ziisp.  der  ab- 
wechselnden Ecke. 

4)  -^,  Abst,  der  abwechselnden  Ecke. 

b)    Parallelfl achig  -  semitesserale  Combinationen. 

§.     174. 
Bedingungen  (ur  die  regelinäsaigen  Combhiation^n. 

Bei  der  Untersuchung  der,  parallelflächig- semites- 
seralen  Combinationen  haben  wir  zunächst  die  Combi- 

nationen  Zweier  Djrakisdodeka^er  |— 7"P"*^| — 9 —  1 

zu  berücksichtigen,  jedoch  wegen  der  eigenthümlichen 
Beschafifenheit  dieser  Gestalten  einen  etwas  andern 
Weg  einzuschlagen,  als  J[>isher.  Zu  den  durch  eine 
gewisse  Begelmässigkeit  ausgezeichneten  Combina- 
tionen werden  nämlich  nicht  nur  die  vier,  da  die  CK.  | 
einer  der  Seiten,  sondern  auch  die  beiden  zu  rech- 
nen seyn,    da  sie   einer  der  Diagonalen   der  Flft- 

eben  der  vprherrschenden  Gestalt  1  — 7^-^  i  parallel  lau- 
fen.    Wir  haben  daher  folgende   sechs  regelmässige 
CV.  auszuheben:  die  CK.  sind  parallel 
1)  der  längsten  Kante  B^  (Fig.  17  a), 
•  2)  der  kürzesten  Kante  A'f 

3)  der  unregelmässigen  Kante  an  B% 

4)  der  unregelmässigen  Kante  an  A% 
,  5)  der  gleichschenkligen  Diagonale, 

^)  der  ungleichschenkligeo  Diagonale, 

Die  Bedingungen  für  diese  CV.   sind   theils   un- 
mittelbar,   theils   mittels  der  Combination^leichoiig 
leicht  aufzufinden;  es  werden  nämlich 
A.  bei  gleicher  Stellung  .beider  Gestalten ,   die  CK. 
parallel 
1)  der  längsten  Kante  B^,.wenn  n'  =  »; 
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2)  d«r  kürzegten  Kante  ^%  weniv  «i^  =  m; 

3)  der  nnregebnlKssigen  Kante  an  W^  welche  wir" 
wie  oben  mit  C  beseicbnen  wollen,  wenn 

■     ••'(«1^  —  n)n — W{^n — l>wi  -r-  m'n\m — %'^)m=i(5^ 

4)  der  unregelmdssigen  Kante  an  A*^  welche  wir 
zom  Unterschiede  Ton  der  vorigen  init  Cx  bezeich- 
nen, wenn 

••'(«wi-r- 1)«»  +  »'(«•— n«)« —«iV(«i'  — #•)«  =  0 ; 

5)  der  gleichschenkligen  Diagonale ;  fär  diesen  Fall 
sucht  man  aus .  den  bekannten  Coordinaten  der 
Endpuncte  der  Diagonale  die  Gleichung  derselben, 
und  erhält  dann  als  Bedingungsgleichung  für  jfede 

.  mit  ihr  parallele  Fläche: 

«iV(«—«)— «•'(«!— l)ii+»'(*—l)«,=  0 

oder  auch      ^,f,~X  =     i~}\ 
n{m  —  1)        »(«•  —  1) 

6)  der  ungleichschenldigen  Diagonale,  wenn 

m^n'       [       mn 

B.  Bei  verwendeter  Stellung  der  zweiten  Gestalt,  die 
CK.  parallel  •) 

1)  d^r  längsten  Kante  f  ,  wenn  m' z=zn\ 

2)  der  kürzesten  Kante  ^'',  wenn  #i'  =  m; 

3)  der  unregelmässigen  Kante  C^,  wenn 

»'(«•* — nya — vi\mn — X)mn—m^ft{m — ii^)i»=rO; 

4)  der  unregelmässigen  Kante  C^i,  wenn 

mtifm — fi*>i  +  fi^(«»— 1>M»— «»VC«!'  — M)ii=rO; 

5)  der  gleichschenkligen  Diagonale ;  dieser  Fall  ist 
unmöglich,  weil  er  voraussetzt,  dass  n'  =  1 
und  «i'  =  1; 

6)  der  ungleichsehenkligen  Diagonale',  wenn 

m*  +  n'        m^n' 


*}  Man  erhalt  diese  Bedingungen  ans  den  vorigen ,  wenn  man . 
in  deusdbcn  die  Buchstaben  vC  und  n'  vertauscht. 
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Da  die  ans  den  Bedingnngsgleichiingeti  fßr  den 
Parallelismus  der  CK.  niit  den  unregelmässigen  Kan- 
ten folgenden  Werthe  von  m'  und  n'  eine  wichtige 
Rolle  in  den  nächstfolgenden  §§.  spielen,  so  wollen 
wir  inr  Abkürzung  diese  Werthe  mit  den  Buchstaben 
i^  Q,  it  und  S  bezeichnen,  wie  folgt: 

A.  Bei  gleicher  Stellung  beider  Gestalten  sind  nftm- 
lieh  die  CK.  parallel 

der  Kante  C*i,  wenn  »i'=-77— r — ^ 7 jr — =P 

und    »'==  ■  ,,   .      ^ — r rr'==* 

m'ifn  -  — n)n — (« — n  *  )m 

derKanta(7%  wenniii'=;-5 ^ 77^ rr-  =Q 

und    ji^—  m\m^--n)n  __^ 

(mn — i)mn+m^(m — n^  )m 

B.  Bei  verwendeter  Stellung  dagegen  sind  die  CK. 
parallel 

der  Kante  C-.,  we«n  •'=.^,^^,^^=*g^  =  J- 

fli'(»2 — n)n — («I» — l)mn 
Endlich  wollen  wir  den  Werth  von  «',   welcher 
fifr  den  Parallelismus  der  CK.  mit  der  gleicbsch.  Dia- 
gonale gefordert  wird,  mit'T  bezeichnen,  also: 

«t'(i» — n)  +  m{n-^i)    . 

i    175. 
Eracheiuuigsweise  der  Combinationen  zweier  Dyakisdodekaeder. 

Die  Erscheinungsweise  der  Combinationen  zweieir 
Dyakisdodeka^der  D  und  D\  von  welchen  das  erstere 
als  vorherrschende,  das  letztere  als  untergeordnete 
Gestalt  auftritt,  ist  im  Allgemeinen  folgender  fünf, 
wesentlich  verschiedener  Modificatiqnen  fähig: 
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I.  Zaschärfungen  der  symmetrischen  Kanten, 
n.  Abstnmpfiingen  def'  unregelmässigen  Kanten. 

III.  Yierflächiger  Zuspitzungen  der  rhombischen  Ecke. 

IV.  Dreiflächiger  Zuspitzungen  der  trigonalen  Ecke,  ' 
y.  Zuschärfiangen  der  unregelnjässigen  Ecke. 

Die  erste  Modification  begreift  zwei  Fälle  unter 
sieb,  indem  die  Zuscbärfong  entweder  die  längsten 
oder  die  kürzesten  Kanten  trifft.  ^  - 

.Für  die  zweite  Modification  ist  wohl  zu  unter- 
soheiden,  ob  die  Abstumpfungsflächen  ihrer  Aufsetzung 
jiach  die  an  der  längsten,  oder  die  an  der  kürzesten 
Kante  liegende  nnregelmässige  Kante  abstumpfen.  Es 
.sey  nämlich  die  Fläche  abcd  \\x  Fig.  18  eine  der  Flä- 
chen vonjD,  so  wir<l  eine  Fläche  wie  a'bcd'  die  an 
der  kürzesten  Kante  anliegende  nnregelmässige  I^ante 
CT,,  dagegen  eine  Fläche  wie  abc^d'  die  an  der  läng- 
sten Kante  anliegende  Kante  C  abstumpfen,  und  man 
überzeugt  sich  leicht  Y<m  der  wesentlichen  Verschie* 
denheit  beider  Fälle,  obgleich  sie  für  die  Erschei- 
nungsweise der  Combination  das  gemeinschaftliche 
Resultat  liefern,  dass  die  unregelmässi^en  Kanten 
Ton  D  durch  die  Flächen  von  D^  abgestumpft  werden. 
Die  Yesschiedenheit  ist  in  der  Lage  oder  Richtung 
der  Abstumpfungsfläcl^en  begründet,  und  lässt  sich 
dadurch  ausdrücken,*  dass  man  diese  Flächen  entwe- 
der als  auf  die  kürzesten,  oder  als  auf  die  längsten 
Kanten  aufgesetzt  bezeichnet;  eine  Bezeichnungsweise, 
der  wir  uns  auch  femer  l)edienen  werden. 

Für  die  driU®  Modification  lässt  sich  keine  we- 
sentliche Verschiedenheit  geltend  machen. 

'  Die  vierte  Modification  lässt  hinsichtlich  der  Anf- 
setzung  der  Flächen  eine  ähnliche  Verschiedenheit  zu 
wie  die  zweite  Modification ;  doch  tritt  hier  zwischen 
die  beiden  zu  unterscheidenden  Fälle  ein  dritter,  emi- 
nenter, und  gleichsam  neutraler  Fall  ein.  Die  Zu- 
s^itznngsflächen   erscheinen   nämlich   im  Allgemeinen 
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allerdings  auf  die  Flächen  an^esetzt^  aber  ihrc^  Auf- 
setzungsart  ist  tloch  sehr  verschieden,  je  nachdem  sie 
gegen  beide  unregelmässige. Kanten  gleich,  oder  ge- 
gen eine  derselben  mehr  als  gegen  die  andere  geneigt 
sind.  Fig.. 19  stellt  die  beiden  letzteren  Fälle  dar, 
und  man  sieht,  dai^s  die  Combinationskanten ,  welche 
im  Falle  der  gleichmässigen  Aufsetzung  mit  den  gleich- 
schenkligen Diagonalen  der  Flächen  von  D  parallel 
sind,  in  den  letzteren  beiden  Fällen  mit  denselben 
nach  der  Richtung  des  einen  oder  ändern  unregel- 
mässigen Eckpunctes  convergiren  miissen.  Wir  wol- 
len die  drei  Fälle  dadurch  unterscheiden,  dass  wir 
die  Znspitzungsflächen  auf  die  Flächen  an  einer  der 
nnregelmässigen  Kanten  (der  Ci  oder  C^)  als  schief 
aufgesetzt,  oder  als  gerade  aufgesetzt  bezeichnen. 

,  Die  fünfte  Modification  endlich  gestattet  wiederon 
in  Bezug  auf  die  Aufsetzung  (Lage  und  Richtung)  der 
Zuschärfungsflächen  zwei  wesentliche  Versclnedenhei- 
ten.  E|s  sey  nämlich  ahcd  in  Fig.  20  eine  Fläche  der 
vorherrschenden  Gestalt  D,  so  wird  sowohl  eine  Flä- 
che wie  a^Vcfdfj  als  auch  eine  Fläche  wie  ol^Vc^dT 
mit  der  zugehörigen  Fläche  ihres  Paares  eineZuschär- 
fung  des  urilregelmässigen  Eckes  bilden.  Im  ersten 
Falle  aber  sin^  die  Flächen  auf  die  kürzeste  und  die 
anliegende  mittlere  Kante  C*,,  im  zweiten  Falle  auf 
die  längste  und  die  anliegende  Kante  C  gesetzt,  nhd 
es  scheint,  dass  diese  Ausdrucke  den  obwaltenden  Un- 
terschied mit  hinlänglicher  Bestimmtheit  darstellen. 

f.    176. 

Allgemeine  Ueborsicht  der  Conbinatioiuverh&itiiisse  sweier  Dya- 

kisdodekfteder. 

Nachdem  wir  nicht  nur  die  Bedingungen  Cir  die 
sechs  regelmässigeu  Lagen  der  Combinationskante, 
sondern  auch  die  wesentlich  verschiedene  Erschei- 
nungsweise der  Combinationen  zweier  DjakisdodekaS- 
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der  D  und  D'  überhaupt  kennen  gelernt  y  so  haben 
wir  die  Bedingungen  fdr  das  Eintreten  des  einen  oder 
andern  Combinationsrerhältniises  als  Functionen  der 
Ableitungsco^ffioienten  aufzusuchen.  Die  Resultate 
dieser  Untersuchung  sind  folgende: 
A.  Die  Gestalten  befinden  sich  in  gleicher  Stellung; 
dann  bildet  J9^  an  I): 

I.  Zi^scfaärfiingen  der  sj^nmetrischen  Kanten;  und 
cwar; 

1)  Zusch.  der  längsten  Kanten,  wenn  n^  =  ji, 
und  «^>«i;  Flg.  191.  ' 

2)  Zusch.  der 'kürzesten  Kanten ,  wenn  m'  =  «i, 
nnd  «'>«;  Fig;  192. 

IL  Abstumpfungen    der   unregelmässigen  Kanten; 
nnd  zwar  die  Abstfi.  aufgesetzt: 
9)  auf  die  längsten  Kanten ,   wenn  m* <im  und 
n'=S\  Fig.  194. 

4)  auf  die  kürzesten  Kanten,  wenn  •'<«•' und 

ni.  Vierfl.  Zusp.  der  rhomb.  Ecke, 

5)  jedenfalls,  wenn  mf  >  m  und  n^>»j»;  dabei 
können  die  regelmässigen  CV.  eintreten,  dass 
die  CK.  parallel: 

a)  der  gleichsch.  Diagonale,  wenn  n':=sT;  Fig.  195. 

b)  dar  mittleren  Kante  CT,  wenn  n^sS 

c)  der  mittleren  Kante  C^,  wenn  nf=:R 
welcher  letztere  Fall  nur  möglich  ist,  so  lange 

'  rV.  Dreifl.  Zusp.  der  trig^  Ecke ;  setzt  voraus,  dass 
«i'<iM,  und  zwar  sind  die  Zuspfl.  auf  die  Flä- 
chen: 

6)  gerade  aufgesetzt,  wenn  «'=  T;  Fig.  197, 

7)  einseitig  schief  an  die  Kante  Cg  gesetzt,  wenn 


*)  Alao  auch  »'>«,  anbedingt,  lo  lange  si>fi^. 
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8)  einseitig  schief  an  die  Kante  C  gesetzt,  wenn 

Im  Falle  Nr.  7  sind  die  CK.  mit  den  längsten  Kan- 
ten parallel,  wenn  n'  =  n;  Fig.  196. 
y.  Zusch.  der   unregelmässigen  Ecke;    nnd  zwar 
die  Zuschfl. 

9)  auf  die  kürzeste  nnd  anliegende  mittlere 
Kante  gesetzt,  wenn  V  >  n  und  m^  <  m,  aber 
>P;  Fig.  198. 

10)  auf  die  längste  und  anliegende  mittlere  Kante 
gesetzt,  wenn  n'<»  und  m'>  <J ;  Fig.  199—201. 

Im  Falle  Nr.  9  sind  die  CK.  den  ungleichsch.  Dia- 
gonalen parallel,  wenn  -7-—,= — --  ;  im  Falle 

Nr.  10  aber  werden  die  CK.  mit  den  kürzesten 
V    Kanten  parallel,  wenn  m'^^m\  Fig.  199. 
B.  Die  Gestalten  befinden  sich  zu  einander  in,  ver- 
wendeter Stellung;  dfuin  bildet  D^  an  D: 
I.  Zuschärfnngen  der  symmetrischen  Kanten,  je«  - 
doch  möglicherweise  nur: 

11)  der  kürzesten  Kanten,    vrenn.n^  =z  m;   und 
folglich  «•'>»;  Fig.  192. 

II.  Abstumpfungen    der  unregelmässigen  Kanten; 

diess  setzt  voraus ,  dass  n'  <^  «» ;  und  z\var  sind 

die  Abstfl.  jederzeit: 
.  12)  auf  die  kürzesten  Kanten  gesetzt  *) ;   daher 

m'  =  P';  ähnlich  Fig.  193. 

*)  Der  zweite  Fall  ist  unmöglich;  er  setzte  nämlich  ronmm^ 
dat^  m'z=z— n^(m^-n)ii ^  ^,   ^^  ^  aber  jeder- 

seit  vi'  >>  n' ,  wepn  anders  die  verweiidete  Stellung  Bedeutung  ha- 

bensoll,  so  wird  Q';>«',  und-?^>l,  oderm^n — ii*>«'(»i — ii-)ivt 

fi 

4-m'3i^ — JRH  die  Bedingung  för  die  Möglichkeit  des  zweiten  Falles  i 

iblglich  noch  vielmehr  (m'ii—»^)it>>ii'(i7i~^^)jn+iit'it^ — tu«,  wor-^ 

aus  sich  erglebt  »'<;  —  ,  welches  unmöglich. 
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ni.  TierflSchi^eZaspitzun^n  der  rhombisckenEcke, 

13)  jedenfalls,  wenn  n'^m^  Und  folglich  m^^it; 
ähnlich  Fig.  195,  doch  können  die  CK.  den 
gleichsck.  Diagonalen  niemals  parallel  werden. 

IV.  Dreiflächige  Z^ispitzungen  der  trigonalen  Ecke^ 
setst ' voraus,   dass  n' ^m  und  m^<CP^,   daher 

14)  jedenfalls  die  Zuspfl.  einseitig  schief  an  ^  die 
Kante  C^  gesetit  *). 

V.  Zuschärfungen  der  nnregelmässigen  Ecke,  und 
cwar  die  Zuschfl.  jedenfalls: 
15)  auf  die   kürzeste    und    anliegende   mittlere 

Kante  gesetzt;    n^<J9i   und  m'^P\   daher 

auch  >  ». 

§.    177. 

'     Combinationen  des  DyakUdodekaeden  f? — 1. 

1)  Mit   +  I  — - —  I ;  diese  Gestalt  bringt  die  im  vori- 

'  gen  (.  aufgezälüten  CV.  unter  den  daselbst  ange- 
gebenen Bedingungen  hervor. 

2)  Mit  — - — ,  und  zwar: 

A.  mit  +  — - — ;  da  wif  immer  >«i,  so  können  nur 

die  CY.  Nr:  1,  5  und  10  Statt  finden;  die  Flä- 
chen sind  jedenfalls  auf  die  längsten  Kanten  auf- 
gesetzt, und  bilden: 

a)  Abst.  derselben,^ .  .  .  .  wenn  nf=sn;  Fig. 202. 

b)  Zuschj  der  rhomb.Ecke    -   -     -  >-    Fig. 203. 

c)  Abst.  der  Anregelm.  Ecke   -   •     •  <C-    Fig.  204. 
Im  Falle  b  werden  die  CK.  parallel: 


*)  Die  Unmöglichkeit  der  übrigfii  Fälle  Uunt  Bich  durch  ibn> 
fiche  Vergl^chungen  der  erforderlichen  Bedingungen  darthmi,  wie 
BolchM  in  der  forhergeheiiden  Annerkong  geschehen. 
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it)  der  glcichfch.  Diagomile,  wenn  n' sssiüLzDl;  Flg.  203. 

ß)  der  Kante  C^,  wenn  ji'=^5lz:L?> 

(m  —  Ji^)»! 

Im  Falle  c  werden  die  CK.  parallel:  * 
«)  der  Kante  C^i,  wenn  fi'=*<?!iZlil??     ' 

ß)  der  nngleichach.  Diagonale,  wenn  n'  =  ■  ^^    i  Fig.  204. 

R  mit ^ — :*  dai»'  =  oo,  so  können  nur  dieCV. 

Nr.  11,  13  nnd  15  Statt  finden;  die  Flächen  sind 
jedenfalls  auf' die  kürzesten  Kanten  gesetzt,  und 
bilden; 

a)  Abst.  derselben wenn  n^-sw;  Fig.  205. 

b)  Zusch.  der  rhbmb.  Ecke    -   -    -  >  -    Fig.  206. 

c)  Abst.  der  unregelm.  Ecke  -   -    -  <  -    Fig.  207. 

3)  Mit  «f'O/»';  da  *i»'  =  j»',  so  können  nur  die  CV. 
Nr.  2j  4,  5,  7  und  9  Statt  finden,  und  es  bildet 
daher  m^Om'i 

a)  Vierfl..  Zusp.   der   rhomb. 

^  .  Ecke,  wennm^i^m 

b)  Zusch.  der  kürzesten  Kan- 

ten   -   -  m^rssT 

c)  Zusch.  der  unregelm.  Ecke, 
die  Zuschfl.  auf  die  kürzeste 
und     anliegende     mittlere 

Kante  gesetzt •   -  i»'<«und>f7 

d)  Ahst.  der  unregelm.  Kan- 
ten, die  Abstfl.  auf  die  kür- 

'   zesten  I^anten  gesetzt  ..     ......     .    =17 

e)  Dreifl.  Zasp.  der  trig.  Ecke, 
die  Znspfl.  auf  die  Ffächen 
einseitig  schief  an  dieKante 

,  Ci  gesetzt .*   -   -    ..  -   .    -    <f/ 

wobei  ir^C^^-^)'^n  +  (m~n^)m 
(«1^ — «)» 
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Im  Falle  e  sind  die  CK.  mit  den  läiigstea  Kamen 

«)  parallel, vreDii«''5=aji)  ähnUch Fig.  196 

/})  convgt.  nach  der  kürzesten 

Kante, ♦...    --    -*>- 

y)  convgt.Dach  der  Kante  C  -  -    -   <^  - 
Im  Falle  c  werden  die  CK.  den  miglt^ichsch,  Diagonalen  par- 
allel,  wenn  «' =  >-^.   dagegen  können  aie  im  Falle  a 

niemals  weder  den  gleichicb.  Diagonalen,  noch  der  Kante  C^ 
parallel  werden. 

4)  Mit  «i'O;  da  »'<«,  so  sind  nur  die  CV.  Nr  3 
8  und  10  möglich;  die  Flächen  sind  immer  von  der 
längsten  Kante  her  einseitig  schief  auf  die  unre- 
gelmässigen Kanten  gesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst.  derselben,  wenn^i'^  F;  ähnlich  Fig.  194 

b)  Zusch.  der  unre- 

gelm.  Ecke,  .,--->-      .    . 

c)  Dreifl.  Zusp.  der 

trig.  Ecke,     ..-•.<•      ,    ^ 

wobei  TsTT (????[z:i>?__ 

(«»^— 11)11  ~(«_„»;ai 

Im  Falle  b  sind  die  CK.  mit  den  kürzesten  Kärnten 

a)  parallel,  ^enn  »i'  =  «;  Fig.199. 

ß)  convgt.nach  dem  Aomb.Eckp.  -  ,     -   <   - 
Y)  convgt.  nach  dem  trig.  Eckp.      -  *     -  >   - 

6)  Mit  ocO;  diese  Gestalt  bildet  in  jedem  Falle  Abst 
der  nnregelm.  Ecke,  und  zwar  sind  die  CK  mit 
der  nngleichscfa.  Diagonale : 

«)  parallel,    . wemim4-ii*x«„.  ^^208, 

ß)  oonygt.  nach  dem  rhömb.  Eckp *<-- 

y)  conygt.  nach  dem  trig.  Eckp. ->  -- 

6)  O  bUdet  jedenfalls  Abst.  der  trig.  Ecke,  die  CK. 
parallel  den  gleiehsch.  Diagonalen;  Fig.  209. 

7)  ocOoo  bildet  Abst.  der  rhomb.  Ecke;  Fig.  210,  211 
und  212.    Sind  die  CK.  den  Kanten  C  parallel, 

''  15 
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so  ist  das  DyakiidodekaSder  ein  parallelkantiges; 
und  dringen  dann  die  Flächen  von  ocOoo  so  weit 
ein,  dass  die  kürzesten  Kanten  des  Dyakisdode- 
ka^ders  gänzlich  verschwinden,  so  erscheinen  auch 
die  Flächen  dieser  Gestalt  als  Rhomben,  und  die 
ganze  Combination  als  eine  von  30  Rhomben  um- 
schlossene Gestalt,  deren  Flächen  jedoch  zweier- 
lei Werth  habbn;  Fig.  312;  das  eigentliche  Tria- 
konta^der  des  Mineralreiches.  Die  Flächen  aller 
nicht  parallelkantigen  Dyakisdodeka^der  dagegen 
erscheinen  jederzeit  als  gleichschenklige  Trape- 
zoide;  Fig.  211;  das  uneigentlich  so  genannte  Tria- 
kontaäder  des  Mineralreiches. 

§.     178. 
Combioationen  des  PentagondodekaSdera  ^^   ". 


1)  Mit  r 


-^  J,  und  zwar: 

A.  beide  Gestalten  in  gleicher  Stellung;  da  si^<fli, 
so  können  nur  die  CV.  Nr.  3,  4,  6,  7,  8,  9  und 
10  Statt  finden,  also  bildet  das  Dyakisdodekaäder : 

a)  Abst.  der  unregelmässigen  Kanten,    und  zwar 
die  Abstfl. 
tt)  auf  die  regelm.  Kanten  geeetst*),    wenn  a'  >  it,  md 

m'  =     .*'  ^    =  p  5  fthnUch  Fig.  «17. 
fi)  auf  die  Höhenlinien  gesetzt,  wenn^a'^z,  und  m'sss 


*)  Bt  ift  kaom  ndthig,  so  bemerken,  dass  die  regelmiamgen 
Kanten  der  Pentagondodekaeder  den  kürzeeten  Kantenpaaren,  and 
die  HShenKnien  ihrer  Fliehen  den  liagaten  Kanten  der  DyakMo- 
deka^id«  entipreoheu,  so  wie,  dass  der  Aasdmck  angleich- 
schenklige Diagonale  nor  bdbehalten  wordoi  ist,  via  kei> 
nen  neuen  Terminus  «insufUiren. 


Digitized  by  VaOOQlC 


Systemlehre.    Tesseralsystem.    Cap.  IF,     227 

b)  Zaach.  der  nnregelm.  Ecke,  und  zwar  die  Zuschfl. 
ff)  auf  die  regelmäflsiffe  und  anUe^nde  uiuregelmSssige  Kante 

gesetzt,  wenn  %' %%  und  m^>jp;  Fig.214. 
ß)  auf  die  Höhenlinie  nnd  anliegende  nnregelmästige  Kante 
gesetzt,  wenn  »'<n  und  fli^>9;  Fig.  216. 

c)  Dreifl.  Zusp.  der  trigonalen  Ecke,  wenn  m'<^p 
und  <  q ;  und  zwar  sind  die  Zo&pfl.  auf  die  Flä- 
chen: 

n)  gerade  aufgefetzt,  •  .  wenn  11'=:—; ;  F!g.215. 

ß)  dmeitig  aduef  an  die 

Kante  C^i, --»'> rig.213. 

y)  einieitig  schief  an  die 

Kante  C^, -  .  n'  < 

Im  Falie  cß  sind  die  CK.  parallel  den  Höhenlinien  der  Pen- 
tagone, wenn  n^saeii;  Flg.  213. 
B.  Beide  Gestalten  in  verwendeter  Stellung;  da  n' 
immer  <  si,  so  können  inur  die  CY.  Nr.  12,  14 
und  15  Statt  finden;  daher  bildet  das  Dyakisdo- 
dekaSder: 
a)  Abst.  der  nnregelm.  Kanten,  die  Abstfl.  auf  die 


< 


regelmftssigen  Kanten  g^nBizty  wenn  nf  =  -; 

Ä  II— 1 

=  r;  Fig.  217. 

b)  Zusch.  der  nnregelm.  Ecke,  die  Zuschfl.  auf  die 
regelm.  und  anlegende  nnregelm.  Kante  gesetzt, 
wenn  m'>r\  ähnlich  Fig.  214. 

c)  Dreifl.  Zusp.  der  trig.  Ecke,  die  Zuspfl.  auf  die 
Flächen  einseitig  schief  an  die  Kante  C^i  gesetzt, 
wenn  «•'  <;  r. 

Im  Falle  c  sind  die  CK.  den  Höhenlinien  der  Pen- 
tagone parallel,  wenn  fli^  =  ii;  ähnlich  Fig.  213. 

2)  +  — 5 — bildet  Zusch.  der  regelm.  Kanten,  Fig.  221, 

wenn  i»^>ii;  Abst.  der  oaregelm.  Ecke,  die  Abstfl. 
auf  die  Flächen  gesetzt,  wenn  n^  <  n ;  Fig.  218. 

5 —  bildetjedenfalls  Abst.  der  unregelm.  Ecke, 


15 


♦ 
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die  Abstfl.  auf  die  regelnd;  Kanten  gesetzt;  sind 
die  CK,  parallel  den  iinglei^hsob.  Diagonalen,  so 
ist  ii'«iijFig.219. 

3)  Mit  m'Om';  da  m'  <  m,  so  sind  nur  die  CV.  Nr.  4, 
7  und  9  möglich;  es  bildet  daher  m'Om't 

a)  Abst.  der  unregelm.  Kanten,  die  AbstfL  auf  die 

regelm.  Kanten  gesetzt,  wenn  »'  5=  — - — ;  ähn- 

UchFig.217. 

b)  Zusch.  der  unregelm.  Ecke,  die  Zuschfl.  auf  die 
regelm.  und  anliegende  unregelm.  Kanten  gesetzt, 

wenn  m'  >  iilü;  ähnlich  Fig.  214. 

c)  Zusp.  der  trig.  Ecke,  die  Zuspfl.  einseitig  schief 

^  »^  +  1 

an  die  Kante  C\  gesetzt,  wenn  «•'< — ^. 

Im  Falle  c.  sind  die  CK.  den  Höhenlinien  der  Pen- 
tagone parallel,  wenn  mf^szn, 

4)  Mit  «'O;  da  »'<«,  und  »'<«,  so  sind  nur  die 
CV.  Nr.  3,  8  und  10  möglich;  die  Flächen  von 
m'O  sind  immer  von  den  Höhenlinien  weg  einsei- 
tig schief  auf  die  unregelmässigen  Kanten  avifge- 

,  setzt,  und  bilden: 

a)  Abst     dieser 

Kanten,    .  .  .  wenni«'  = r;  ähnlich  Fig.  217. 

It— X 

b)  Dreifl.    Zusp. 

der  trig.  Ecke,    •--<-•- 

c)  Zusch.  der  un- 
regelm. Ecke,    -   -   -   > ..  -  * 

5)  ooO  bildet  stets  Abst  der  unregelm.  Ecke ;  flg.  220. 

6)  O  bildet  Abst.  der  trigonalen  Ecke,  d.  CK.  paral- 
lel den  gteichsoh.  Diagonalen,  Fig.  222;  dringen« 
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die  Oktaiderflächen  lo  vi^xX  ein,  da9i  lie  durch 
die  nnregelmäggigen  Eckpancte  gehen,  $o  entsteht 
eine  von  20  Dreiecken  umschlossene  Gestalt,  de- 
ren Flächen  jedoch  zweierlei  Werth  haben;  das 
Ikosaßder  des  Mineralreiches;  Fig.  223. 

7)  coOoo  bildet  Abst.  der  regelmässigen  Kanten;  Fig. 
224  und  225. 

§.    179, 
Comlniiationen  des  Ikositetra^en  siOsi. 

1)  Mit  +  [^^-^];  man  kann  die  mSgUchen  CV.  so- 

wohl  aus  f.  176,  als  auch  aus  f.  159  ableiten,  wenn 
man  nur  auf  diejenige  Flächenhälfte  von  m'Oii 
Rücksicht  nimmt,  welche  für  seine  parallelflächig. 
hemiSdrische  Erscheinung  gefordert  wird.  Wir 
ziehen  die  letztere  Ableitung  vor.  Das  Dyakisdo- 
dekaSder  bildet  daher  an  mOsi: 

a)  Viferfl.  Zusp.  der 
tetr.  E.  je  zwei 
Zuspfl.  auf  gegen-* 
überliegendeKan- 

ten  gesetzt,    .  .  wennn^jvi 

b)  Zusch.  je  zweier 
gegenüberl.  Kan- 
ten der  tetr  .Ecke,  ^-   -  n'^=m 

e)  Zusch.  der  rhomb. 
Ecke,  die  Zttschfl. 

auf  die  längsten  ^ 

Kanten   einseitig  ^ 

schief  angesetzt   -   -  %'<,m  und  ^^^)    ^>j|,^t 

n 
d)  Abst.  der  kürze- 
ren Kanten,   die 
Abstfl.     einseitig 
schief  aufgesetzt  ......      ....  aa-  -  - 
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e)  Dreifl.  Zusp.  der 
trig.  Ecke,  die 
Zaspfi.    einseitig 

schief  aufgesetzt,  wenn  »'<«  und  —     T'     <«•+! 

n 

Im  Falle  c  «ind   die  CK.   mit  den  symmetrischen 

Diagonalen  der  Deltoide; 

a)  parallel, wenn  -~— -7  säs  ^m 

^  +  *      • 
ß)  oonvgt  nach  dem  tetr.  Eckp.    --      ---     ^-- 
y)  conygt  nach  dem  trig.  Eckp.    --      --.     <:-- 
Auaierdem  werden  die  CK.  im  Falle  a  den  kürzeren  Kanten  von 

mOm  parallel,  wenn  fLL^jtli  =  m  +  1 ,  und  im  Falle  ey 

den  längeren  Kanten  parallel,  wenn  m'  c=  m. 

2)  Mit  — — ;  die  Flächen  des  Pentagondodeka§ders 

sind  stets  auf  die  längeren  Kanten  von  mOm  auf- 
gesetzt, und  bilden: 

a)  Abst.  je  zwei  gegenüberl.  Kanten 

der  tetr.  Ecke,    wenn  ti^=:m 

b)  Zusch.  der  tetr.  Ecke,    -   -    -  >  - 

c)  Abst.  der  rhomb.  Ecke,  die  Abstfl. 

einseitig  schief  aufgesetzt,  ....  -  -  -  <  - 
Im  Falle  c  sind  die  CK.  mit  den  symmetrischen 
Diagonalen : 

cc)  parallel, wenn  ]i'  =  |m 

/?)  convgt.  nach  dem  tetr.  E.    -  r-     -  >-- 
y)  convgt.  nach  dem  trig.  E.    —     -   <-- 
Ausserdem  werden  im  Falle  b  die  CK.  den  kürzeren  KaaCeii 
parallel ,  wenn  it'  =8  m  -f- 1, 

§.     180. 
Combinationen  des  TriakisoktaSders  mO. 

1)  Mit  +  j  -—5 —  I ;  aus  }.  160.  ergeben  sich  folgende 

CV.  als  die  möglichen;  es  bildet  das Dyakisdode- 
kaSder  am  TriakisoktaSder : 


Digitized  by  VjOOQIC 


Systemlehre.    Tesseralsystem:  Cap.  IV.     231 

a)  Abst.  der  kürzeren  Kanten, 
die  Abstfl.   einseitig   schief 

aufgesetzt,  .  .  .  , wenn  j^,  =  jj^ 

b)  Vierfl.  Zusp.  der  ditetr.£cke, 
je  zwei  Zuspfl.  auf  die  ge- 
genüber!,  längeren   Konten 

gesetzt, --    ---> 

c)  DreifL  Zusp.  der  trig.  Ecke, 
die  Zuspfl.  auf  die  Kanten 

einseitig  schief  an%esetzt, <^... 

Im  Falle  b  sind  die  CK.  auf  den  längeren  Kanten 

¥on  mO: 

a)  rochtwlnklig,  wenn  ^l2l;!li}  ss 2m 
fi 

p)  stampfwinkHg    ------^-- 

y)  spitzwinklig    .,--    -    -    -    -<-- 

Äuiserdem  werden  im  FaQe  b/}  die  GK.  den  kürzeren  Ein- 
ten von  jftO  paraUel,  wenn  l!^^l;|Ll2^=si?±i,  und  im 

Falle  V  den  kürzesten  Kanten  Ton  F"*  ^  1  parallel,   wenn 


Mit  — —\  da  M^  stets  >  m,    so  bildet  das  Penta- 

gondodekaSder  jedenfalls  Zuschärfungen  der  dite- 
tragonalen  Ecke,  je  2  Zuschfl.  auf  2  gegenüber- 
liegende längere  Kanten  gesetzt;  die  CK.  werden 

den  kürzeren  Kanten  parallel,  wenn  ii'=:-^-^. 

f.    181. 

Combinationen  des  RhombendodekaSders,  Oktaeders  und  Hexaeders. 


1)  Es  bildet  an  ooO 
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a)  Schiefe  Abst  der  Konteiiy  wena  viV=iffi'  H*  1^;  Fig.iK)8r 
/8)  Vierfl.Zuflp.  der  tetr.  Ecke, 
Je  2  ZuspiL  auf  2  gegen- 
über!. Flächen  gesetzt,   .    —    —   *>--. 
y)  Dreifl.Zosp.  der  trig.  Ecke, 
/  die  Zaspfl.   auf  die  Flä- 

9hen  schief  aufgesetzt,    ,-^-*<;-w- 

b)  — -^y  Zusch.  der  tetr.  Ecke,  die  Zaschfl.   auf 
die  Flächen  gesetzt;  Fig.  226. 

2)  Es  büdet  an  O, 

^)  |~^  h  vi^^fl-  Zusp.  der  Ecke,  je  zwei  Zaspfl. 

anf  zwei  gegenüberliegende  Kanten  gesetzt;  Fig. 
229. 

b)  — 5—,  Zusch.  der  Ecke,    die  Zaschfl.   auf  die 

Kanten  gesetzt;  Fig.  230  und  223. 

3)  Es  bildet  an  ocOoo, 

a)  I  — —  1 5  unregelmässig  dreifl.  Zusp.  der  Ecke, 

die  Zuspfl.  auf  die  Kanten  oder  Flächen  einseitig 
schief  aufgesetzt;  Fig,  228. 

b)  — —y   Abst.  der  Kanten,    die  Abstfl.   einseitig 
schief  aufgesetzt;  Fig.  227. 

9.     182. 
Combinationsglelchnngen  für  zwei  Dyakisdodekaßder. 

Um  die  Darstellung  der  parallelflächig -semites- 
seralen  Combinationen  nicht  zu  sehr  mit  Formeln  zu 
überladen,  sind  die  Combinationsglel^^hungen  wegge- 
lassen worden,  weil  deren  jedenfalls  mehre  in  Rück-> 
sieht  kommen.  Da  dies  jedoch  kein  Grund  zu  ihrer 
gänzlichen  Vernachlässigung  seyn  kann,  so  wird  das 
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Wichtigste  über  sie  hier  nachträglich  mitgetfaeilt.  Es 
kommen  bei  den  Combinationen  zweier  Dyakisdode^ 
kaSder  D  und  D%  vermöge  der  eigenthfimlichen  Be- 
schaffenheit dieser  Gestaltjen,  im  Allgemeio^n  dreier- 
lei Combinationskanten  in  Betrachtang.  Denn,  bei 
gleicher  Stellung  beider  Gestalten  kommt  jede  Fläche  JP' 
(Fig.  17.)  der  nntergeordneten  Gestalt  D^  zuvörderst 
mit  der  analog  liegenden  Fläche  F  der  vorherrschen- 
den Gestalt  D  zum  Durchschnitte,  und  bildet  so  eine 
Combinationskante  i7%  welche  offenbar  identisch  mit 
der  CK.  zweier  Hexakisokta^er  ist.  Sie  kann  aber 
auch,  und  wird  in  den  meisten  Fällen  no9h  ausser- 
dem entweder  mit  der  Fläche  i^,  oder  mit  der  Fläche 
/^n  'i>^  Durchschnitte  kommen,  und  in  jenem  Falle 
eine  CK.  IVi^  in  diesem  Falle  eine  CK.  JFn  bilden.  — 
Dasselbe  Yerhältniss  tritt  bei  verwendeter  Stellung 
beider  Gestalten  ein. 

Wollen  wir  nun  einstweilen  auf  die  krjstallogra- 
phische  Lage  der  Flächen  der  dritten  Gestalt  jy^  wel- 
che die  Abstumpfungen  der  CK.  hervorbringt,  keine 
Bücksicht  nehmen ,  so  sind  die  diesen  drei  FäUeQ  ent« 
sprechenden  Formen  der  CG.  folgende: 

A.  Bei  gleicher  Stellung  von  I>  und  W\ 
I.  CG.  für  die  Kante  H* 

n.  CG.  für  die  Kante  JI\ 

in.  CG.  für  die  Kante  ITn 

B.  Bei  verwendeter  Stellung  von  D  und  D'  gelten 
dieselben  Formeln  mit  Yertauschung  der  Buchsta- 
ben mf  und  n\ 

Das  dritte  DyakisdodekaSder  D'^  nun  befindet 
sich  zu  dem  vorherrschenden  DyakisdodekaSder  D 
entweder  in  gleicher  oder  in  verwendeter  Stellung. 
Behalten  wir  zunächst  den,  ersten  Fall  im  Auge, 
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80  giebt  es  ffir  die  Lage  der  abstumpfendem  Flftche 
F^  dreierlei  Verschiedenheiten,  nach  Maassgabe 
welcher  sich  die  krystallographische  Bedeutung 
der  Cp^fficienten  m%  n"  und  r"  in  vorstehenden 
Gleichungen  sub  II.  und  III.  bestimmt;  ist  nämlich 
die  Lage  von  F^ 
1)  analog  mit  Fj    so  wird  m''s=zm'',  nr=H%  r'=a  1 

2)  .  -    .  /;,  .    -   ..«%•.!,.  .«" 

3)  .  -  -  F„,  -  -  -  -  1,  -  -«%-  .»• 
Nach  Substitution  dieser  Werthe  braucht  man  nur 
M^  und  n'^  XU  vertauschen,  um  diejenigen  Formen  der 
Combinationsgleichnngen  zu  erhalten,  welche  sich  auf 
die  verwendete  Stellung  von  D"  beziehen.  Die  An- 
wendung aller  dieser  Formeln  auf  die  Combinationen 
der  Pentagondodekaeder  und  übrigen  Gestalten  ergiebt 
sich  von  selbst. 

f.    183, 

Vom  IkosaSder  der  Kryttallograpide. 

Wie  wenig  das  PentagondodekaSder,  eben  so  wenig 
kann  auch  das  Ikosadder  der  Geometrie  In  d^r  Natur 
vorkommen,  da  seine  Erscheinung  ejnen  irrationalen 
AbleitungscoäEficienten  voraussetzt.    ^ 

Es  stellt  nämlich  nach  f.  178  die   Combination 

-— - .  O ,   wenn   die  Flächen  von  O  durch  die  nnre- 

gelmässigen  Ecke  von^ — - —  gehen,  einen  von  12  gleich- 
schenkligen und  8  gleichseitigen,  also  Sberhaupt  von 
20  Dreiecken  umschlossenen  Körper  dar.  Man  konnte 
nun  fragen,  ob  nicht  fnr  irgend  ein  Pentagondodeka<- « 
der  die  12  gleichschenkligen  Dreiecke  ebenfalls  gleich- 
seitige werden  könnten.  Der  Fall  wird  offenbar  nur 
für  diejenigen  Pentagondodekailder  eintreten  können, 
in  deren  Flächen  die  halbe  Grundlinie  zur  ganzen 
Höhenlinie  das  Verhälftniss  von  1  :  |^  hat.     Nun  ist 
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aber  allgemein  fSr  die  Flächen  aller  Pentagondode- 
kaeder : 

die  halbe  GrundHnie  A^ ^^^^ 

die  Höhenlinie       BT = ^^S 
folglich  die  Bedingung 

(»— i)/3=y;;M^ 

woraas  folgt: 

.^?^,^^)'     ■ 

Dieser  irrationale  Bedingnngswerth  von  n  ver- 
bürgt nns  die  Unmöglichkeit  des  Ikosa^ers  im  Ge- 
biete der   Krystallformen.     Weil   aber  2,618...  der 

3+1/5  ~  j         i>   «04 

Nftherungswertfa  von  —  ^      '    "^  w^*®  *•  ö-  —2^ 

oder  noch  mehr      X*",   mit  O  eine  dem  IkosaSder 

lehr  ähnliche  Combination  darstellen. 

f.    184, 
Vom  Triakontadder  der  Krystallograpfaie. 

Aber  auch  das  TriakontaSder  der  Geometrie  kann 
von  der  Natur  nie  als  Krystallform  prodacirt  werden, 
wenn  gleich  Combinationen  möglich  sind,  die  ihm 
lehr  nahe  gleichen.  Allerdings  stellt  die  Combina- 
tion eines  jeden  parallelkantigen  DyakisdodekaS- 
ders  mit  dem  Hexaeder  einen  -von  30  Rhomben  am- 
tchlossenen  Körper  dar,  sobald  die  HexaCderflächen 
durch  die  unregelmässigen  Eckpnncte  des  Dyakisdo- 
dekaSders  gehen  (f.  177) ;  allein  diese  Rhomben  sind, 
wiewohl  gleichseitig,  doch  iweierlei  verschiedenen 
Werthes.  SoUen  sie  aber  gleich  und  ähnlich  wer- 
den, tmd  wirklich  das  Triakontaäder  bilden,  so  wird 
gefordert,  dass  z.  B/der  stampfe  Winkel  der  rhom- 
bischen Hexaäderfläch«  dem  Winkel  b"  der  Dyakis- 
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dodekaSderflächen,  oder,  was  dasselbe,,  dass  dieser 
Winkel  V  dem  Neigungswinkel  ß  je  zweier  längsten 
Kantenlinien  JB^  und  B**  des  DyakisdodekaSders  gleich 
sey.  Nun  ist  aber  allgemein  in  allen  paralielkanti« 
gen  Dyakisdodeka^dern: 

fang  6"  = ^ 

\  si 

Unterwirft  man  diese  Wertbe  der  Bedingung  b''=ßf 

so  wird: 

«•—«•»— «1  +  1  =  4ifi* 
und  nach  Addition  von  — 2m^ 

oder    (»  —  !)*  c=  « 
3+1/5 


daher        m  =  — ^ 


und  folglich 


Also  wird  nur  das  DyakisdodekaSder  (     9    j  O  "^^ 

in  seiner  Combination  mit  dem  Hexaeder  das  Tria- 
konta^der  darstellen  können,  und  der  irrationale  Werth 
beider  AbleitungscoSfficienten  verbürgt  uns  wiederum 
die  Unmöglichkeit  des  Triakontaßders  im  Gebiete  der 
Krystallformen. 

Zugleich  folgt  tangß  =s  —  2,  und  ß  oder  b*=x 
116'' 34^  für  die  ebenen  Winkel  der  TriakontaSder- 
flächen. 

Merkwürdig   ist   die  Rolle,   welche   die   Grosse 

— jr^  =  A  in  diesen  idealen  Gestalten  und  Combi- 

nationen  des  Tesseralsystemes  spielt  *) ;  denn  esgiebt: 

.*)  Aoch  mag  hier  noch  erwähnt  werden,  dass  k  diejemge  Zahl 
ist,  decan  sweite  Poteu  um  1  •grosser  ist,  ala  ^  aelbft. 
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— ^  das  reguläre  PeDtagondodekaSder, 

mit  O  das  reguläre  IkosaSder,  und 


2 


mit  ooOoo  das  reguläre  Triakontaeder. 


Berechnung  der  Combinaiionekanten, 

§.     185. 
€oauiiu  der  CK«  sweier  HexakisoktaMer. 

Nächst  der  Bestimmung  der  in  einer  Combination 
enthaltenen  Gestalten  bildet  die  Berechnung  der  Com- 
binationskanten  eine  wichtige  Aufgabe  der  Combina- 
tionslehre ;  eine  Aufgabe,  welche  um  so  weniger  ver- 
nachlässigt werden  darf,  weil  die  Kenntniss  des  Co- 
sinus der  Combinationskante  als  einer  Function  der 
AbleitungscoSf&cienten  selbst  für  die  Losung  der  er- 
steren  Aufgabe  ganz  unentbehrlich  wird,  sobald  die 
Bestimmung  der  Gestalten  von  Messungen  abhängig 
ist,  und  sich  keine  andern  als  Combinationskanten  zu 
diesen  Messungen  geeignet  finden;  welcher  Fall  gar 
nicht  selten  einzutreten  pflegt.  Da  die  allgemeine 
Auflösung  des  Problemes ,  den  Cosinus  des  Neigungs- 
winkels irgend  zweier  Flächen  zu  finden,  aus  §.  22 
bekannt  ist,  so  läuft  jede  besondere  Auflösung  dessel- 
ben Problemes  auf  eine  blosse  Substitution  derjeni- 
gen Werthe  der  Parameter  hinaus,  welche  statt  der 
Buchstaben  a,  2,  c,  a%  V  und  c'  für  die  Flächen  bei- 
der Gestalten  gegeben  sind. 

Demnach  findet  sich  fSr  die  Combinationskante  J7 
der  Flächen  zweier  Uexakuoktaäder  mOn  und  »'Oa^ 

Da  nun  je  zWei  Gestalten  durch  die  Zeichen  mOis 
und  mfOn^  repräsentirt  werden,  so   wird  aus  vorste- 
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hendem  Werthe  von  com  TL  die  Combiaationskante  je 
zweier  Gestalten  gefunden  werden  können.  Der  fol- 
gende f.  enthält  die  tabellariscbe  Uebersicht  dieser 
Werthe  für  die  holoedrischen  Gestalten. 

f.    186. 
CodmiB  der  CK.  je  zweier  teaeeraler  Gertaltea, 

Um  die  nachstehenden  Ausdrücke  für  die  Cosi- 
nus der  Combinationskanten  fibersichtlich  in  einer  Ta- 
belle jKusammenfassen  zu  können ,  ist 

und     i/m'a  (^2 ^1)^^/2  _.j|^ 

gesetzt  worden.  Uebrigens  versteht  sich,  dass  alle 
Werthe  negativ  zu  nehmen  sind. 
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%.    187. 

Cosinus  der  CK.  je  tweSer  genei^achig-semitesferaler  Gestalten. 

Für  die  Cosinus  der  Combinationskanten  der  ge« 
neigtflächig-semitesseralen  Gestalten  gelten  bei  glei- 
cher Stellang  dieselben  Werthe  wie  für  die  respecti*^ 
ven  Muttergestalten ;  bei  verwendeter  Stellung  jedoch 
sind  diese  CoiSinus  besonders  zu  berechnen.  Man  fin- 
det allgemein  für  die  Combinationskante  W  zweier 
in  verwendeter  Stellung  befindlicher  HexakistetraSder 

mOn       .         m'On' 
---—  und -T — : 


cot  JI'  = 


iii»i^(«it^  + 1) — nn^ 


woraus  sich  denn  folgende  Tabelle  ableiten  lässt: 
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Diese  Werthe  fliind  insgesammt  negativ  za  neh-^ 
Inen;  auch  haben  Jfnild  M^  dieselbe  Bedeutung  ^ci 
in  |.  184. 

i  188.  . 
CodtHis  der  CK.  je  zweier  paranelflächig-seiüitedseralen  Gestaltem 
Was  endlich  die  Combinatiotiäkanten*  der  paral-> 
lelflächig-semit^sseralen  Gestalten  betrifft,  so  sind 
deren  nach  %,  182.  drei  verschiedene  zu  berücksichti- 
gen. £ä  kattü  nämlich  jede*  Fläche  i^der  einen  Ge-^ 
utalt  (Fig.  17) 

1)  mit  der  analog  liegenden  Fläche  F  dier  andeift 
Gestalt  eine  CK«  IV i^  und  zugleich 

2)  mit  der  Fläche  F^  eine  CK.  JT",,  oder 

3)  mit  der  Fläche  J^,,  eine  CK.  JT« 
hervorbringen.    Diese  chreierlei  CK.  sind  sowohl  füt 
gleiche  als  für  verwendete  Stellung  zu  berücksichtig« 
gen.    Man  findet  i 

A.  für  gleiche  Stellung  1 

MW — ~ 

tOilT^, ^^, 

B<  fSr  verwendete  Stellung  t 

MM' 

mW 

ftie  wichtigste  von  diesen  CK.  bleibt  alierdingflf 
die  Kante  JI%  und  will  man  sie  daher  allein  berück« 
sichtigen,  so  erhält  man  bei  verwendeter  Stellung  bei- 
der Gestalten  folgende  Tabelle  ihrer  Cosinuswerthe } 

I.  16 
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ocO«' 
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Tm'On'l 
L     2    J 
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«•'•(«M'+D-Hmi' 
Hat- 

ooOn 

2 

Bei  gleicher  Stellung  beider  Gestalten  gelten  für  cos  IT* 
dieselben  Werthe  wie  für  die  respectiven  Matterge- 
flftdten. 

Anwendung  der  ComBinationilehre  at{f  einige  verttickeltere 
^  Combinationen, 

§.     189. 
Combination  des  Rothknpfererze». 

Nach  Mobs  and  Phillips  kommt  am  Bothknpfer' 
erze  die  Combination  Fig.  231  vor.    Diese  Combina- 
tion ist  eine  siebenzfthlige,  holoedrische,  und  enthält 
folgende  Gestalten: 
P,  das  Oktaeder  O, 
a,  das  Hexaeder  ooOoo, 
m,  das  Rhombendodekaeder  ooO, 
b^  ein  Ikositetraeder  mOm^ 
H)  ein  Triakisoktaeder  «lO, 
c,  ein  TetrakishexaSder  ooOn',  und 
«>  ein  HexakisoktaSder  mOn. 
Da  nun  die  Flächen  b  die  Kanten  des  Rhombjßu* 
dedekaSders  abstumpfen,  so  ist 

b  =  202  (».162,  2,  a). 
Hierdurch  bestinpiit  sich  auch  sogleich  das  Tetrakis- 
hexaäder,  weil  es  die  längeren  Kanten  von  202  ab- 
stumpft, 

c  =  oo02  (5.169,  4,,a). 
Die  Bestimmung  des  Triakisokta^ders  ist  von  ei- 
ner Messung  abhängig;  misst  man  z.  B.  die  CK.  mit 
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ooO,  so  findet  man  160**  32^;  subtrahirt  man  von  die- 
Bem  Winkel  90%  und  vei^leicht  man'  den  Rest  mit 
der  halben  Ok^aßderkante,  so  findet  man 
tang  70^  32^  =  2.tanz  54^  44' 
worans  folgt,  dass 

n  =  20 
Das  HexakisoktaSder  e  ist  ebenfalls  nur  mittels 
einer  Messung  vollkommen  zn  bestimmen;   weil   es 
indess  die  Kanten  von  ooO  zosehärft,  so  ist  es  all- 

gemein  von  der  Form  «O j  (§.  162,  l,ä.);  wären 

seine  Flächen  nnr  etwas  vorherrschender,  so  dass  sie 

mit  den  Oktaeder^ächen  zum  Durchschnitte  kämen, 

so  wurde  sich  ergeben,    dass  je  zwei  auf  einer  und 

derselben  OktaSderfläche  einander  gegenüberliegende 

2si 
CK.  parallel  sind,  woraus  folgen  würde,  dass  it= 

(f.  163,  1.)*     Beide  Bedingungen   vereint  fuhren   so- 
gleich auf  die  Bestimmung: 

e  =  30# 
Weil  jedoch  unsre  Figur  das  letztere  Combina- 
tionsverbältniss  nicht  zeigt,  so  müssen  wir  auc^  zu 
einer  Messung  unsre  Zuflucht  nehmen.  Messen  wir 
z.  fi.  die  CK.  mit  ocO,  so  finden  wir  160°  64^  das 
Supplement  dieses  Winkels  ist  der  Kantenwinkel  < 
an  der  Grundfläche  der  einfachen  Pyramiden,  welche 
auf  den  Flächen  des  Dodekaeders  aufgesetzt  sind 
^§.129,  3).    Nun  ist  allgemein 

und  daher  n  =  ^-n—^—r^— 
|/3  —  fang  € 

In  gegenwärtigem  Falle  aber,  da  c  ss  19°  6%  ist 

tarnet  «  i/3 

folglich        n  =ir  f 

und      t  s  30^ 

.    16* 
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Die  Combination  ist  daher  vollständig  entwickelt,  und 
ihr  krystallographisches  Zeichen: 

Oj202.ooO.ooOoo.20.oo02.30f, 

♦.    19Ö. 
CombinaÜon  des  Magneteisetien^ 

Nach  Mohs  findet  sich  am  Magneteisenerz  ein^ 
ähnliche  Combination  wie  Fig.  232,  in  welcher  jedoch^ 
dfem  angegebenen  krystallographischen  Zeichen  xafolge, 
die  Flächen  €  dieselbe  Lage  haben  müssten  wie  die 
flächen  e  in  Fig.  231 ;  Bemhardi  hat  diese  Combina^ 
tion  zwar  übereinstimmend  mit  Mohs  bezeichnet,  aber 
dergestalt  gezeichnet,  dass  die  Flächen  €  nngefahr  so 
liegen  wie  in  nnsrer  Figor,  und  unmöglich  mit  den 
Flächen  e  in  Fig.  231  identisch  seyn  können.  Da  es 
uns  nun  hier  nur  um  ein  Beispiel  zur  Uebung  in  krjr* 
stallographischen  Entwicklungen,  nicht  um  Bestim- 
mung der  Krystallreihe  des  Magneteisenerzes  zn  thun 
ist,  die  erwähnte  Combination  aber  durch 'ihre  Sym-* 
metrie  höchst  interessant  wird,  wenn  wir  uns  an  Bern- 
hardi^s  ZeichntiUg,  und  nicht  an  seine  uikd  die  Mohs*-  . 
sehe  Bezeichnung  halten,  so  sind  auch  die  Flächen  c  ^ 
in  unsere  Figur  so  eingetragen  worden,  wie  es  ihre  Ver« 
hältnisse  zu  den  Flächen  «i  in  der  Bernhardi'schea 
Zeichnung  fordern. 

Die  Conkbination  selbst  ist  eine  funizählige^  ho« 
lo^drische,  und  enthält  folgend^  Gestalten: 

P,  das  Oktaäder  O5 

«•,  das  Rhombendodekai^er  ooO, 

€,  ein  Hexakisoktaäder  iwOii, 

e,  ein  TetrakisbexaSder  ooOii',  und 

ß,  ein  Ikositetraäder  rn'Om^ . 
Weil  Je  zwei,    auf  einer  und  derselben  Okta^ 
deffläche  einander  gegenfiberliegende  CK»  TonPr=0 
und  i  =s  mOn  parallel  sind,    so  ist  für  die  letztere 
Gestalt 
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11  =  -^  (M63,  1.) 

Weil  aber  dieselben  Flächen  t  die  CK.  iwiAchen 
O  und  ooOn^  abstumpfen,  so  findet  anch  offenbar  für 
diese  beiden  Gestalten  der  nämfiche  Parallelismus  je 
zweier  auf  einer  OktaSderfläche  einander  gegenüber- 
liegender CK.  Statt,  woraus  denn  i|ni|iittelbar  folgt, 
dass  fC  s;3  2,  und  daher 

c  =  oc02  (§.163,  4.) 
Die  Flächen  von  mfOm'  fallen  in  die  Zone  ge« 
wisser  Flächen  ron  oo02  und  ooO,  deren  Parameter 
sich  so  bestijiimen,  dass,  wepn  ^.  B.  |&  die  Fläche 
von  ooO 

minir  =s  l:<X)Sl 
für  die  entsprechende  Fläche  von  oq02 
«':ii':r' =  <x):2:l 

V 

und  für  die  abstumpfende  fläche  yon  m^Om* 

fli*' :  w*^ :  r^  =  m' :  m' :  1 
wird;  durch  Substitution  dieser  Werthe  in  die  allge- 
meine Couibinationsgleichung   (§.  68)   folgt   sogleich 
id  =^  3,  and  daher 

/?  =±  303 
Nun  stumpfeil  die  Flächeii  des  Hexakisoktaäders 
mOn  die^^K.  zwischen  ocO  und  303  ab;   setzt  man 
also  in  der  CG.  von  f.  162,  Nr,  2  für  m^  den  Wertb  3, 
so  wird  solche 

2||  —  i»(ii  —  1)  =  0 

und  folglich    n  =  :; 

°  «1^-2 

JEs  war  aber  auch,  vermöge  der  Verhältnisse  von 
mO»  SU  dem  Oktaäder,  -"^-^ 

_  -2«_ 

^       m  +  ± 

also  wird    2m  —  4  =b  m  +  i 

oder    si=s5,  »=s4,  und  £s50|^ 


Digitized  by  VjOOQIC 


246  Reine  Krystallographie. 

'Die  Comblnation  ist  daher  vollständig  entwickelt, 
nnd  ihr  Zeichen: 

O.oc0.504.oo02.303. 

§.     191. 
ConibiuatioQ  des  Silber  ^Amalganieä. 

Diese  in  Fig.  233  dargestellte  Combination  (Haüy's 
Vor.  iextiforme)  ist  eine  sechszählige,  holoedrische  % 
und  enthält  folgende  Gestalten: 
m,  das  RhombendodekaSder  ooO, 
4,  das  Ikositetra€der  202  ($.162,  2,  a.)^ 

€,  ein  HexakisoktaSder  «lO — ■—;:  (§.  162,  1.), 

üy  das  Hexaeder  ocOoo, 
#,  ein  Tetrakishexa^er  ooOn^,  und 
r,  das  Oktaeder  'O. 
Von  diesen  Gestalten  sind  nur  noch  das  Tetra- 
kishexaSder  und  HexakisoktaSder  zu  bestimmen. 

Da  nun  die  Flächen  t  vierflächige  Zuspitzungen 
der  tetragonalen  Ecke  von  202  bilden,  so  folgt,  dass 
«'>2(§.159,4,  b.) 
Wären  die  Flächen  des  Oktaeders  nicht  vorhan- 
den, so  würde  man  aus  der  Figur  sehen,  dass  die 
CK.  zwischen  ooOn^  und  202  den  kürzeren  Kanten 
von  202  parqillel  sind,  woraus  denn  sogldlch  folgen 
würde,  dass 

«'  =  3  (§.  159,  4,  zu  Ende.) 
Weil  aber  die  Flächen  r  dieses  Yerhältniss  der 


<»)  In  Had/a  Zdehnnng  ersoheineii  die  Fl&chen  des  4.6FI&di- 
ners  mit  seiir  falacber  Lage  der  CK.  xa  dem  48Flächiier;  weit  m- 
ridiliger  aber  ist  die  Zeichnong  von  Phillips ,  indem  er  die  Flä- 
chen •  mit  parallelen  CK.  zwischen  den  Flächen  b  erscheinen  lä^ 
wonach  •  s=z  ac02  seyn  müsste,  während  doch  die  von  ihni  an- 
gegebenen Winkel  auf  ocOS  führen ,  welches  auch  die  wahre  Ge- 
stalt ist. 
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fieobachtuDg  entziehen,  so  müssen  wir  zu  einer  Mes- 
sung unsrb  Zuflucht  nehmen; '  misst  man  z.  B.  die 
Kante  a  •  '19  so  findet  man  161^  34';  subtrahirt  man 
90",  und  vergleicht  den  Rest  mit  dem  halben  Noi- 
gungswinkel  zweier,  an  einem  und  demselben  tetra- 
gonalen  Eckpunct  einander  gegenüberliegender  Flä- 
chen von  ocQ,  so  ergiebt  sich: 

fang  7r  34'  ==  S.tei^** 
und  daher: 

f  =  cx>03,  wie  vorher. 
Auch  die  Bestimmung  des  HexakisoktaSders  ist  von 
einer  Messung  abhängig;  sie  kann  ganz  so,  wie  in 
f.  189  oder  auch  dadurch  gewonnen  werden,  dass 
man  die  CK.  zu  202  misst;  nach  beladen  Methoden 
erhält  man  das  Resultat: 

c  ÄS  3CH 
Diese  Combination  ist  daher  vollständig  entwickelt, 
und  ihr  Zeichen: 

ooO.2O2.3O4.ooO09.cx>03.O. 

i    192. 
Combinatioo  de«  tetraSdriadien  Kupferglanzes. 

Die  Combination,  Fig.  234,  ist  eine  siebenzäh- 
lige,  geneigtflächig,  semitesserale,  und  enthält  fol- 
gende Gestalten: 

P,  das  Tetraäder  -j, 

y,  daii  Hexaeder  oqOco, 

/,   ein  TrigondodekaSder  —5—^ 

o ,  das  RhombendodekaSder  ocO  (f.  164,  5.), 

#,  ein  Tetrakishexaöder  ooO»'  (§.  164,  4.), 

r,  ein  Trigondodekaäder  in  verwendeter  Stellung, 

2~' 
»,  ein  DeltoiddodekaSder  — x— . 
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' ,    Die  noch  unbekannten  Gestalten  ly  $^  r  und  n 
)4ssen  sieb  alle  ohne  Messungen  bestimmen«  ' 

'  Zuvörderst  folgt  aus  dem  Parallelismus  je  zweier 
auf  derselbe^  Fläche  /  liegender  CK.  zwischen  /  und 
o,  dass  dieselben  CK.  auf  den  längsten  Kanten  des 
Trigondodeka^ders  Rechtwinklig  sind,   und  dasai.also 

202 

/  =  ^(|.  169,  6,  a.) 

Weil  aber  die  Flächen  r  die  Kanten  des  Bhom-» 
bendodeka^der^  abstumpfen,  so  folgt,  dast 

202 

r  ==  -  1^  (f.  173,  2,  a) 

lind  weil  n  die  kürzeren  Kanten  von  /  abstumpft^  SQ 
wird;    ^ 

n^^  {V  ifl9,  2,  a,) 

Endlich  sind  die  CK.  des  Tetrakishexaäders  und 
Trigondodekaeders  /  den  kürzeren  Kanteii  dieses  letz- 
teren parallel^  und  folglich 

t  =  cx>03  (§.  169,  4,  zä  Ende  ) 

Die  Combination  ist  daher  vollständig  entwickelt, 
und  ihr  Zeichen  wird: 

?^^.ooOop.oo0.f.-£«2    o^03.f: 

f.    193, 

Combination  des  hexaSdrLipliea  Eüsenldeset, 

Diese  Combination,  Fig.  235^  ist  eine  siebeiizäh* 
lige,  parallelflächig-semitesseri^le,  und,  mit  Ausnahme 
kleiner  Flächen,  welche  die  Combinationsecke  zwi« 
sehen  e  und  y  abstumpfen,  die'  von  Hafiy  bestimmte 
und  gezeichnete  Var,  paralUliquey^mVetotkA  in  Peru* 
Sie  enthält  folgende  Gestalten; 
P,  das  HelLaäder  ooOoo, 


/,  ein  Dyi^dodekaäder  l-'o^|) 
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f ,  ein  PentogondodekaSder  — - — , 

y,  eines  dergleichen  -r^ — , 

J,  das  Oktaeder  O,  und 
0,  ein  IkositetraSder  m^O»''. 

Weiss  man,    daas  e  =  ^-9— >   wovon^man  sich 

durch  eine  Messung  der  CK«  mit  F  leicht  fiberzeu- 
gen k^n,  und  kämen  die  Flächen  y  mit  den  Flächeii 
e  9um  Durchschnitte,  so  wären  alle  noch  unbekannte 
Gestalten  unmittelbar  su  bestimmen. 

Weil  zuvörderst  e  die  längsten  Kanten  desDya- 
kisdodekaCders  $  abstumpft,  so  wird 

«  =  [^]  (M77,  2,  A.) 

Aus  dem  Parallelismus  der  CK.  von  e  durch  #,  ^ 
/bis  #  folgt  aber,  dass  dieses  DyakisdodekaSder  ein 
p^rallelkaiitiges  ist,  weshalb  denn 

r4021 

Derselbe  ParalTelismus  lehrt  auch,  dass 

o  =  202  (§.  177,  3,  d.) 
Aus  dem  Parallelismus  von  t  durch/*,  0,  bis  # 
folgt  ferner,  dass  das  DyakisdodekaSder  /  die  unre- 
gelmässigen Kanten  von  t  abstumpft,  und  zwar  lehrt 
die  gegenseitige  Lage  der  Flächen,  dass  dieAbstum- 
pfangsilächen  auf  die  längsten  Kanten  von  t  gesetst 
sind;  daher  gilt  für  / 

«•  <  4  und  ü  =  S  (§.  176,  II,  3.) 
Seti^t  man  in  der  Formel  S  des  {.  174  die  un- 
serm  Falle  entsprechenden  Werthe:  ni  c=  4,  n  «=  2| 
si'^ssi  und  n'^ssHj  so  wird 
H  5=  |i» 
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Wäre  nun  der  Durchschnitt  von  e  und  f  zu  beob« 
achten,  so  würde  man  sehen,  dass  solcher  der  CK« 
von  f  und  d  parallel  ist,  dass  also  die  Flächen/ 
die  CK.  zwischen  e  =oo02  und  dsrO  abstumpfen; 
daraus  folgt  aber  die  CG. 

2m 

n  = r-T 

und  durch  Vergleichung  beider  Werthe  von  n 
m=:3  und  11  =  7 

und  folglich  auch  ^ 

j,  =  2£0i  (j  177^  2,  A,  a.) 

Well  i^r  dieser  Parallelismns  der  CK«  nicht  sa 
beobachten,  so  wurden  wir  xu  einer  Messung  schrei- 
ten müssen,  und  offenbar  am  kürzesten  zum  Ziele 
konmien,  wenn  wir  die  CK,  von  y  und  P  messen, 
wodurch  sich  y  und  dann  sogleich  auch  f  bestimmt,  s 

Die  Combination  wäre  »onach  vollständig  ent- 
wickelt, und  ihr  Zeichen: 

r.    r3on  r*o2i  0002  oooi  ^  ^^^ 

i    i91, 
Combination  des  dodekaSdrischen  Kobaltkioses. 

Diese  nach  Phillips  in  Fig.  236  dfirgestellte  Com- 
bination ist  deshalb  merkwürdig,  weil  sie  xwei  neue 
Gestalten  enthält;  sie  ist  eine  fiin&ählige,  parallel- 
flächig-semitesserale,  und  zeigt  im  Allgemeinen  fol- 
gende Crestalten: 

c,  ein  Pentagondodeka^der  — -— , 

A,  eines  dergleichen  — ^ — , 

a,  das  Hexaäder  ooOoo  (§.  178,  7.}, 
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p,  das  Oktaeder  (f  178,  &), 

t,  ein  Dyakisdodeka^der  1  — «— |. 

Phillips  giebt  fiir  die  Combinationskanten 
a :  c  den  Winkel  163^  26' 
a:Ä    -        .    -     166*  aO' 
f\%     .        .    -     163'*  27' 
Snbtrahirt  man  von  den  ersteren  beiden  Winkeln 
90"",  und  vergleicht  ihre  Tan^nten  mit  ian^W^  so 
erhält  man  die  Bestinimnngen 
ii'  =  2 
und       !••  =  4,165 
Da  nnn  die  Messungen  von  Phillips  nicht  immer 
auf  grosse.  Genauigkeit  Ansprüche  machen,    so  lässt 
sich  anch  hier  voranssetaen,  dass  ein  Fehler  von  3(/ 
Statt  finden  dürfte ;  setzen  wir  demgemäss  den  gemes- 
senen Winkel  166''  (/,  so  wird  fast  ganz  genau 

«•'  =  4 
und  die  beiden  Pentagondodekaäder  sind  daher 

<»02       ,  ,        <io04 
c  =  -^und  *  SÄ  -y- 

von  welchen  das  letztere  no(^h  nicht  beobachtet  worden. 

WeU  die  Flächen  $'  die  CK.  zwischen  "^^  und 

O  abstumpfen,  so  folgt  für  das  Dyakisdodeka^der  «: 

Nun  ist  seine  CK.  mit  O  gegeben;  aus   §.  186 
folgt  aber  for  den  Cosinus  dieser  Kante: 

„  («I  +  IW  +  SI 

»^(l^^+l)»*^«^ 

oder,  nach  Substitution  des  Werthes  von  n: 

co$n=  -7===^==z4L====. 
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Bestimmt  tMJk  hiernach  m  als  Function  von  ^m  11^ 
80  folgt: 

m  est  ^ 
und  daher      n  =  77 
welche  Werthe  die  CK.  zu  IGS""  28^  bestimmen.   Be^ 
trägt  der  Messongsfehler  einen  halben  Crrad  m  yi^ 
80  findet  sich  für  lea""  59' 

betragt  er  4"*  jni  wenige  so  wird  für  164^  46'*) 

fli  =  2^  «  =  4 
welche  letzteren  Werthe  i^ich  ihrer  Einfachheit  we-> 
gen  empfehlen. 

Vertrauen  wir  der  Messung  von  Phillips,  sq  wir4 
das  Zeichen  unsrer  Combination: 

?50J.o.»o»,2S»«.[a5äJ. 

f.    195, 

■    Combination  des  Flwwpathei. 

Nic^t  als  Beispiel  zur  Uebung,  sondern  als  krj- 
stallographische  Merkwürdigkeit,  m5ge  die  von  Phil- 
lips gezeichnete  Combination  deß  Flussspatbes,  Fig. 
237,  die  Darstellungen  des  Tesseralsystemes  beschlies^ 
sen.  Der  Krystall,  auf  welchen  sieb  die  Zeichnung 
bezieht,  ist  von  Deyonshir^  und  enthält  wirklich  alle 
Gestalten,  mit  Ausnahii^e  derjenigen,  deren  Flächen 
^^  ^19  ^iy  ^4  ^^d  C3  bezeichnet  sind,  welche  Phil* 
Ups  nur  hinzufügte,  um  möglichst  viele  Gestalten  des 
Flul^sspathes  in  einem  Schen^a  zu  vereinigen.  Wäre 
er  vollkommen  ausgebildet,  so  würde  er  von  338, 
und,  seigte  er  auch  die  im  Bilde  hinjsngefügten  Ge- 
stalten, von  434  Flächen  umsehlpssei^  seyn.    Die  all- 


*)  Wat  grösser  wird  der  Fehler^  ont^  Pqrnhardi*!  Vorsns- 
setEniig  Ton  81  =  4  und  H  ^ps  V»  ^ßua  dann  mOsst«  der  Wiakel 
iW  4S'  betragen. 
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gemeilie  Entwicklung  der  Combination  zeigt,  dass  foU 
gende  Gestalten  zu  ihr  contribniren : 

05  das  Hexa<Sder, 

e,  das  Rhombendodekailder, 

J\  das  Oktaeder^ 

bj  1,  2,  3,  4,  Tier  IkositetraSder, 

Cj  i^  2^  3y  drei  TetrakishexaSder, 

d,  1)  2,  3,  4,  5,  fnnf  HexakisoktaSder. 
Die  Ton  Phillips  angegebenen  Messungen  lassen  . 
jedoch  nnr  wenige  dieser  Gestalten  mit  einiger  Si- 
cheriieit  bestimmeii. 


Zweiter  Abschnitt 
1^0 m    TetragonalMffSteme. 


Ente»  Capitel 

Von  den  Axea  nnd  einzelen  Gestalten  des 
Tetragonalsystemes.  ^ 

|.    196. 
Cniilddi&raktei^»  Zwischenaxot)  Hauptstlmitte« 

Das  Tetragonalsystem^)  ist  nach  f.  43  der  In- 
begriff aller  deijenigen  Gestalten^  deren  geometrischer 
Cbrandcharakter  dnrch  Dreizahl,  Rechtwinkligkeit  und 
Gleichheit  zweier  Axen  gegen  eine  ungleiche  ansge* 
sprechen  ist.  Der  Ton  Breithanpt  Torgescblagene 
Name  bezieht  sich  auf  die  Mittelquerschnitte  aller 
hierher  gehSriger  Gestalten,  indem  selbige  entweder 
tinmittelbar  Quadrate  (Tetragone)   oder  doch  solche 


*)  Viers^edri^  SytUffli  nach  W^b^;  pyfHiiildsles  BjiUm  nach 
BMi;  a0iio4ittetriidiM  ftyikm  asdi  Hamaaim. 
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Figncen  sind,   in  oder  nra  welche  sich  Quadrate  be- 
schreiben lassen. 

Ausser  der  Hauptaxe  und  den  beiden  Neb«n- 
axen  sind  in  diesem  Systeme  noch  ^wei  Zwischen- 
axen  zu  berücksichtigen,  welche  in  der  Ebene  der 
Basis  mitten  zwischen  beiden  Nebenaxen  hinlaufen, 
und  daher  unter  45^  gegen  dieselben  geneigt  sind. 
Die  J^beiien  durch  die  Hauptaxe  und  je  eine  der  Ne- 
benaxen (oder  die  Coordinatebenen  des  Systemes)  nen- 
nen wir  die  normalen,  so  wie  die  Ebenen  durch 
die  Hauptaxe  und  Je  eine  der  Zwischenaxen  die  dia- 
gonalen Hauptschnitte. 

Als  geometrische  6rundgestalt  (§.  52.)  kann  in 
diesem  Systeme  jede  Gestalt  gelten ,  deren  Parameter 
das  endliche  Verhältniss  1  :  1  :  a  haben,  und  man 
sieht  leicht,  dass  sich  für  jedes  solches  Verhältniss 
ein  Inbegriff  von  8  Flächen  ergiebt,  welche  gleich- 
schenklige breiecke  sind,  und  eine  Pyramide  von 
quadratischer  Basis  darstellen. 

i    197. 
Arten  der  tetragonalen  Gestalten. 

Die  einfachen  Gestalten  des  Tetragonalsystemes 
erhalten  ihren  allgemeinsten  Namen  nach  der  Figur 
ihrer  Flächen  oder  nach  gewissen  Verhältnissen  ihrer 
äusseren  Umrisse,  ihren  Zunamen  nach  dem  Namen 
des  Systemes  oder  nach  der  Figur  ihres  Mittelquer- 
schnittes. Im  Allgemeinen  giebt  es  folgende,  ihrer 
Configuration  nach  wesentlich  yerschiedene  Arten  von 
Gestalten: 

1)  Tetragonale  Pyramiden. 

2)  Ditetragonale  Pyramiden. 

3)  Tetragonale  Skaleno§der. 

4)  Tetragonale  Trapezoäder. 

5)  Tetragonale  Sphenoide. 

Jede  Art  enthält  einen  zahllosen  Inbegriff  Ton 
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VaiietSten,  welche  theils  durch  ihre  FlSchenstel- 
lung,  theils  dnrch  das  ihnen  zu  Gnuide  liegende  Ver- 
haltniss  der  Parameter  verschieden  sind.  Ausserdem 
giebt  es  noch  tetragonale  nnd  ditetragonale 
Prismen,  so  wie  das  basische  Fläehenpaar, 
welche  aber  keine  geschlossene^  sondern  offene  Ge- 
'  stalten  darstellen,  von  welchen  die  Ableitung  lehrt, 
dass  sie  nnr  als  die  Gränzgestalten  der  tetragonalen 
und  ditetragonalen  Pyramiden  anzusehen  sind,  wes- 
halb sie  nicht  wohl  neben  diesen  als  besondre  selb- 
ständige Gestalten  aufzählt  werden  können. 

§.    198. 
Tetragonale  Pyramiden. 

8§»,  VierfliedrifM  OktaMer;  Weist.  Gleldieclienklife  yienei- 
tige  Pyramide ;  MoUt.  Quadratoktafider;  Bernhard!,  Weiss, 
HausmaaB. 

Die  tetragonalen  Pyramiden,  Fig.  238  und  239, 
sind  von  8  gleichschenkligen  Dreiecken  umschlossene 
Gestalten,  deren  Mittelkanten  in  einer  Ebene  liegen; 
sie  haben  12  Kanten,  6  Ecke. 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  8  symmetrische  Pol- 
kanten, und  4  regelmässige  Mittelkanten. 

'  Die  Ecke  sind  gleichfalls  zweierlei:  2  tetragonale 
Polecke,  und  4  rhombi|^he  Mittölecke. 

Die  Querschnitte  sind  Quadrate,  die  normalen 
Hauptschiiitte  Rhomben. 

Von  diesen  Gestalten  giebt  es  folgende  drei,  ih- 
rer Flftchenstdlung  nach  wesenpich  Terschiedene  .Un- 
terarten : 

a)  Tetragonale  Pyramiden  von  normaler 
FIftchenstellung,  oder  t.  P.  der  ersten  Art; 
ihre  Flächen  sind  rechtwinklig  auf  den  diagona- 
len Hauptschnitten  oder  gleich  geneigt  gegen  je 
zwei  normale  Hauptschnitte  des  Axensystemes. 

b)  T.  P.  von  diagonaler  Flächenstellung, 
oder  t.  P.  der  zweiten  Art;   ihre  Flächen  sind 
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rechtwinklig   auf  den  normalen  Hanptsdinitten 
oder  gleich   geneigt   gegen  je ,  xwei   diagonale 
Haaptschnitte, 
c)  T.  P.  von  abnormerFlächenstellnng,  oder 
t*  P.  der  dritten  Art;    ilire  Flächen  sind  weder 
auf  den  diagonalen  noch  anf  den  normalen  Haupt-  . 
schnitten  rechtwinklig,  sondern  haben  eind  initt- 
iere  Stellung  awlschen  den  Flächen  der  beiden 
anderen  Äxten  von  Pyramiden. 
In   den   ersteren  bildet  die   Basis   ein   Quadrat. 
(a..a  Fig. 255),  dessen  Seiten  die  Nebenaxen  unter 
45^  schneiden;  die  Basis  der  Zweiten  ist  das  regel- 
mässig umschriebene  Quadrat  (b . .  b)  für  jeneisr,  wäh- 
rend die  Basen  der  dritten  unregelmässig  umschrie- 
bene Quadrate  (c . .  c)  um  dasselbe  darstellen. 

8.    199. 

iDitetragonale  Pyrami^eit. 

äf/m,   4  imd  tinwticres  DfökUCder;   Wetss.      Üng^ef^sehMlifge 
suhtseltige  Pyraaidte ;  M<»ht.    ^ftppeli  tehtieltige  Pymdde  \ 


Die  ditetragonalen  Pyramiden,  Fig.  240  und  241, 
sind  von  16  ungleichseitigen  Dreiecken  umschlossene 
Gestalten,  deren  Mittelkanten  in  einer  Ebene  Ue^ 
gen;  sie  haben  24  Kanten  ui|^  10  Ecke. 

Die  Kanten  sind  symmetrisch  und  dreierlei :  8  kur* 
sere,  stumpfere,  8  längere,  schärfere  Pelkonten  und 
8  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  dreierlei:  2  ditetrago« 
nale  Polecke,  4  stumpfere  und  4  spitzere  rhombisehe 
Mittelecke* 

Die  Querschnitte  sind  Ditetragone,  die  beiderlei 
Bauptschnitte  Bhomben. 

Diejenigen  Polkanten  und  Mittelecke,  Weldie  in 
den  normalen  Hauptschnitten  liegen,  nennen  wir  nor-» 
male,  die  in  den  diagonalen  Hauptschnitten  liegen, 
diagonalePolkanten  undMittelecke;  inBezng 
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«Qf  ihre  Grösse  findet  kein  dnrehgreifender  Untelrschied 
Statt,  indem  in  einigen  Pyramiden  die  normalen,  in 
andern  die  diagonalen  Polkanten  die  längeren  und 
sdiSrferen  sind. 

Die  Flidien  einer  jeden  ditetvagonalen  Pyramide 
gmppiren  sich  in  8,  an  den  diagonden  Polkanten  ge- 
legene flScheapaare.i 

fr     2(X)L 
Tetragonale  SkalenoSder» 

Die  tetragonalen  SkalenoCder^  Hg.  242  und  243, 
sind  von  8  Dreiecken  umschlossene  Gestalten,  deren 
Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene  liegen;  sie  ha- 
ben 12  Kanten  und  6  Ecke. 

Die  Kanten  eind  dreierlei :  4  symmetrische,  läi^ 
gere,  stumpfere,  so  wie  4  dergleichen  kürzere,  schär- 
fere Polkanten,  und  4  unregelmässige,  im  Zickzack 
auf-  nnd  ablaufende  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  zweierlei:  2  rhombische  Polecke, 
und  4  nnregelmässig  Tieriläohige  Mittelecke. 

Die  Querschnitte  sind  theils  Rhomben,  theils  un- 
regelmässige  Achtecke,  der Mittelqnerschnitt  aber  ein 
Ditetragon;  die  normalen  Hauptschnitte  sind  Rhom- 
ben, die  diagonalen  Hauptschnitte  Deltoide. 

Die  Nebenaxen  verbinden  die  Mittelpuncte  je 
sweier  gegenüberliegender  Mittelecke. 

Die  Flächen  dieser  Gestalten  gruppiren  sich  je- 
derzeit in  4,  an  den  längeren  Polkanten  gelegene  flä- 
dienpaare. 

f.    201. 
Tetngoiude  IVapeso^der. 

Die  tetragonalen  TrapezoHder,  Hg.  244,  sind  von 
8  gleidischenkligen  Trapezoiden  umschlosisene  Gestal- 
ten^   deren  Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene  lie- 
gen; nie  haben  16  Kanten  und  10  Ecke, 
t  17 
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Die  Kasten  sind  iuiregelm%iisig  Uftd  dreierlei:  8 
Polkanten»  4  kürzere,  schärfere ,  «nd  4  tengvre, 
iitiimpfere,  abwechselnd  verbundene,  im  Zieksaek  an(> 
und  ablaufende  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  sweierlei:  2  tetragonale  P<rfecke, 
«nd  8  nnregdmässig  dreiflich^  Mittelecke.  v 

Die  Nebenaxen  verbinden  die  Mittelpnncte  der 
abwechselnden  Mittelkanten ;  wir  nennen  diese  Mittel^ 
kanten  die  normalen,  die  zwischenliegenden  die 
diagonalen  Mittelkanten. 

Die  Querschnitte  sind  grösstentheils  Quadrate: 
der  Mittelquerschnitt  aber  ein  Ditetragon;  diiBHanpt- 
schnitte  sind  Rhemben. 

Von  jeder  dieser  Gestalten  giebt  es  zwei,  in  Be- 
zug auf  die  Figur  und  Grösse  ihrer  Beg^ftnztmgsele- 
mente  vollkommen  gleiche  und  ähnliche,  allein  in  Be* 
zug  auf  die  Velrknüpfüng  derselben  wie  ein  rechtes 
und  linkes  Ding,  desselben  Paares  veMdkledene 
Exemplare. 

Wiewohl  fibrigens  die  Trape^tder  noch  an  keS*^ 
ner  Speoles  des  Mineralreiches  beobachtet  worden*), 
so  ist  doch  ihr  Vorkommen  nibht  unwainrscbeiftlicfai 
da  die  analogen  Gestalten  des  Hexagonatsystemes  am 
Qnarze  gar  nicht  selten  Sind. 

§.    202. 
Tetragonale  Sphenoide« 
TetncoMl«  SpIioitMer,  Brettkaiq^t 

Die  tetragonalen  Sphenoide,  Fig.  245  und  246, 
sind  von  4  gleichschenkligen  Dreiecken  umschlossene 
Gestalten,  deren  Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene 
liegen;  sie  haben  6  Kanten  und  4  Ecke. 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  2  regehnttssige,  hori* 


*)  Breithavpt  reraivthei  -das  Vorkctomien  ron  Trapezoedeni  am 
Anataa. 
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lOBtala  Pol  -  oder  Eadkraiteii,  und  4  nnregelttassige, 
im  ZidEZäck  auf-  und  ablaofonde  MiHel-  oder  Seir 
tenkmteii. 

Die  Ecke  sind  mir  eioerlei,  anregelia&iBig  drei- 


Die  Prie  der  Havptaxe  fallen  in  die  MKttelpancte 
der  regelmässigen  Kanten;  die  Nebenaxen  verbinden 
die  Mlttelpnncte  je  zweier  gegenüberliegender  Seiten- 
kanten. 

Die  Querschnitte  sind  Rectangel,  m^  Ausnahme 
des  Mittelquerschnittes ,  welcher  ein  Quadrat;  die  nor- 
malen^ Hauptschnitte  sind  Rhomben,  die  diagonalen 
Hauptschnitte  gleichscheiddige  Dreiecke. 

i    203. 

Holoedrische  uod  hemiedrische  Gestalten. 

Welche  von  den, bisher  abgehandelten  Gestalten 
ds  holoedrische,  und  welche  als  hemiSdrische  zu  be- 
trachten sind,  darüber  belehren  uns  die  Symmetrie- 
Terhftltnisse  derselben.  Nächst  der  allgemein  für  alle 
Kristallsysteme  gültigen  Bedingung  des  Flächenparal- 
UUsmus  (4.  47)  ergeben  sich  nämlich  aus  dem  geo- 
metrischen Grundcharakter  dieses  Systemes  folgende 
Bedingungen  der  HoIoCdrie: 

1)  dass  jede  holoedrische  Gestalt   in  der  Normal- 
Stellung  eine  vollkommene  Identität  der  Symme« 
trie  nach  rechts  und  links,  und  daher  eine  voll- 
kommene Uebereinstimmung  der  rechten  UQd  lin-  , 
ken  Hälfte  zeigen  muss;  . 

2)  dass  jede  holoädrische  Gestalt  in  der  ersten  und 
verwendeten  Normalstellung  absolut  dieselbe  Lage 
und  Yerknüpfung  ihrer  verschiedenen  Begrän- 
zungselemente ,  und  folglich  absolut  dasselbe  Bild 
zeigen  musS. 

Die  Spbenoide,  SkalenoMer  und  Trapezo^d^r  j^r- 
kennt  man  sogleich^  theils  an  dem  Mangel  des  Fltt- 

17- 
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chenparallellinnw,  theil«  nach  dem  zweiten  Kriterio^ 
f3r  geneigtfläehig*hemi§druche  Gestalten.  Das«  aber 
auch  die  tetragonalen  Pyramiden  von  abnormer  Flä- 
ehenstellnng,  ihres  FUchenparallelismas  ungeachtet, 
hemiedrische,  und  daher  parallelfiächig-hemißdrisehe 
€restallen  sind,  folgt  aus  dem  ersten  Kriterio. 

So  erhalten  wir  folgende  vorläufige  Uebttrsiebt 
der  Gestalten  des  Tetragonalsystemes  nach  den  Ver* 
hältnissen  der  Holo^drie  und  Hemißdrie: 

A.  Holoidrüche  Oeitalten: 

1)  Tetragonale 'Pyramiden  der  ersten  Art, 

2)  Tetragonale  Pyramiden  der  zweiten  Art, 

3)  Ditetragonale  Pyramiden. 

B.  Hemt^drisehe  Geslalteni 
h)  Geneigtflächige; 

4)  Tetragonale  Sphenoide, 

5)  Tetagonale  Skalenoeder, 

6)  Tetragonale  Trapezoßder. 
b)  Parallelflächige; 

7)  Tetragonale  Pyramiden  der  dritten  Art. 


Zweitem   Capitel. 

Von  der  Ableitung  der  Gestalten  des  Tetra* 
gonalsystemes. 

A.    Ableitang  der  koloedriichen  Gestalten. 

5.    204. 
Gnmdgestalts  Axenyrerth  derselben. 

Die  Derirationslehre  wird  auch  hier,  wie  im 
Tesseralsysteme,  ihre  Aufgabe  zuvörderst  fiir  die  ho- 
loädris<^en  Gestalten  zu  lösen,  und  dann  erst  den 
Zusammenhang  anzugeben  haben ,  welcher  zwischen 
den  verschiedenen  bemi^drischen  GestiUten  und  ihren 
respectiven  Muttergestalten  Statt   findet.      Da    nun 
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t&nn^che  Ablehungen  atui  einer  der  geömetriflohen 
Grandgestalten  Torgenommen  werden  müsien,  «Is  lol«* 
ehe  aber  nur  die  ietragonalen  Pyramiden  von  norma- 
ler Flftchenstellong  zu  betrachten  sind,  ao  wählen 
wir  irgend  eine  beliebige  dergleichen  Pyramide  von 
unbestimmten  Dimensionen  aur  Grundgestalt,  beaeick* 
nen  sie  mit  P,  und  das  Yerhältniss  der  halben  Haupt» 
axe  zur  halben  Nebenaxe  mit  « :  1. .  Ob  dieses  Ver<- 
hähniss  rational  oder  irrational  aey,  darüber  sind  die 
Meinungen  getheilt;  Hady,  Weiss,  Mohsu.  a.  drücken 
a  als  Quadratwurzel  aus,  während  Breithaupt  es  wahr« 
scheinlich  zu  machen  gesucht  hat,  dass  diese  Zahl 
rational  ulid  Jederzeit  ein  Multiplum  des  CoSfficien« 
ten  T^ö  sey,  wobei  entweder  die  Nebenaxe  oder  die 
SSwischenaxe  zur  Einheit  angenommen  wird.  Wie 
dem  aber  auch  sey,  so  ist  die  Beantwortung  dieser 
Frage  für  die  Selbständigkeit  des  Systemes  ganz  gleich* 
gültig;  denn  die  wesendiche  Eigenthümlichkeit,  mit 
welcher  eine  scharfe  Gränze  zwischen  den  Gestalten 
dieses  Systemes  nnd  jenen  des  Tesseralsystemes  ge* 
sogen  ist^  besteht  in^  dem  Gegensatze  der  einen 
Axe  gegen  die  beiden  andern;  ein  Gegensatz,  welcher 
zwar  durch  die  Ungleichheit  der  Axen  bedingt,  aber 
'von  dem  numerischen  Charakter  dieser  Ungleichheit 
völlig  unabhängig  ist.  Die  um  eine  einseitig  vor* 
herrschende  Richtung  viergliedrig  geordnete  Sym* 
metrie,  als  Folge  jenes  Gegensatzes»  ist  es^  was  dem 
Grandtypus  aller  tetragonalen  Gfestalten  ein  %o  elgen^ 
lliümKohes  Gepräge  ertheilt,  dass  der  Gedanke  an  ei« 
nen  Uebergang  in  tesserale  Gestalten  gar  nicht  auf« 
koBunen  kann. 

f.    205. 

Abkitong  aller  tMrsgoaalea  Pyzaaddeii  te  «ntea  Art. 

Aus  der  Grundgestalt  P  IfUist  sich  eine  Reihe  te- 
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traJBfODaler  PyramideB  voa  derselben  Basis  «od  Itt* 
chenst^Uang  ableiten. 

Man  midti)^Mre  die  Hanptaxe  m  mit  eia^n  ra- 
^tionalen  Co^fficienten  m,  welcher  theils  ^1,  theils 
^1,  und  lege  darauf  in  jede  Mittelkante  von  P  zwei 
Ebenen,  von  welchen  die  eine  den  oberen,  die  an* 
^  dere  den  unteren  Endpunct  der  so  verlängerten  oder 
verkürzten  Haüptaxe  trifft,  so  resultirt  für  jeden 
Werth  von  m  eine  tetragonale  Pyramide,  welche  tlieib 
spitzer,  theils  flacher  als  P  seyn,  jedenfalls  aber  die- 
selbiO  Basis  und  Fläcfaeiistellung  haben  wird«  Da  nun 
der  geometrische  Unterschied  der  Flächen  jeder  sol- 
dien  Pyramide  von  jenen  der  Grundgestalt  diirin  be- 
steht, dass  ilire  Parameter  1  :  i  :  sur  sind,  währwad 
jenen  von  P  das  Yerhftltniss  1  :  1  :  a  entsptidit,  so 
wird  allgemein  isP  das  Zeichen  derselben.  Und  weil 
m  eineroeits  <C  1,  anderseits  ^  1,  die  beiden  CStSn- 
sen  seiner  möglichen  Werthe  aber  0  und  oo  sind,  so 
lasiten  sich  sämmtliche  auf  diese  Art  abgeleitete  Py- 
ramiden nach  ihrer  fortschreitenden  Axenlänge  in  das 
S.cl^ma  folgender  Reihe  vereinigen: 
m<±  m>± 

oP «P P «P....^.^odP 

in  welcher  die  Glieder  linker  Hand  von  P  lauter  fla- 
chere, die  Glieder  rediterHand  lauter  spitzere  Pyrar 
miden  als  P  bedeuten. 

Wir  nennen  diese  Reihe  die  Hanptreih^  des 
Telragonrisystemes,  und  erkennen  ihre  Glieder  jeder- 
zeit  daran,  dass  sie  mit  der  Grundgestalt  gleiche FUU 
chenstellung  |iaben.  Denn  die  Gleichheit  der  Flftchen*- 
Stellung  und  der  Basis,  nicht  aber  ein  mathematischei 
Gesetz  des  Fortschreitens  der  Axenlängen  ist  es,  was 
diese  Gestalten  in  eine  einzige  Reihe  vereinigt,  und 
dieCopula  dieser  Reihe  bildet.  Die  Gränsglieder  der- 
selben sind  o9  und  ooP;  das  crstere  stellt  eine  tetra- 
gonale Pyramide  von  unendlich  kleiner  Axe,  und  von 
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^elohei  md  ähnUcber  Basis  mit  P,  d,  h.  4i«ieBih 
MiB  selb  st,,  das  leU^tejre  eine  letragonale  Pyramide 
TOD  oaendlich  grosser  Axe  mid  demselben  Qi^i^ 
schnitte,  d.  h.  ein  tetragonales  Pri/^m^f.  xon  ietr 
definiter  Länge  dar.  B^ide  können  natürlich  nicht 
selbständig,  sondern  nur  in  Combination  #nM  einan- . 
der  oder  mit  andern  Gestalten  erscheinen.  Uetirig^mi 
erweitern  wir  die  Bedentnng  des  Zeicliens  oP  dahin, 
dass  es  nicht  blos  die  Basis  selbst,  sondern  überhande 
Jede  Paraljelfläche  der  Basis  reprSsentirt.  Biem^cb 
bedeutet  OOP.0P  ein,  sein^  Länge  nach  nnbestiuimr 
tes,  aber  an  )>eid«»  Enden  durch  basische  Flächep 
teminiites,  tetragonales  Prisma,  von  .ptoallel^r  Flft- 
chenateUmig  mit  P. 

,  f.    206. 

Ableitaiig  der  ditetragonaIe%  nod  der  tetrsgonalea  Pyramiden  zwei- 
ter ArU         " 

Aus  jedem  Gliede  mV  der  Hauptreihe  lässt  steh 
eine  Reihe  ditetragonaler  Pyramiden  und  eine  tetra^- 
gonale  Pyramide  Ton  diagonsder  FlächeasteUung  ab- 
leiten. 

Man  verlängere  die  Nebenaxen  von.  nP  nach  ir- 
gend einem  rationalen  CoSf&cienten  n,  der  ^  1,  und 
verbinde  dieEckpuncte  der  Basis  mit  den  Endpuncten 
der  verlängerten  Nebenaxen  durch  gerade  Linien,  so 
bildet  sich  jedenfalls  eine  ditetragonale  Figur  ans. 
Legt  man  nun  in  jede  Seite  dieser  Figur,  als  der  Ba- 
sis der  neuen  Gestalt,  swei Ebenen,  von  welchen  die 
eine  den  oberen,  die  andre  den  unteren  Pol  4er  9j^ 
ramide'fliP  trifft,  so  resultirt  nothwendig  eine  töji 
16  ungleichseitigen  Dreiecken  umsdilossene  Gestalt, 
deren  Mittelkanten  in  einer  Ebene  liegen,  d.h.  eine 
ditetragonale  Pyramide  (f.  199))  deren  Zeichen  mPn. 
Weil  nun  n  alle  möglichen  rationalen  Werthe  von  1 
bis  OD  annehmen  kamt,    so  erhalten  wir  aus  jetdem 
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GUede  mJf  4er  Hauptreihe  einen  sahHoien  Inbegriff 
Ton  ditetragonalen  Pyramiden,  welcher  sich  nach  den 
fortschreitenden  Werthen  von  ii  in  das  Schema  fol- 
gender Reihe  ordnen  lässt: 

miP fliPi»»...„...4aPoo 

Ffir  n  s=s  1  verwandelt  sich  die  ditetragonale  Da- 
vis in  die  quadratische  Basis  der  Grandgestalt;  fBr 
n  =9  oo  dagegen  in  das  nm  diese  Basis  regelmässig 
umschriebene  Quadrat.  Daher  sind  die  Grtosglieder 
dieser  Reihe  einerseits  die  Pyramide  siP,  von  weL 
eher  die  Ableitung  ausgibg;  anderseits  wiederum  eine 
tetragonale  Pjrramide  von  gleicher  Axe  mit  siP,  aber 
Ton  diagonaler  Flächenstellung  und  doppelt  so  grosser 
Basis.  Alle  mittleren  Glieder  sind  ditetragonale  Py- 
ramideUt  v6n  verschiedenen  Basen,  nach  Maassgabe 
der  verschiedenen  Werthe  von  n.  Uebrigens  ist  es 
sowohl  die  Gleichheit  der  Hauptaxen,  als  auch  die 
Identität  der  normalen  Hauptschnitte,  was  die  sämmt- 
lichen  so  abgeleiteten  Gestalten  in  eine  Reihe  ver- 
einigt, und  folglich  die  Copula  dieser  Reihe  bildet. 

Die  bisher  beobachteten  Werthe  von  »  sind  ge- 
wShnlich  von  sehr  einfachem  numerischen  Ausdrucke. 
Regelmässige  achtseitige  Pyramiden  können  aber  nicht 
vorkommen,  da  sie  einen  irrationalen  Wertfa  von  n 
fordern. 

§.    207. 
IHtetragonale  Prismen. 

Wie  aus  jedem  Gliede  der  Hauptreihe,  so  mus« 
sieh  auch  aus  ooP,    oder  dem  tetragonalen  Prisma 
eine  Reihe  von  folgender  Form  ableiten  lassen; 
ooP... odPn. ooPoo 

Sämmtliche  Glieder  dieser  Reihe ,  mit  Ausnahme 
4er  beiden  äussersten,  sind  ditetragonale  Prismen 
von  verschiedenen  Querschnitten,  nach  Maassgabe  der 
▼eradiiedenen  Werthe  von  »,  während  einerseits  das 
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tetragotiale  Prisina  ocP,  anderseiti  wiedernm  ein  te- 
tragonales  Prisma  von  diagonaler  FlächensteUnng  und 
doppelt  so  grossem  QuersehniU  als  ocP  die  GrSins- 
glieder  der  Reihe  bilden«  Keines  dieser  Prismen  kann 
selbständig  erscheinen  >  indem  die  Möglichkeit  ihrer 
Erscheinung  eine  beiderseitige  Begr&nxung  durch  sol* 
che  Gestalten  voraussetst,  deren  Flächen  gegen  die 
Uauptaxe  geneigt  sind.  Das  regelmässig  aclitseitige 
Prisma  ist  als  einfache  Gestalt  eben  so  unmöglich, 
wie  eine  dergleichen  Pyramide;  zwar  stellt  die  Com- 
bination  coP.ooPoo.  ein  gleichwinkliges  (and  zufal- 
lig wohl  auch  gleichseitiges)  achtseitiges  Prisma  dar; 
allein  die  Flächen  dieses  Prismas  haben  eine  ganz 
midre  Lage,  als  die  Flächen  desjenigen  gleichwinklig 
aehtseitigen  Prismas,  welches  aus  ooP  nach  einem 
irrationalen  Coäfficienten  abgeleitet  werden  konnte. 


%.    208. 
ScheiBa  des  TetragonaliysteiiMt. 

Durch  die  Ableitungen  der  beiden  Torhergefaenden 
f§.  ist  die  mögliche  Mannichfaltigkeit  tetragonaler  Ge- 
stalten  vollständig  erschöpft,  indem  sich  keine  ho- 
loädrische  Gestalt  angeben  lässt,  welche  nicht  auf  die 
eine  oder  die  andre  Art  aus  einer  gewählten  Grund- 
gestalt hergeleitet  werden  könnte.  Verbinden  wir 
die  Reihen  der  ditetragonalen  Pyramiden  mit  der 
Hanptreihe,  so  erhalten  wir  folgendes  Schema  des 
Tetragonalsystemes : 

eP .mf P ...•«iP ..ocP 


ePn.. 


„jkPn.. 


.tn.. 


,jnPn.. 


./xPn 


oPoo.^ mVoo Pao........siPoo odPoo 
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Aus  dem  bisher  Vorgeträgenea  ei^beo  «idb  f&r 
dieses 'Schema- folgende  Sätse: 
1)  Jede  horizontale  Reihe  ^nthäk  lauter  Gestalteft 

von  congmenten  Mittelqnersohnitten. 
^)  Die  oberste  horizontale  Reihe,  welche  wir  die 
Hanptreihe  des  Systemes  aannteii^  begreift 
aUe  tetragonalen  Pyramiden  und  das  gleichna- 
mige Prisma  von  normaler  Flächenfttellnng  and 
gleicher  Basis  mit  P. 

3)  Die  aoterste  horizontale  Reihe  begreift  alle  t^ 
tragonsden  Pyramiden  und  das  gleictmamige  Pris- 
ma Ton  diagonaler  Flächenstellung  und  doppek 
so  grosser  Basis  als  P.  Wir  nennen  sie  die 
Nebenreihe  des  Systcmes, 

4)  Die  mittleren  horizontalen  Reihen,  deren  so  viek 
möglich  sind,  als  es  rationale  Weatdie  inm  m 
giebt,  begreifen  lauter  ditetragonale  Pyramiden 
und  Prismen,  und  zwar  jede  einzele  Reihe  lan- 
ter  Gestalten  von  ähnlichen  Querschnitten,  da 
ein  und  derselbe  Wertk  v^  .  n  eine  und  dieselbe 

^  ditetragonale  Basis  giebt  Wir  nennen  sie.  die 
Zwischenreihen  des  ^ystemes. 

5)  Jede  verticale  Reihe  begreift  Gestalten  yw^  glei- 
cher Axenlänge  und  oongruenten  normalen  Hanp^ 
schnitten. 

B.    Altleitung  der  hemiedrischen  Gestalten. 

§.    209. 
VenduedeHe  W^se  der  HemiSdne  an  mP». 

Aus  den  Verhältnissen  der  ditetragonälen  Pyra- 
miden zu  den  übrigen  holoedrischen  Gestalten  ersieht 
man,  dass  selbige  die  allgemeinsten  Repräsentanten 
der  tetragonalen  Gestalteu  überhaupt  sind,  und  die- 
selbe Rolle  in  diesem  Systeme  spielen  wie  die  Hexa- 
kisoktaSder  im  Tesseräisysteme.    Wie  dcdier  in  dem 
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Edidien  mPiv  die  Zeichen  afler  übriges  hoIoCdrisAien 
GcstalteB  entlialtcte  sind ,  sir  Teveiaigi  anoh  dUe  dite* 
tragonale  PynUmde  in  itoen  EigeBs^lnften  di^Bedio- 
goBgen  fSr  dieExistenx  aller  übrigen  Gestalten/ Die- 
ses Yctrbftltnla«  ifrt  zumal  för^  die  folgenden  beiden 
Absdynitte  von  Wichtigkeit  ^  indem  die  Berechanng 
sowohl  als-  die  Combinationslebre  auf  die  ditetragor 
nale  Pyramide  gegründet  w^rd#n  müssen.  ,Aber  aac(^ 
bei  der  Ableitnng  der  hemiSdrischen  Gestalten  ist  ~ef 
sehr  vortheilhaft,  zunächst  von  dieser  allgemeinsten 
Gestalt  auszugehen,  weil  man  dann  die  für  die  übri- 
gen Gestalten  gültigen  Resultate  zugleich  mit  erhält 
Je  vier,  über  einem  und  demselben  Quadranten 
der  Basis  gelegene  Flächen  bilden  gleichsam  ein  Glied 
der  ditetnigonalen  Pyramide,  weiche  demnach  als  ein 
Tier^edriges  Ganze  za  betrachten  ist  Wenn  nun 
die  HemiMrie  überhaopt  durch  das  Eintreten  des  Ge- 
gensatses  entweder  von  oben  und  unten,  oder  von 
rechts  tmd  links,  oder  auch  durch  das  gleichzei- 
tige Eiaäreten  beider  Gegensätze  bedingt  wird,  so 
seheint  es  doch  in  der  Natur  begründet,  dass  sich 
diese  Gegensätze  jedeafidls  nur  innerhalb  eines 
Und  desselben  Gliedes,  und  niemals  in  Bezug 
auf  solche  Hächensyst^me  geltend  machen,  welche 
von  Flächen  verschiedener  GKeder  gebildet  werden, 
b  der  Vdiraussetzung  der  Gültigkeit  dieses  Gesetzes, 
kann  nun  die  Hemiädrie  an  der  ditetragonalen  Pyra- 
mide Dmr  in  folgender  dreierlei  Weise  verwirklicht 
werden: 

a)  durch  den  Gegensatz  von  oben  und  unten;  es 
verschwinden  die  abwechselnden  oberen  und  un- 
teren Flächenpaare  der  einzelen  Glieder;  Fig.  247. 

h)  durch  den  Gegensatz  von  rechts  und  links;  es 
verschvrinden  die  rechten  oder  die  linken  Flä- 
chenpäare  der  einzelien  Glieder;  Fig. 248. 

o)  durch  gleichzeitiges  fäntreten  beider  Gegensätze; 


Digitized  by  VjOOQIC 


208  Reine  Krystnllographie. 

*  es  verschwindet  in  j«dem  Glieje  die  obere  rediü 
mit  der  unteren  linken^  oder  die  obere  linke  mit 
der  unteren  rechten  FlAche;  Hg.  249. 
Nach  den  Resultaten,    welche  diese  verschiede» 
nen  Modalitäten  der  Hemi^drie  für  die  Erscheinung 
geben,  wollen  wir  die  erste  die  skalenoSdrische 
oder  sphenoidische,   die   zweite   die   pyrami- 
dale, und  die  dritte  die  trapeso^drische  HemiS* 
drie  nennen. 

J.    210.  ^ 

Ableitung  der  tetragomJen  Skaleno^Sder«! 

Die  tetragonalen  SkalenoCder  sind  die  geneigt- 
dSftchig  •  hemißdrischen  Gestalten  der  ditetragonalen 
Pyramiden  nach  den  an  den  abwechselnden  diagona- 
len Polkanten  gelegenen  Flächenpaaren;  oder:  die 
^urch  den  Gegensatz  von  oben  und  unten  entstehen- 
den hemiSdrischen  Gestalten  jener  Pyramiden. 

Da  von  den  an  den  diagonalen  Polkanten  gele- 
genen Flächenpaaren  die  abwechselnden  bleiben  und 
verschwinden,  so  werden  i.  B.  für  ein  oberes  derglei* 
eben  Flächenpaar  das  gegenüberliegende  obere,  und 
die  beiden  zwischengelegenen  unteren  Flächenpaare 
au  vergrdssem  seyn.  Für  jede  bleibende  obere  Fli- 
ehe ist  also  ihre  untere  Nebenfläche  eine  verschwin- 
dende, und  umgekehrt 9  und  es  folgt  hieraus,  duM 
die  horizontalen  Mittelkanten  der  Muttergestalt  ver- 
schwinden, und  irgend  andre  an  deren  Stelle  treten 
müssen.  Weil  aber  jede  bleibende  Fläche  mit  ihrer 
unteren,  gleichfalls  bleibenden  Nachbaifläche  Ursprünge 
lieh  einen  normalen  Mitteledcpunct  gemein  hatte,  so 
wird  sie  mit  ihr  n  ac h  dör  Vergrösserung  eine  Kante  bil- 
den, welche  nur  diesen  einzigen  Punct  mit  der  Eben« 
der  Basis  gemein  hat,   und  daher  nicht  horizontal. 
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ioiidem  geneigt  ist  Die  BfitteUkanlen  der  neuen  Ge*- 
ftalt  liegen  aho  nicht  mekr  in  einer  Ebene,  gehen 
aber  doch  dturch  die  vier  normalen  Eckpuncte,  und 
nfistfen  folglich  im  Zieksack  auf-  und  ablaufen.  — 
Es  hat  aber  auch  jede  bleibende  Fläche  vor  der  Yer^ 
grSfserung  einen  Punct,  nfimlich  den  Poleckpunct^ 
mit  einer  Fläche  des  andern  bleibenden  Flächenpaa- 
res dersell)en  Pyramidenhälfte  gemein;  sie  virird  da- 
her,  weil  das  anvischenliegende  Flächenpaar  verschwin- 
det, mit  derselben  Fläche  nach  der  YergrSssernng 
eine  Polkante  bilden«  Da  nun  jede  Fläche  schon  ur- 
sprunglich mit  ihrer  Nebenfiläche  desselben  Paares 
eine  (diagonale)  Polkante  bildete,  so  wird  sie  nach 
der  Yergrösserung,  ausser  von  dieser  Kante,  noch 
von  'einer  neuen  Mittelkante  und  von  einer  neuen 
Polkante,  überhaupt  also  von  drei  Kanten  begränzt, 
nd  folglich  ein  Dreieck  seyn.  Die  hemißdcische  Ge* 
stalt  ist  daher  eine  von  acht  Dreiecken  umschlossene 
Gestalt,  deren  Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  d.  h.  ein  tetragonales  Skaleno€der  (§.  200). 

Das  Zeichen  dieser  SkalenoSder  ist  allgemein  — ^; 

dodi  giebt  jede  ditetragonale  Pyramide  zwei  gleiche 
und  ähnliche  in  verwendeter  Stellung  befindliche,  com- 
plementare  Geg«ikörper  oder  hemi^drische  Ebe^ibil- 
der,  welche  durch  Vorsetzung  der  Stellungszeichen 
*f  und  ^-  unterschieden  werden. 

i.    211. 

Ableitung  der  tetragonalen  Sphenoide. 

Setzt  man  n  =r  1,  so  verwandelt  sich  die  dite- 
tragonale Pyramide  in  eine  tetragonale  Pyramide  der 
Hauptreihe,  deren  einzele  Flächen  den  Flächenpaa- 
ren jener  entsprechen.  Bringt  man  für  sie  dasselbe 
Ciesetz  der  Hemiädrie  in  Anwendung,  so  wjsrden  die 
ahwechsefaiden  Flächen  der  Pyramide  mP  Verschwin- 
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^ten,  wibrend  die  vier  Sbrigen  anr  DunUilmig  dn* 
liemiSdrischeii  Gestalt  oontribulreii;  für  Jede  bleibend» 
Flftche  verschwinden  also  die  Nebenflächen  Jiind  Uei^ 
ben  die  Nachbarflächen.  Da  nmi  jede  Flttche  drri 
Nachbarflächen  hat,  und  mit  diesen  ram  Dorehsohnitte 
kommt,  so  wird  die  neue  Gestalt  von  vier  Drei^eken 
timschlossen  teyn;  and  da  filr  jede  bleibende  flädie 
ihre  in  der  entgegengesetsten  Pyramideniiälfte  geie« 
gene  Nebenflftcheversdiwindet,  eo  verscfaMrinden  aveli 
die  urspTünglicheii ,  h<mxontalen  MiMelkanten  ist 
Mattergestalt.  Nan  hat  aber  jede  bleibende  Fläche 
,  mit  ihren  beiden  Nachbarflächen  der  entgegengesets- 
ten  Pyramidenhälfte  vor  der  Vergrössernng  einen 
Mittelpunet  gemein;  sie  wird  also  nach  der  Y^* 
gr^ssferttng  mit  densdben  zwei  Mittelkanten  bilden^ 
welche  die  Ebene  der  Basis  nur  in  einem  Poncte 
schneiden,  und  folglich  gegen  dieselbe  genagt  sind. 
Die  ftfittelkanten  der  neuen  Gestalt  müssen  also  im 
Zickzack  auf-  und  ablaufen.  Endlich  folgt  aus  der 
gegenseitigen  Lage  jeder  Flädie  zu  ihren  Nachbar- 
flächen, dass  sie  nach  der  Yergrösserung  wiederum 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  darstellen  muss.  Die 
bemiSdrIsche  Gestalt  ist  ako  eine  von  vier  gleich» 
schenkligen  Dreiecken  unucUossene  Gestalt,  deren 
Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  d.h.  ein 
tetragonales  Spbenoid  (f.  202). 

Die  Zeichen  der  beiden ,  aus  jeder  Pynanide  siP 

abzuleitenden  Sphenoide  sind   -|*  '"9"  ^^^ 9"* 

i     212. 
Gränzgestalten  der  Skiüeno^er. 

Die  tetragonalen  Sphenoide  sind  eigentlieh  nichts 
anderes,  als  die  Gränzgestalten  der  Skalenoäder  fär 
den  Werth  n  =s  1  Setzt  man  dagegen  n  as  00,  so 
verwandelt  sieh  die  ditetragonale  Pyramide  in  eine 
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tttragendle  PTrainide  ^t  Nebenreihe,  und  wendet 
man  ftuf  diestB  dasselbe  Gesetx  der  Hemi^drie  an,  so 
gelangt  ikan  ofienbar  auf  ehte  Cfestalt,  welche  in  der 
Erseheiirang  durch  Nichts  von  siPco  verschieden  ist. 
Die  tetragonalen  Pyramiden  der  Nebenreihe  ersefaei-^ 
nen  daher  als  Gränzgestalten  der  Skaleno^der  eben 
sowohl  mit  ihren  sämmtlichen  acht  Flächen,  wie 
wenn  sie  lu^^driscb»  als  Gränzgestalten  der  ditetra- 
gonalen  Pyramiden,  auftreten.  Das  Paradoxon,  wel- 
ches in  diesem  Resultate  zu  liefen  scheint,  Verschwin« 
det  jedoch,  sobald  man  erwägt,  dass  jede  Fläche  die- 
ser tetragonalen  Pyramiden  eigentlich  aus  zwei  Flä-^ 
eben  der  ditetragonalen  Pyramide  hervorgegangen, 
und  dass,  streng  genommen,  nur  eine  Hälfte  jeder 
Fläche  in  der  hemlSdriscfaen  Gestalt  vorbanden  ist, 
was  freilich  für  die  Erscheinung  keinen  Unterschied 
bedingt,  weil  ihre  andre  Hälfte  in  eine  Ebene  mit 
ihr  selbst  fällt.  Daher  kann  es  uns  auch  nicht  be* 
fremden,  wenn  wir  an  tetragonalen  Mineralspecies, 
welche  der  skalenoSdrischen  HemiSdrie  unterworfen 
kind,  wie  z.B.  am  Kupferkiese,  die  tetragonalen  Py- 
ramiden der  Nebenreihe,  der  Hemi^drie  ungeachtet, 
vollständig  auftreten  sehen.  Im  Gegentheile  werden 
Wir  uns  von  der  Nothwendigkeit  dieser  Erscheinungs- 
WeÜBO  übera^ugen,  sobald  wir  ihr  Yerhältniss  zu  den 
SkalenoMem  so  aufgefasst  haben,  wie  es  sich  durch 
mnre  Ableitungsmethode  von  selbst  bestimmt. 

Aufcx^P«,  ocP  und  cxPoo  ist  das  Gesetz  der  ska- 
lenoSdriscben  Hemiädrie  sofern  ohne  £influss,  wie- 
fern die  Erscheinungsweise  dieser  Prismen  durch  Sel- 
biges keiner  Aenderung  unterworfen  seyii  kann.  Doch 
ist  zu  erinnern,  dass  von  oePn  die  abwechselnden 
Flächenpaare,  und  von  ocP  die  abwechselnden  ein- 
seien Flächen  ^ine  verschiedene  Bedeutung  erhalten, 
indem  ^ie  einen  auf  die  obere,  die  anderen  auf  die 
untere  Hälfte  der  Gestalt  zu  beziehen  sind;  ein  Un- 
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terscMed,  welcher  für  die  Ck^abinatioBflkaiiten  wich» 
tig  ist,  und  sich  sehr  auffallend  offenbaren  würde, 
wenn  eine  Species,  deren  €festalten  der  skalenoidri* 
sehen  Hemi^drie  unterworfen  sind,  zugleich  unter 
dem  Gesetse  des  Hemimorphismus  stände*). 

f.    213. 
Eängeschriäbene  Sphenoide  d«r  SkaknoMer. 

SlPü 

Die  Mittelkanten  Jedes  SkalenoSders  — j-  haben 

genau  dieselbe  Lage,  wie  die  Mittelkanten  irgend  ei- 
nes Sphenoides,  welches  wir  das  eingeschriebene 
Sphenoid  nennen  wollen.  Da  nun  in  jedem  Sphe- 
noide  der  Abstand  der  Ecke  von  der  Basis  der  hal- 
ben Hauptaxe  gleich  ist,   so  würde  man  die  Haupt- 

axe  des  eingeschriebenen  Sphenoides  von  — ^  ken- 
nen, sobald  der  Abstand  der  Mittelecke  von  der  Ebene 
des  Mittelquerschnittes  des  Skalenoßders  bekannt 
wäre;  dieser  Abstand  aber  ist  wiederum  nichts  an* 
deres,  als  die  der  Hauptaxe  parallele  Coordinate  x 
des  Mitteleckpunctes. 

Da  nun  jeder  Mltteleckpunct  der  Durchnittspunct  ei- 
ner oberen  und  einer  unteren  Polkante  desselben  dia- 
gonalen Hauptschnittes  ist,  so  gelangt  man  sehr  leicht 
sur  Bestimmung  seiner  Coordinate  or,  durch  Combi- 
nation  der  Gleichungen  dieser  beiden  Polkanten.  Aus 
der  Lage  je  zweier  Flächen ,  welche  zur  Darstellung 
der  erwähnten  beiden  Kanten  contribuiren,  ergeben 
sich  für  eine  längere  obere  Polkante  die  Gleichungen: 

y  —  2?  =  0  und 


^)  VergU  mein  Lehrbuch  der  Bfinenlogie  |.  125, 
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und  f&r  die   entsprechende  kürzere,   untere  Polkante 
die  GleidmngeiQi: 

^  ma  n 

woraus  für  die  der  Hauptaxe  pandlele  Coordinate  s 
üaeu  Durchschnittspunctes  der  absolute  Werth' 

ma 

n 
folg^,  welches  die  gesuchte  Ehlbaxe  des  eingeschrie- 

sPu 
2  • 


benen  Sphenoides   für  das  Skaleno^der  *-^.     Das 


~P 
Zeichen  diesea  Sphenoides  ist  folglich  ~. 

i  s214. 

Secmidfire  AbleHong  dcar  flS^aleno^der  aas  den  Sphenoiden. 

Auf  die  im  vorigen  §.  erörterte  Eigenschaft  der 
Skaleno^der  lässt  sich  folgende  secundäre  Ableitung 
derselben  aus  den  Sphenoiden  gründen,  welche  inso- 
fern einigen  Vorzug  vor  Aei  primitiven  Ableitung  des 
f.  210  hat,  wiefern  sie  die  Vorstellung  der  wahren 
Physiognomie  dieser  Gestalten  bedeutend  erleichtert, 
weil  sie  selbige  von  der  Vorstellung  einer  weit  ein- 
facheren Gestalt  abhängig  macht.    Jedes  SkalenoSder 

MpJt 

-^  wird  nämlich  aus  seinem  eingeschriebenen  Sphe- 

noide  ^^  (Fig.  251)  abzuleiten  seyn,  indem  man  die 

tianptaxe  des  letzteren  nach  einem  CoSf&cienten  q 
verlängert,  bis  sie  =  ma,  und  darauf  in  jede  Mittel- 
kante des  Sphenoides  zwei  Ebenen  legt,  von  welchen 
die  eine  den  oberen,  die  andere  den  unteren  Ehd- 
pünct  der  so  verlängerten  Hauptaxe   triflft.    Da  nun 


n 
h  18 


ma 

n 
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80  sieht  man,  dass  jf  =  it  sejn  moss.  Bezeichnet 
man  9  zum  Behofe  dieser  secundären  Ableitung,  jedes 
aus  einer  tetragonalen  Pyramide  mP  abgeleitete  Skale- 
noßder  mit  Jh  mSy  und  schreibt  man  den  zweiten  Ab- 
leitungscoSfficienten ,  welcher  sich  auf  die  YerlSoge^ 
rung  der  Hauptax6  des  eingeschriebenen  Sphenoides 
bezieht,  nach  Art  eines  Exponenten  oben  rechter 
Hand  vom  Symbol  S,  so  wird  das  secundäre  Zeichen 

jedes  SkalenoSderS  ±  — ^  die  Form  * 

+  — S" 
"■  n 

erhalten.    U^brigens  folgt  aus   den  Gleichungen  der 

beiden  Polkant;en,  dass  die  {curzeren  Polkanten  jedes 

mPü 
SkalenoSders  -j-  dieselbe  Lage  haben  wie  die  Pol- 
kanten der  tetragonalen  Pyramide 

n 
und'  dass  die  längeren  Polkanten  dieselbe  Lage  ha* 
ben  wie  jene  der  Pyramide  ' 

n 
Den  kürzeren  Polkanten  sind  daher  die  Flächen 
des  Sphenoides 

+        2n      ^ 
den  Iftngeren  Polkanten  die  Flächen  des  Sphenoides 

parallel,  und  es  ist  merkwürdig,  dass  zwischen  den 
Axen  ff,  a'  und  a"  der  drei  Sphenoide,  welche  sol- 
chergestalt durch  jedes  SkaleüolSder  indicirt  sind,  die 
Relation  Statt  findet: 

«  =  ä'  +  a" 
in  welcher  Gleichung  a*  die  Axe  des  eingeschriebe- 


Digitized  by  VaOOQlC 


Systemlehre.    Tetragonahysiem.   Cap^  IL     275 

nen  Sphenoides,  a  und  o^  die  Axen  der  auf  die  län- 
geren und  kürseren  Polkanten  bczü|[liclien  Sphenoide 
bedeuten. 

§.    215, 
SdiMia  des  «kaleno^driieh  erscheiiiendeD  ^eCragoiialBysteiiMs. 

Der  secnndären  Ableitung  nnd  Bezeichnung  xu-^ 
folge  lässt  sich  för  das  Tetragonldsystem  in  seinef 
skaleno<(drischeh  Hemißdrie  folgendes  allgemeine  Sche- 
ma an&tellen, 

m<l  m>l 

oS .+mS +S +«•& ooS 


Ä« ±äS« ±S" ±mk^. 


.ocS" 


ooPoc 


oPoo ....mPoc Joo mVoo ooPoo    . 

Die  ober8t,e  horizontale  Reihe,  welche  auch  hier 
als  Houptreihe  gilt,  enthält  die  sämmtlichen  Sphenoide 
und  dal  letragonale  Prisma  von  gleicher  Flächenstel- 
lung, 

Die  unterste,  durch  einen  Strich  abgesonderte 
horizontale  Reihe  enthält  die  sämmtlichen  tetragona- 
len  Pyramiden  von  diagonaler  Flächenstellung,  so.  wie 
das  gleichnamige  Prisma;  sie  ist  identisch  mit  der  Ne* 
benreike  in  §.  208  und  behält  auch  hier  diesen  Namen. 

Die  mittleren  horizontalen  Reihen,  mit  Ausnahme 
der  eingeklammerten,  enthalten  die  sämmtlichen  Ska- 
lenoäder  und  ditetragonalen  Prismen  des  Systemes, 
und  zwar  jede  einzele  dieser  Reihen  (in  welcher  der- 
selbe WerA  von  n  vorausgesetzt  wird)  nur  solche  Ge- 
stalten von  ähnlichen  Querschnitten,  da  die  Figur  die- 
ser Querschnitte  nur  von  n  abhängt. 

18* 
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Die  eingeklammerte  Reihe  enthftlt  nur  eine  nnd 
dieselbe  Gestalt^  nSmlich  ein  tetragonales  Prisma  von 
diagonaler  FlächeiMteUang,  welches  dahec  identisch 
mit  ocPoo  ist.  Dieses  Resultat  folgt  unmittelbar  ans 
der  Betrachtung  der  einzelen  verticalen  Reihen  des 
Schemas.  Jede  dieser  Reihen  f&ngt  mit  einem  Sphe- 
noide  an,  aus  welchem  durch  successiv  zunehmende 
^Vergrosserung  der  Haupttaxe  immer  spitzere  und 
spitzere  Skalenofider  abgeleitet  werden.  Daher  ent- 
hält zuvorderst  jede  Terticale  Reihe  Gestalten  mit 
'  gleichliegenden  Mittelkanten.  Wird  nun  der  Co§ffi- 
cient  n,  welcher  die  Vergrösserung  derHauptaxe  des 
SphenoideS  anzeigt,  unendlich  gross,  so  folleh  noth- 
wendig  je  zwei,  in  eine  und  dieselbe  Mittelkante  des 
Sphenoides  zu  legende  Flächen  in  eine,  der  Haupt- 
axe  desselben  parallele  Ebene,  und  das  SkalenoSder 
verwandelt  sich  in  ein  tetragonales  Prisma,  ans  wel- 
chem Gliede  der  Hauptreihe  es  auch  abgeleitet  seyn 
mag.  Daher  haben  die  «ämmlichen  verticalen  Reihen 
des  Schemas  eine  und  dieselbe  Gränzgestalt, 
m&^  =  ooPoo. 

Anmerkung.  Wiewohl  nicht  abzulfiugnen,  das«, 
diese  secundäre  Ableitung  und  Bezeichnung  der  sphe- 
noidischen  Abtheilung  des  Tetragonalsystemes  weit  re- 
präsentativer ist,  als  die  primitive,  und  j^riewohl  sie 
deshalb  für  das  Bedurfiiiss  der  Mineralogie  der  letz- 
teren unbedingt  vorzuziehen  wäre,  so  lässt  sich  doch 
auf  der  andern  Seite  nicht  verkennen,  dass  durch  sie 
der  Zusammenhang  Verloren  geht,  welcher  zwischen 
den  Skalenoädern  und  den  Pyramiden  der  Nebenreihe 
Statt  findet,  und  dass  über  die  Ableitung  der  ditetra- 
gonalen  Prismen  aus  ooS  einige  Unklarheit  zurück- 
bleibt. 
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b)  PjfTMmidaU  Htmieirk. 

f.    216. 

Abkitiiog  der  tctragonaleii  Pyramiden  Von  i^n<mier  Fliidi«n- 
■teUni^. 

Die  tetragonalen  Pyramiden  von  abnormer  Flä- 
chenstellting  sind  die  hemißdrischen  Gestalten  der  di- 
tetragonalen  Pyramiden  nach  den  an  den  abwech- 
selnden Mittelkanten  gelegenen  Flächenpaaren;  oder, 
die  durch  den  Gegensatz  Ton  rechts  und  links  entste- 
henden hemiSdrischen  Gestalten  jener  Pyramiden. 

Weil  die  Mittelkant^n  der  ditetragonalen  Pyra- 
miden in  der  Ebene  der  Basis  liegen,  so  werden  sich, 
bei  der  Vergrössernng  der  an  den  ^wechselnden^  vier 
Mittelkanten  gelegenen  Flächenpaare ,  zugleich  diese 
Mittelkanten  verlängern,  ohne  jedoch  ihre  ursprüng- 
liche Lage  in  der  Ebene  der  Basis  aufzugeben.    Und 
weil  jede  bleibende  Fläche,   ausser  mit  ihrer  Neben- 
fläche der  ungleichnamigen  Pyramidenhälfte^  noch  mit 
zwei   Nachbarflächen   der   gleichnamigen  Pyramiden- 
,  faälfte  zum  Durchschnitte  kommt,  so  wiyd  sie  nach  , 
ihrer  Vergrössernng  wiederum  ein  Dreieck  darstellen,  i 
Die  neue  Gestalt  ist  daher  eine  Pyramide  (f.  66).  — ' 
Da  aber   von   den   abwechselnden  'Mittelkanten  ^  der 
Muttergestalt  je  zwei  gegenüberliegende  parallel,  je 
zwei  benachbarte  normal,  und  alle  vom  Mittelpuncte 
gleich  weit  entfernt  sind,  so  wird  die  Basis  der  neuen 
Gestalt  ein  Quadrat,  und   diese  selbst  eine  tetrago- 
nale  Pyramide.  —    Da  endlich  die  Mittelktoten  der 
Muttergestalt  niemals  den  Mittelkanten  der  tetrago- 
nalen Pyramiden  von  normaler  oder  diagonaler  Flä- 
chenstellung parallel  laufen,    sondern  jederzeit  eine 
mittlere  Richtung  zwischen  den  Richtungen  jener  bei- 
den behaupten,   so  werden  auch  diese  hemi^^drischen 
tetragonalen  Pyramiden  weder  normale  noch  diago-^ 
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nale,    sondern   irgena  eine    mittlere,    oder  abnorme 
Flächenstellnng  haben.« 

Weil  es  aber  in  jeder  ditetragonalen  Pyramide 
zwei  Systeme  Ton  abwechselnden  Mittelkanten  giebt, 
so  wird  man  anch  aas  jedem  mlfn  zwei,  an  sich 
gleiche  und  ähnliche,  and  nar  darch  ihre  Stellang 
verschiedene  tetragonale  Pyramiden  erhalten.  Um  die- 
sen Unterschied  der  Stellang  zu  fixiren,  denken  wir 
uns  die  Muttergestalt  so  gestellt^  dass  einer  der  dia- 
gonalen Hauptschnitte  auf  uns  zuläuft.  Dann  liegt 
auf  jeder  Seite  dieses  Hauptschnittes  eines  der  bei- 
den Flächenpaare,  welche  zusammen  ein  Glied  der 
Pyramide  bilden  (§.  209).  Vergrö^sern  wir  das  rechts 
gelegene  Flächenpaar  und  die  übrigen  abwechselnden, 
so  entsteht  eine  rechts  gewendete,  vergrossem 
wir  das  links  gelegene  Flächenpaar  und  die  übrigen 
abwechselnden,  so  entsteht  eine  links  gewendete 
Pyramide,  Allein  dieser  Unterschied  von  rechts  und 
links  ist  ganz  relativ,  indem  er  davon  abhängt,  wel- 
cher Pol  der  Hauptaxe  als  oberer  oder  als  unterer 
Pol  gedacht  wird;  vertauschen  wir  daher  die  Pole, 
oder  kehren  wir  die  Muttergestalt  um,  so  vertauschen 
auch  beide  hemi^drische  Gestalten  ihre  Rollen,  und 
die  anfangs  rechts  gewendete  erscheint  nun  links  ge- 
wendet, und  umgekehrt.  Diese  Zweideutigkeit  wird 
dadurch  sehr  treffend  ausgedrückt,  dass  man  dem  all- 
gemeinen Zeichen  -^  der  beiden  hemißdrischen  6e- 

r  l 

genkürper  die  Hülfselemente  y  ^uid  —  vorsetzt. 


5.    217. 

Baten  Pyrai 
tieostelhiiig 

Für,  «•  s  00  verwandelt  sied  die  Pyramide  in  %m 


Gr&ivgMtslIao  der  t^tragoaateo  Pyramidso  rm  sbAOftter  EU« 

cheostelhing. 
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tetragODales   Prisma   von   abnormerr  Flächenstellung, 

dessen  Zeichen  -j  -r^  oder  —  — o^- 

Für  i>  a=  1  resolürt  die,  mi(  ihren  sttmmdiohen 
acht  Flächen  voUstäniüg  erscheinende,  tetragonale  Py-' 
ramidß  mP  derHanptreihe,  upd  für  n:=T<>o  die,l|||ben- 
falls  mit  allen  ihren  Flächen  erscheinende,  Pyran^de 
üPoo  der  Nebenreihe;  wovon  man  sich  leicht  über- 
sEeugen  kann,  wenn  man  die  Flächen  dieser  Gestal-^ 
(en  durch  ihre  Höhenlinien  halbirt,  je  vier  Flächen- 
hälftea  nach  §.  209  m,  einem  (Sliede  vereinigt  denkt, 
and  hierauf  dasselbe  Gesetze  der  HemiSdrie  in  Anwen- 
dung bringt,  welches  im  vorigen  {.  für  die  ditetrago* 
nalen  Pyramiden  geltend  gemacht  wai;de. 

Hieraus  ergiebt  sich  also  für  die  pyramidal -he- 
miädrische  Erscheinungsweise,  des  Tetragonabystemes 
die  Begel,  dass  die  Gestalten  der  Haupt«  undNeben- 
.  reihe  vollständig,  die  Gestalten  der  Zwischenreihen 
aber  als  tetragonale  Pyramiden  und  Prismen  von  ab- 
normer Fläphenstellung  auftreten;  eine  Regel,  welche 
sich  audi  an  den  Krystallreihen  des  Kalkscheelates 
und  Fergusonites  vollkommen  bestätigt  findet. 

e)  Tfap€ZOedfiicl$  Hemiedrit, 

§.    218. 

Abldtung  der  tetragonalcn  Trapezoeder« 

Die  tetragonalen  Trapezo^der  sind  die  geneigt- 
flächig -  hemiädrisehen  Gestalten  der  ditetragonalen 
Pyramiden  nach  den  abwechselnden  einzelen  Flächen; 
oder  die  durch  die  gleichzeitigen  Gegensätze  von 
oben  und  unten,  von  rechts. und  links  entstehenden 
hemiidrischen  Gestalten  jener  Pyramiden. 

Die  Hemi^drie  nach  einzelen  Flächen  kann  in 
den  ditetragonalen  Pyramiden  nur  auf  eine  geneigt- 
flächige Gestalt  fuhren,  weil  jeder  Fläche  Gegenfläcbe 
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in  der  Reihe  der  Nebenflächen  die  fünfte  nnd  Iblgbch 
eine  verschwindende  ist,  wenn  jene  vergrössert  wird. 
Es  hat  aber  jede  Fläche  drei  Neben  ->  und  vier  Nach« 
barflächen;  wenn  also  jene  verschwinden,  und  diese 
zuff^ch  mit  ihr  seibat  wachsen,  so  wird  sie  nach 
derWergrdsserung  vier  Durchschnitte  erleiden,  und 
folglich  eine  vierseitige  Figur  werden.  Weil  aber 
jede  Fläche  ursprüglich  nur  gegen  die  beiden  Na<^ 
barflächen  derselben  Pyramidenhälfte  gleiche,  gegen 
die  beiden  andern  ungleiche  Neigung  hat,  so  werden 
auch  die  neuen  Kanten  dreierlei  verschiedene  Werthe 
haben,  indem  zwei  gleiche  Polkanten  nebst  zwei  un- 
gleichen Mittelkanten  die  einzelen  Flächen  begränzen, 
welche  demnach  als  gleichschenklige  Trapezoide  «r- 
scheinen  *).  Da  endlich  für  jede  bleibende  Fläche  die 
untere  Niebenfläehe  ein^  verschwindende  ist,  so  wer- 
den die  neuen  Mittelkanten  auch"  nicht  in  der  Ebene 
der  Basis  liegen,  vielmehr  gegen  dieselbe  geneigt 
seyn,  und  i^  Zickzack  auf-  und  absteigen.  Folglich 
ist  die  hemi^drische  Gestalt  eine  von  acht  gleich- 
schenkligen Trapezoiden  umschlossene  Gestalt,  dereA 
Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene  liegen,  d.h.  ein 
tetragonales  Trapezoäder. 

Jede  ditetragonale  Pyramide  mPn  giebt  zweiTra- 
pezoSder,  welche  in  ihren  einzelen  Begränzungsele- 
raenten  vollkommen  gleich  und  ähnlich,  aber  hinsicht- 
lich der  Verknüpfung  derselben  wie  ein  rechtes  und 
linkes  Ding  desselben  Paares  iinterschieden  sind.  Da- 
her können  auch  beide  ^GegenkÖrper  nur  dann  zur 
(^ongruenz  gebracht  werden,  wenn  man  den  einen 
umstülpt,  d.  h.  die  Innenfläche  zur  Aussenfläche 
macht,  indem  ihr  Unterschied  völlig  derselbe  ist  wie 


*)  Die  Resultate  de«  n&chfiten  Capitels  enthalten  mgleich  die 
rolktftikagea  Beweise  för  sSiamtliche  Regeln  dar  AUeitong . 
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der  eines  rechten  und  linken  Handschuh«.  In  der  Be- 
zeichnung wird  dieser  Unterschied  durch  Vorsetxung 
der  Hülfselemente  r  und  /  hinlänglich  ausgedrückt, 
weil  das  Rechts  und  Links  hier  kejinesweges  so  rela- 
tiv ist  wie  in  den  tetragonalen  Pyramiden  yon  ab- 
normer Flächenstellung,  vielmehr  das  rechts  gedrehte 
TrapezoSder  immer  ein  rechtes,  das  links  gedrehte 
immer  ein  linkes  bleibt,  wict  man  auch  die  Gestalt 
aufrecht  stellen  mag.    Daher   sind  denn  die  Zeichen 

■■■  fliPft 

der  beiden  aus  mPn  abzuleitenden  Trapezoäder  r—^ 

,  ,mPn 
und  i— 2~* 

f.    219. 
Grinzgettalten^  4er  tetragonalen  TrapesoMer. 

Für  m  =oo  verwandelt  sich  das  TrapexoMer  in 
das  ditetragonale  Prisma  ocPn,  dessen  abwechselnde 
Flächen  jedoch  auf  die  entgegengesetzten  Hälften,  der 
Hauptaxe  zu  beziehen  sind,  so  dtiss  vier  als  obere 
und  vier  als  unterie  Flächen  gelten. 

Für  I»  =  1  resultirt  die  mit  ihren  sämmtlichen 
acht  Flächen  vollständig^  erscheinende  Pyramide  mP, 
und  eben  so  für  n  =  oo  die  vollständig  erscheinende 
Pyramide  mPoo;  wovon  man  sich  leicht  überzeugt, 
wenn  man  die  Flächen  beider  Pyramiden  durch  ihre 
Höhenlinien  halbirt,  und  darauf  dasselbe  Gesetz  der 
Hemi<$drie  in  Anwendung  bringt,  nach  welchem  die 
Trapezoäder  abgeleitet  wurden.  —  Hieraus  folgt  fSr 
die  trapezo^drische  Erscheinungsweise  des  Tetrago- 
nalsystemes  die  Regel,  dass  die  Gestalten  derHaupt- 
und  Nebenreihe  vollständig,  die  ditetragonalen  Pyra- 
miden als  Trapezoöder,  die  ditetragonalen  Prismen 
dagegen  wiederum  vollständig  erscheinen,  indem  diese 
letzteren  nur  dann  als  tetragonale  Prismen  von  ab- 
normer Flächenstellung  auftreten  wurden,   wenn  die 
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KrystaUreihe   ingleidi   dem  Hemimorphtemu  nntei- 
worfeo  wäre. 


Drittem    C ap  itel, 

Von  der  Berechnung  der  Gestalten  des  Te- 
tragonalsy  Sternes. 

i    220. 
AUn^emeine  Bemerkmig. 

Bei  der  Berechnung  der  verschiedenen  €restalten 
des  Tetragonalsystemes  haben  wir  die  wesentlich  ver- 
schiedene Erscheinungsweise  derselben  zu  berucksich- 
tigen,  und  demnach  zuvörderst  die  holoedrischen,  und 
darauf  die  hemiSdrischen  Gestalten  in  ihren  drei  Ab- 
theilungen dem  Calcul  zu  unterwerfen.  Dabei  ver- 
steht es  sich  von  selbst,  dass  die  Berechnung  inner-  ' 
halb  einer  Jedeiv  Abtheilung  zunächst  auf  diejenige 
Gestalt  gegründet  werden  muss,  welche  als  der  all- 
gemeine Repräsentant  derselben  zu  betrachten  ist. 
Uebrigens  setzen  alle  Berechnungen  das  Axenverhält- 
niss  einer  Grundgestalt  voraus,  welches,  wie  auch 
der  Charakter  der  Krystallreihe  beschaffen  seyn  möge, 
jedenfalls  durch  1  :  a  ausgedrückt  wird  (§.  204),  in- 
dem 1  die  halbe  Nebenaxe,  und  a  die  halbe  Haupl- 
axe  von  P  bedeutet. 

Nach  diesen  vorläufigen  Bemerkungen  schreiten 
wir  zur  Berechnung  der  einzelen  Gestalten,  indem 
wir  uns  für  jede  derselben  die  nämlichen  sieben  Auf- 
gaben stellen,  welche  oben  far  die  tesseralen  Gestal- 
ten gelöst  wurden. 
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A.    BerediniiDg  der  holoCdriaclieii  Gestalten. 

f    221. 
Berechniing  der  ditetregonaleo  P;^ramide  «iP»;  Zvischenaxe, 
Aufgabe.     Die  Grosse   der  Zwischenaxen   der  4i-^ 
tetragonalen  Pyramide  mPn  %u  finden. 
Da   in  jeder  ditetragonalen  Pyramide  mPn   daa 
Ytrfaältniss  der  Parameter  vsa  mainii^  so  wird  die 
Gleichung  einer  in  den  Octanten  der  positiiren  Halb- 
axen  fallenden  Fläche  Fi 

ma  *  u 
»  Die  Zwischenaxen  bestimmen  sich  nun  gani  so 
wie  die  rhombischen  Zwischenaxen  im  Tesseralsy* 
Sterne  ({.  115);  allgemein  sind  nämlich  die  Gleichun- 
gen der  in  den  Octanten  der  positiven  Halbaxen  fair 
lenden  Zwischenaxe: 

^s=cO  nnd  jf  —  z=0 
ans  welchen  sich,  mittels  Combination  der  Gleichung 
Ton  .F9  die  Coordinaten  ihres  Endpunctes  oder  des 
diagonalen  Mitteleckpnnctes  bestimmen: 

und  daher  die  Grösse  der  halben  Zwischenaxe 

^      n  +  i 
Für  II  ==:  1  oder  für  die  Pyramiden  der  Hanpt- 
reihe  wird  daher  B  =  ^4-,  und  betrachtet  man  die- 
sen Werth  als  den  Grundwerth  der  Zwischenaxe,  sa 
wird  für  irgend  ein  mP»  der  erforderliche  Co^fficient: 

rs= — r-7  wie  in  §•  llö. 

§.   222. 

Fortfletzong;  Flfichennormale. 

Aufgabe.    Die  Normale  aus   dem  Mitttlpiincce  auf 
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eine  Fläche  der  ditetra^onalen  Pyramide  mPn  xu 

finden. 

Die  Gleichungen  der  Flächennormale  N  aus  dem 
Mittelpuncte  lassen  sich  sehr  leicht  aus  der  Gleichung 
von  jp*  ableiten,  wie  in  f.  116;  man  findet; 

n      ma        ^  ma  '  ^       « 

Combimrt  man  diese  Gleichungen  mit  jener  von 
Py  SO  finden  sich  die  Coordinaten  des  Durchsehnitts- 
punctes  von  N  und  jF,  indem  man  «i*a*(ii*+l)+ii* 

z=lM^  setzt:  , 

n  •  ^ 

mm 
mtm 
und  folglich  die  Länge  der  Flächennormale 

§.    223. 
Fortsetzung;  Kantenlinimi. 

Aufgäbe.    Die  Kantc^nlinien  der  ditetragonalen  Py- 
ramide mPh  zu  finden. 
Wir  bezeichnen: 
die  normalen  Polkanten  mit  X  (Flg.  250.) 
die  diagonalen  Polkanten  mit  Y 
die  Mittelkanten  mit  ...  .    Z 
Die  Endpuncte  dieser  drei  Kanten  sind: 

(1)  der   Poleck. 

punct,  ....  für  welchen  ^=!«icr,ys=4),      z=0; 

(2)  der  normale 

Mitteleckputtct  -    -    -      a;=0,  3r=0,      zäI; 

(3)  der  diagonale 

n  « 

Mitteleckpnnct  -    -    -       x=Oy  Jf=»-TT>  *" 


Ji+1*^^"»+1 
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\aA  ^ar  wird  begrSnst: 

die  Kante  X  von  den  Pnncten  (1)  tind  (2)  . 

.      .  .     Y   '      '       ,-    -     (1)  und  (3) 

-      -  -     Z    -       .        -    -     (2)  nnd  (3) 

Combinirt  man,  daher  die  Coardinaten  Je  sweier 

dieser  Pnncte  noch  der  bekamen  Regel  fSr  die  Di- 

stanxlinie  (f.  14),  »o  findet  man: 

Für  den  Fall,  da  Jf  =  F,  oder  da  die  Dreiecke 
der  Pyramide  gleichschenklig,  mithin  diese  selbst  eine 
regelmässig  achtseitige  Pyramide,  folgt: 

welcher  irrationale  Werth  die  Unmöglichkeit  der  octo- 
gonalen  Pyramiden  darthat,  während  er  zugleich  lehrt, 
dass  die  Kante  X  länger  oder  kürzer  als  die  Kante 
Y  ist,  je  nachdem  n  <  oder  >  1  -f  j/2.  Da  2,414. . . « 
der  Näherongs werth  von  1  +  f/2,  so  werden  z.  B.  Py- 
ramidJBn  wie  miP^  oder  mPj^  den  regelmässig  achtsei- 
tigeA  Pyramiden  sehr  nahe  kommen. 

f.    224. 
Fortaetsmg;  Yoluoien. 

Aufgabe.    Das  Volumen  V  der  ditetragonalen  Py- 
ramide mPji  zn  finden. 

Die  Basis  der  Pyramide  wird  durch  die  Neben- 
mid  Zwischenaxen  in  acht  gleiche  und  ähnliche  Drei- 
ecke getheilt,  von  denen  ein  jedes,  wenn  man  die 
halbe  Nebenaxe  =  1  als  Grundlinie  betrachtet,  eine  der 

Coordinaten  des  diagonalen  Mitteleckpunctes  ^^-'-^Ti 

zur  Höhe  hat.    Der  Flächeninhalt  jedes  solchen  Drei- 
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teckies  ist  daher  =r; — t-tt  and  der  Flächeninhalt  der 

An 
Basis  Selbst  =  — r-^ . 

Da  nun  die  Pyramide  mPn  ans  swei,  in  ihren 
Gmndflächen  yerbnndenen  einfachen  Pyramiden  Ten 
der  Höhe  Ma  besteht,  so  wird  das  Volumen  derselben : 

Ssifln 

nnd  das  Volumen  einer  jeden  der  16  Elementarpjra- 
miden,  aus  welchen  man  sich  die  ganse  Pyramide  su- 
■ammengesetzt  denken  kann: 

man 

''"  6(11  +  1) 

f.    225. 
Forttetsuig;  Obesflidie.  ' 

Aufgabe.    Die  Oberfläche  S  der  ditetragonalen  Py- 
ramide mPn  XU  finden. 

Weil  das  Volumen  folgende  Function  der  Ober- 
ffiche  und  Flächennormale: 

*        -  V=iNS 

so  wird      S  =s  —^ 

iV 

oder,   nach  Substitution  der  Werthe  von  V  und  N 

aus  f.  224  und  222,         

S^m^a^(n^  +  i)  +  n*  _    SM 
n+l  ""«  +  1 

und  daher  der  Inhalt   einer  einzelen  Pyramidenfläche 

^"*  2(11  +  1) 

f.    226. 
FortsetiQiif ;  Flächenwiiikel. 

Aufgabe.   Die  Flächenwinkel  der  ditetragonalen  Py- 
randdb  miPn  su  finden. 
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Wir  bezeichnen  die  ebeiren  Winkel  einer  Fläche 
F,  analog  den  ihnen  gegenüberliegenden  Kanten  JT, 
Y  und  Z,  mit  $,  i^  und  ^  (Fig.  250).  Da  nnn  der  Si- 
nns jedes  Oreieckwinkelfl  gleich  dem  doppelten  Flä- 
cheninhalte, diTidirt  dnrch  das  Prodnct  der  ihn  ein- 
schliessenden  Seiten,  so  wird: 

.  ^      2F      .  2F     .  ^      2F 

Substitoirt  man  statt  F^  JT,  Y  und  Z  ihre  be- 
kannten Werthe  ans  |.  223  nnd  226,  nnd  setzt  man 
wie  bidier  rar  Abkfirsnng  |4i«a^(ii«  + 1)  +  »*  «  Jf, 
so  folgt: 

K«i»«*(»+1)*  +2»*  K»»  +  1 

ras  V  S3S?   '  /  ,         ."  "  /  ,  .       I  r 

-  -flf 

***  !'»»«»(»  + 1)*  +2«*  K«»*a*  +1 

Sncht  man  ans  diesen  Suras,  oder,  noch  bes- 
•er,  dnrch  Combination  der  Gleichnngen  je  iweier 
Kantenlinien  nach  f.  23,  die  Cosinus  derselben  Win- 
kel, so  erhalt  man  endlich  für  die  Tangenten,  als 
die  im  Gebrauche  bequemsten  Functionen^  die  lYerthe : 

tangv  =      JU 

f.    227. 
Fortietiaiig;  Kantenwinkel 

A  Q  f  g  a  b  e.    Die  Kantenwinkel  der  ditetragonalen  Py-. 
ramide  «iPii  zu  finden. 
Lassen  wir  den  Kanten  ihre  obige  Bezeichnung 
(f.  223)  9  und  setzen  wir  wiederum  die  Gleichung  der 
einen  Fläche  jP 
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JL  +  M^  +  z=^i 
ma  ^    n    ' 

so  sind  die  Gleicliaiigen  der  drei  Flächen  F^y  F*  vnd 
p'y  welche  mit  JP*  die  Kanten  JT,  Y  und  Z  bilden, 
folgende: 

m  1^....^--^  +  z  —  t 

WM  H 

'»'^••-£  +  i  +  ^'=* 

'Combinirt  man  die  Parameter  der  Gleichong  F 
saccesuT  mit  den  Parametern  dieser  drei  Gleichun- 
gen nach  der  Regel  fnr  den  Cosinns  des  Neigongs- 
winkeis  in  %.  22,  so  folgt: 

m''a»(»»— 1)  +  »» 

**"-^^        •»!»«»(«' +1)  +  «« 


eoili—^  «»«»(!,» + 1)  +  »» 
Di«  Cosinus  der  halben  Winkel  sin4: 
— _  mA 

Ans  diesen  Werthen  folgen  die  Proportionen: 
eoB^X:  eoi^Z  =s  «la  :  n 
ee$^Yi  cotiZ  =  «ä^i— 1) :  n/i 
coiiX:coti:Y  ^=^  ^:n — 1 
Cerlier  ergiebt  sich,  dass: 

J  =  F,  wenn   »  =  1  +  j^  (wie  in  §.  223) 
JT  =s  Z,  wenn  sia  =  n 

Yss  Zf  wenn  sia  =»  — ^^ 
n  —  t 
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Der  erste  Fall  itt  also  anrnSgÜch,  und  dia  beiden 
andern  Fälle  können  nur  dann  eintreten ,  wenn  a  ei- 
nen rationalen  Werth  hat 

Auch  erhalt  man  leieht  für  dia  Tangenten : 

iang\Y  — ma{m-l) 

tangiZ  « 

Nennt  man  T  den  l^kel,  welchen  swei  einan- 
der gegenüberliegende  Flächen  eines  und  desselben 
normalen  Mitteleckes,  und  U  den  Winkel,  welchen 
swei  dergleichen  Flächen  eines  diagonalen  Mitteleckes 
bilden 9  so  wird: 

•'^  m^a^(n^ +  i)  +  m* 


and 


tangiU, ^^^+^1 


f.    228. 
FortMtsQnf  I  lUatcnwiakel  Ar  Pyraadden  Toa  der  Fona  mPsi  and 

siP-Jl-r. 
si  — 1 

Da  die  ditetragonalen  Pyramiden  mPm  sehr  häu- 
fig von  der  Form   sind,    dass  n  sa  ai,    oder   auch 

n  as  — ^^^^^9  so  ist  es   bequem,   die  sur  Berechnung 

ihrer  Kantenwinkel  dienenden  Ansdr&cke  als  Functio- 
nen des  Coäfficianten  m  sür  Hand  lo  habeit 
i  19 
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1)  Für  jede  Pyramide  mPm  wird: 

*"-*  —  "«'(»*+ 1)  +  1 
coiY  = 


o'(«*  +  1)  +  1 
«'(«M-1)  — 1 


cot  Z  != y,     -     1     <  \     ■     < 

0'(l!»'  +  1)  +  1 

CO«  4--^ :  coi\Z  =  a :  1 
CO»  I F :  CO»  4^Z  -=  o(fli— l) :  ^ 
evikX'.cotiY^  1^:«— 1 
aaeh  fiudet  sieb: 

teüfftX  = 


tangiZ  =  «K«*  +  1 

2)  Für  jede  Pyramide  «P    wird: 

eotJL  s^  — 


ß«(2««— 2«i  +  l)  +  l 

**"  ~"       a*(2«i»  — 2»  +  1)  +  1 

-  g»(2a»*— 2t» +  1)  —  1 

*"'^  ==  ~  a'(2«»— 2«i  +  l)  +  l 

coi^X'.cot^Z  =  a(i»  —  1) :  1 
co«iF:  CO» 4-Z  =  o :  (/I2 

eoi ^X :  cosiY  =  (»  — 1)|/2  : 1 
auch  findet  sich: 


,„«^,^r  =  t^a»ft«.--2m  +  i)+2 
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tang\Z  =  ay'2«»^— 2«i  +  l 

f.    229. 
Beredunmg  der  ditetegonalen  Primen  ooP». 

Setzt  man  in  den  Formeln  der  vorhergehenden  §}. 
M  =  oo,  so  erhält  man  die  Ausdrücke  für  die  dite- 
tragonalen  Prismen  ocPn,  wie  folgt: 

2n 


r  = 


n  +  1 


xr  2ii. 

co#Z  =  —  1 
Für  je  zwei  Prismen  ooPn  und  ocPn%  in  welchen 
die  diagonalen  Kanten  de&  einen  den  normalen  Kan- 
ten des  andern  gleich  sind,  und  umgekehrt,  und  wel- 
che daher  als  inverse  Gestalten  bezeichnet  werden 
können,  gilt  die  Gleichung 

n'^—i  _      2h 
n'^  +  i  '^  n^  +  ± 
und  folglich: 


n-  =  »±i   oder 

M  —  1 


^  —  JT^Il 


Für  n  =  i  +  y2  würde  auch  ooPj»  ein  regel- 
mässig achtseitiges  Prisma  werden,  welchem  jedoch 
keine  Realität  zugestand^  werden  kann.  Das  gleich- 
winklige (und  möglicherweise  auch  gleichseitige),  acht- 
seitige  Prisma,  welches  nicht  selten  vorkommt,  ist, 
wie  bereits  oben  bemerkt  wurde,  keinesweges  die 
einfache  Gestalt  ooPl-)-|^,  gondern  die  Combina- 
tion  00P.00P0Q. 

19* 
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f.    230. 

Beredmung  der  tetragonalen  Pyrumden  mP. 
Setzt  man  in  den  $§.  221  bis  227  »  =  1,  «o  er- 
halt man  die  Ausdrucke  für  die  tetragonalen  Pyrami- 
den von  normaler  Flftchenstellong,  wie  folgt: 
I.  Coefiicient  der  Zwischenaxe : 

r  =  1 
n.  Flachennormale: 

KT  —  Wg 

m.  Kantenlinien:       

Y  =  |4K2«»*a*  +  l 
2Z=      1^ 
Die  Linie  2^  in  $.  223  ist  nämlich  die  halbe,  und 
daher  2Z  die  ganze  Mittelkante  vonrnP;  die  Kan- 
tenlinie F  verschwindet  al«  solche,  und  Y  be- 
deutet hier  nur  die  Höhenlinie  der  gleichschenk- 
ligen Dreiecke  von  siP. 
rV.  Volumen: 

V.  Oberflache: 

S  =  4/2si»a»  -1-1 

VI.  Flachenwinkel: 

imng^  =  00,  also  §=:  9(f 
tangv  =  •2»»a*  +  i 

f^.ur2r      1^2'»''«* +  1 
'«»V2C=  — ;;^5i5 

es  ist  nSmlich  C  der  halbe,  nnd  folglich  2^  der 
ganze  ebene  Winkel  am  Poleck. 

VII.  Kantenwinkel: 

^  r  »  —  1,  also  y  »  180* 
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Hieraus  folgt :  2cof -¥+  co#  Z  =  —  1^  ferner  An- 

det  sich: 

cot  IJT:  c^#iZ  =  Mn :  1 

l^si^a^  4- 1  «• 

tangiX  ==  ^^^'^^^  =  c^UT 

iamgiZ  =  sia|/!> 

§.    231. 
Btrechmmg  d«r  tetragonalen  Pyramiden  siPoo. 
Setst  man  in  den  f §.  221  bis  227  f»  =  oc,  so  er- 
h8lt  man  die  Ausdrücke  fnr  die  tetn^nalen  Pyrami- 
den von  diagonaler  Flächenstellung,  wie  folgt: 
I.  CoSfficient  der  Zwischenaxe: 
r  =  2 
n.  flftchennormale: 

ma 


N^ 


K»*a*+1 

Ui  Kantenlinien :        

X:=  Vm^a^  + 1 
F=  ym^a^  +  2 
2Z=      2 
Die  Kantenlinie  Z  in  f .  223  ist  n&mitch  die  halbe, 
und  daher  2Z  die  ganze  Mittelkante  yon  siPoo; 
die  Kantenlinie  X  verschwindet  als  solche,  und 
bedeutet   hier    nur    die  Höhenlinie    der  gleioh- 
schenkligen  Dreiecke  von  mVoo.^ 
IV.  Volumen: 

V.  Oberfläche:  

S  =  8»^m^flF+l 
Tl.  Flächenwinkel: 
iangi  =  l^»«a»  + 1 
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tangv  sss  00,  also  ü=s90'';  natürlich,  da  je  zwei 
Kantenlinien  Z  in  eine  gerade  Linie  fallen. 

tang2^=    \,^,     ^ 

es  ist  nämlich  ^  der  halbe,   nnd  folglich  2C  der 
ganze  ebene  Winkel  am  Poleck. 
yn.  Kantenwinkel: 

coiX  =  —  1,  also  X  Ä  180* 
1 


coiZ  =5  — 


m^a'  +  1 
m'a^  —  i 


^a'  +  1 

Hieraus  folgt  wieder;   2coiY  +  cotZ  ::^  —  1; 
ferner  findet  man: 

coiiY:  eoi^Z  =s  ma :  /2 

tangiY  = ^^         ;=  cotiU 

tang^Z  =        ma 

§.    232. 
BerediDiing  der  Ableitniigscoefficienten  aas  deu  Kantenmnkelo. 

Es  sey  in  jeder  ditetragonalen  Pyramide  mPn 

der  halbe  normale  Winkel  der  Basis  =  v 

diagonale    -  •>        -        -      =  ^ 

femer  der  an  der  Basis  liegende  halbe  Winkel 

des  normalen  Hauptschnittes  =s  v^ 

des  diagonalen    -      -      -        =  d' 

n+  1 
so  ist      tangp  =  «,    tangS  =     _  . 

Jedenfalls  werden  zur  Bestimmung  einer  ditetra- 
gonalen Pyramide  zwei  ihrer  Winkel  gefordert,  so 
lange  man  kein  Gesetz  der  gegenseitigen  Abhüngig- 
keit    ihrer   Ableitungsco^fficienten    m    und  n  kennt. 
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Wir  wollen  daher  je  aswei  ihrer  Kantenwinkel  als  ge* 
geben  betrachten)  und  daraus  m  und  n  berechnen. 

1)  X  und  Z  sind  gegeben;  dann  wird:  i 

COM'/  s=r    .    ,  y  und  ma  =  fang'/ 
9tn^X  ^ 

2)  Y  und  Z  sind  gegeben;  dann  wird: 

coii   «  ^^  und  n  =  /iiiv(<»+45^ 

COi  S^  =  -7-Tcr  «"^d  »»«  =^        ."T  ^Äff*^ 

#tj»4-i  «+1     ^ 

3)  JT  und  Y  sind  gegeben ;  dann  wird : 

_    coijY^t 

009  \X 

ma    =    ,  — oder  auch  =  co/c 

ViafigHX  —  n^ 

coi^Y/i+ros^X 
wenn    coa  = ^   .  v- 

f.    233. 
Fortsetzung. 

Wenn  die  Pyramide  eine  mPm,  so  ist  es  am  Tortheil* 
haftesten,  entweder  Xj  oder  Z,  oder  T  zu  kennen; 
man  findet  dann,  weil  aco$iZ=scogi'X 

1)  aus  J....  cöMP^sss—cotiXj  und  Ma  =  taHgi/ 

2)  aus  Z.. , ,  eoiv  =s=  aeotiZj   und  m  =s  tojv^v 


3)  aus  T m   z=i^iangiTf^a\  +  i 

oder  kennt  man  den  Werth  des  Winkels   T  in  der 

Gnindgestalt  =  T\  so  ist,  weil  taHg\T=  ,— ^L— 

Ka'  +  l 
(«.  230)    • 
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Wenn  dagegen  die  Pyramide  eine  <wP- ■  ,  lo 

ist  ei  am  yorAeilhaftesten,  entweder  F,  öder  Z^  oder 
auch  U  XU  kennen;   man  findet  dann,  weil  ae0$iZ 

1)  an«  y....co*d'=Jce*ir|^,u.2ii— l=s=^toiy«r'|/? 

2)  ans  Z....  eoti:=rayicotiZ,  n.  j~j=ftwi^^+450 

3)  ansl/:...2si-l=~F^F+2faiv+I^ 

oder  kennt  man  den  Winkel  U^  in  der  Pyramide  Poo, 
so  ist,  weil  fang^lF  =    ,   ^       (1231) 

2si  — 1  =  tangiifcoHU' 
Ffir  die  tetragonale  Pyramide  mV  folgt: 

pins  JT....  Ma  =  cotij  wenn  co#<  =  cof|X 
ans  Z. . . .  sia  =  iangiZf^ 
Ffir  die  tetragonale  Pyramide  siPoo  folgt: 
ans  F...,  ffm  SS  eote^  we^n  co#«  =  cof^-I^)^ 
ans  Z....  ma  =  tang^Z 
Endlich  folgt  fär  das  ditetragonale  Prisma  ocPn 
ans  X....     n    =  tanfiX 

ans  r....?±j=:l«iviK     ' 

B.    Berecbnuig  der  heHiiednselien  Gkstsltsn. 

«)  Btrtchmmg  it  mragouäkm  BbrnkMiitr^ 

%.    234. 

VorbereitQDir. 

SiPll 

Wir  bezeichnen  in  jedem  SkalenoSder  j:  — r— 

(Fig.  262): 

die  längeren  Polkanten  mit  Yj 
die  kfirzeren  Polkanten  mit  Xj 
die  Mittelkanten  mit  Z;  ^ 

femer  die  eine,  im  Octanten  der  positiven  Halbaxen 
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gelegene  Fläche  mit  Fy  und  diejenigen  drei  Flftdien,' 
welche  mit  ihr  die  Kanten  F,  JC  und  Z  bilden,  mit 
JP',  F  und  F^\  endlich  die  ebenen  Winkel  der  Flä- 
che  F  analog  den  ihnen  gegenüberstehenden  Kanten 
mit  t;,  S  nnd  ^ 

Setzen  wir  nun,  es  sey  die  Gleichung 

furi^ — +  -^+  2=1 

ma       n   * 

so  werden  die  Gleichungen: 

für  F"'.....  —+y  +—  —  i 
ma  \'    •    n 

fax  F' j£.-.y-.-l«i 

ar  F^...-^-JL+  z=l 
ma       n   ' 

Femer  ergeben  sich  aus  der  successiven  Combi- 

nation  der  Gleichungen  Ton  F  und  F%  F  und  JP^,  F 

nnd  F^  die  Gleichungen  der  Kantenlinien,  wie  folgt: 

für  F....;^  +  ^i±^=l,undy-r=0 
^fur  X....  ^  — fc^  =  l,  nndy  +  «=rO 

Will  M 

farZ....— +     -2-       äO,  und     z  =1 

Die  Polkanten  fallen  also  in  die  Ebenen  der  dia-> 
gonalen  Hauptschnitte,  und  die  Mittelkanten  sind  den 
normalen  Hauptschnitten  parallel. 

Endlich  folgen  durch  successiTe  Combination  der 
Gleichungen  tou  F  und  X  mit  denen  von  Z  die  Coor- 
dinaten  für  die  beiden  Mitteleckpuncte,  nämlich: 
für  den  Mitteleckpunct  an  Y 

für  den  Mitteleckpunct  an  X 

sm  y  ^  - 
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Die  Axendistaiui  der  Mitteleckpun^te  ist  daher  in  al- 
len SkalenoSdern  constant  =  ^. 

§.    236. 
Zwischenaxe,  Flächeiuiormale,  Kantenlinieiu 

Nachdem  im  vorigen  §.  die  Gleichungen  und  übri- 
gen Elemente  gefunden  worden,  auf  welche  die  Be- 
^  rechnung  der  SkalenoSder  zu  gründen,  können  wir 
sogleich, zur  Auflösung  unsrer  sieben  Probleme  über- 
gehen. , 

Was  nun  zuvörderst  den  Coßf&cienten  der  Zwi- 
schenaxen  und  die  Flächennormale  betriflf^,  so  ist  ein- 
leuchtend, dass  beide  in  den  SkalenolSdem  ihren  or- 
sprünglichen  Werth  behaupten,  weshalb  wiederum: 

^-        ^'»•^*> 
N  =  ^^  =  ?ü^,  (§.  222). 

Das  erste  aufzulösende  Problem  ist  daher  die  Be- 
rechnung der  Kantenlinien.  Es  sind  die  drei  Eck- 
puncte,  welche  diese  Kantenlinien  in  der  Fläche  tl" 
begränzen : 

(l)derPoIeckpunct;    .  .  .  ^äs    «m,  jf  =  0,  z  =  0 

(2)  der  untere  Mitteleckp. ;  ;r  = ,  jf  =  1,  z  =  1 

(3)  der  obere  Mitteleckp. ;  ar  =  — ,  y==  —  1,  z  =  l 

und  zwar  wird  begränzt: 
die  Polkante       F,  von  den  Puncten  (1)  und  (2) 
die  Polkante       JT,    -       -        -    -      (1)  ™d  (3) 
die  Mittelkante  Zj    -       -        -    -      (2)  und  (3) 

Folglich  bestimmt  sich  nach  §.14 

"^     n 
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§.    236. 
Volamen  und  Oberflache. 

Jedes  8kaIeno€der  wird  durch  die  beiden  diago- 
nalen Hauptschnitte  in  vier  unregelmässige  Tetrae- 
der oder  dreiseitige  Elementarpyramiden  zerlegt.  Be- 
trachtet man  nun  für  jede  dieser  Elementarpyramiden 
eine  der  beiden  in  jene  Hauptschnitte  fallenden  Flä- 
chen als  Grundfläche,  so  wird  ihre  Hohe  =  der  Axen- 
distanz  des  Mitteleckpunctes,  =  |/2  (§.  234),  jener 
Grundfläche  Inhalt  =  ma^2,  das  Volumen  der  Ele- 
mentarpyramide selbst: 

V  =  ^ma 
und  das  Volumen  des  ganzen  Skalenoßders 

F  =  4t;  =  ^ma 
welcher  Ausdruck  deshalb  merkwürdig  ist,  weil  er 
die  Unabhängigkeit  des  Volumens  dieser  Gestalten 
Ton  dem  Co^fficienten  n  darthut.  Alle  SkalenoSder 
haben  daher  gleiches  Volumen ,  sobald  sie  gleiche 
Hauptaxen  haben,  und  die  Volumina  verschiedener 
Skaienoider  einer  und  derselben  Krystallreihe  ver- 
halten sich  wie  die  respectiven  Werthe  des  Ablei- 
tnngscoSfficienten  m. 

Weil  das  Volumen  auch  eine  Function  der  Ober- 
fläche S,  uhd  der  Flächeanormale  iV,  indem 
V  =  iNS 

.  j       o  3F 

so  wird      iS  =    -jKf 

oder  S  =  8>^'»'«H«^  +  i)  +  ''*  ^  ^ 

n  n 

und  daher  der  Flächeninhalt  einer  Fläche  des  Ska-^ 
leno^ders 
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f.    237. 

FUdieDwinkel. 

Aus  den  in  f «  234  stehenden  Oleichnngen  der 
Kantenlinien  findet  man  »ehr  leicht  mittels  der  For- 
mel von  cos  17  in  f.  23  die  Cosinns  der  Winkel  v,  5 
und  C  Die  Sinus  derselben  Winkel  bestimmen  sich 
aber  aus  den  bekannten  Längen  der  Kantenlinien  und 
dem  Flächeninhalte  von  F 

2*       .  V         2Jir       .  .  _    2Jf 
'*•''  =  ISZ'  "^^  "*  nYZ'  '•'•^  -  ÜXY 
Dividirt  man  die  Sinns  durch  die  Cosinus,  so  er- 
hält man  endlich  für  die  Tangenten  lEblgende  Werthe: 

Mn 
2Mn 

|.    238. 

Die  Kanten  Y  sind  ihrem  Winkelmaasse  nach  of- 
fenbar identisch  mit  den  gleichnamigen  Kanten  der 
Muttergestalt,  es  bleibt  uns  daher  nur  noch  die  Be- 
rechnung der  Kanten  X  und  Z  übrig. 

Combinirt  man  zu  dem  Ende  di^  Parameter  der 
Gleichungen  der  Flächen  F  und  JP*,  F  und  F^  naoh 
der  Regel  fBr  Cosinus  IF  in  }.  22,  so  folgt: 
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Ans  den  Werthen  der  Cosinnt  der  haUbm  Kan- 
tenwinkel 

,  -•         ma{n  —  1) 

«•'♦^^    if^ 

folgt  die  Proportion: 

coM^XicoiiY  ^s=i  n  +  ixn-^i 
and  daher 

cot  4-Jr  +  co#^-y 

cotiJT  —  co#iF 
»ach  filmet  eich: 

iangiX  «=i  -^ ^.    /.v    — 


^  *  Ma(ii — 1) 


f.    239- 
Beredumng  der  tetragonalen  Sphenoide. 

Setzt  man  in  den  Formeln  der  Torhergehenden 
M.  den  Coe£Gcienten  n  =  1,  so   erhält  man  die  aar 

Berechnung  der  tetragonalen  Sphenoide  -^  dienen- 
den Formeln,  nämlich: 
L  Zwischenaxe: 

r  =  1 
EL  Flächennormale: 

m.  Kantenlinien : 

2X  =s      Polkante       as  2i/2 
r  SS  ^V2m'a*+i  »  Hdhenlini«  derFUehen. 
Z  SS    llittelkaate    b  2f4i*a*+l 
rV.  Volomen: 
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V.  Oberfläche: 


VI.  Flächenwinkel:    

iangv  =  ^2m^a^+i  =  eot^ 
tang};  =  00,    also  ?  =  90"* 
VII.  Kantenwinkel: 

-  2«i«a«— 1 
^^'-^  =  2m-a-  +  1 
cofF  =  —  1,  also  verschwindet  diese  Kante. 

CO(f  Z      =     X 9       9       t       S 

Setzt  man  n  =  ooy  so  yerwändeln  sich  die  fBr 
die  Skaleno^der  berechneten  Formeln  in  diejenigen, 
welche  bereits  oben  in  {.  231  für  die  tetragonalen 
Pyramiden  der  Nebenreihe  aufgefunden  wurden;  zum 
Tollständigen  Beweise  des  in  {.  212  erhaltenen  Resul« 
tates,  dass  die  Pyramiden  der  Nebenreihe  in  ihrer 
skalenoSdrischen  HemiSdrie  mit  allen  acht  Flächen 
erscheinen« 

Für  M  =  oo  erhält  man  die  J^ormeln  der  ditetra- 
gonalen  Prismen. 

Anmerkung.  Die  sämmtlichen  Resultate  der 
Berechnung  sind  so'  ausgedrückt,  dass  sie  sich  auf 
die  primitive  Ableitung  und  Bezeichnung  der  Skale* 
no^der  beziehen.  Wünscht  man  dieselben  Resultate 
in  der  Form  zu  haben,  in  welcher  sie  sich  auf  die 
secundäre  Ableitung  ($.  214)  und  folglich  auf  das  Zei- 
chen mS"  beziehen,  so  hat  man  in  den  $§.  234 — 238 
statt  m  die  Grösse  mn  zu  setzen. 

b)  Berechnung  der  tetragonaien  Tr^ftetöeier, 

^  f.    240. 

Vorbereitung. 

mPm 
Wir  bezeichnen  in  jedem. Trapesofider  r— -oder 

/?|?(Fig.253): 
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die  normalen  MittelkanCen  mit  Z 
die  diagonalen  Mittelkanten  mit  Z^ 
die  Polkanten  mit  X 
nnd  unterscheiden  für  jede  einzele  Fläche  die  an  Z^ 
anliegende  Polkante    durch  X\     Ferner   bezeichnen 
wir^  die  |m  Octanten  der  positiven  Halbaxen  gelegene 
Fläche  mit  JF",  und  diejenigen  vier  Flächen,   welche 
mit  ihr  die  Kanten.  X,  X\  Z  und  Z'  bilden,  mit  J^, 
F^jJF^  und  JF'^'';  endlich  bezeichnen  wir  die  ebenen 
Winkel  jedes  Trapezoides  wie  folgt:   • 
den  Winkel  zwischen  X  und  X^  mit  ^ 
.    .  r    '       Z  nnd  Z'    '    ^ 

-    -         -    -*.     JT  und  Z     '    a 
.    .      X  und  Z'    .    g 

Setzen  wir  nun,  es  sey  die  Gleichung 

für    F £.+  y^  +  z  =  l 

so  werden  die  Gleichungen  der  anderen  Flächen  fol- 
gende : 

für    F' -^-y  +-  =  1 

far    F^ — +  y  — i.  =  l 

fär    jr ^jl  —  iL+^^l 

ma       n 

Die  snocessive  Ccpnbination  der  Gleichang  von 
F  mit  denen  der  übrigen  Flächen  l&aat  anf  folgende 
GleichoDgen  der  vier  Kantenlinien  gelangen: 

l(ii~l>r      (»»+l)y_^^      ^ 

förJC....       «"*  • 
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für  X\ . . 


fax  Z  .. 


f&t  Z'.. 


mm 

=  «  +  1 

y 

X 

n—i 

»0 

ma 

+    f 

=  0 

t  < 

=sl 

ÜL 

L-  +  .9. 

1 

ma{n 

-1)+   « 

2» 

Ans  den  sweiten  Gleichungen  für  Z  und  Z^  er- 
giebt  sich,  dasa  die  normalen  Mittelkanten  den  nor- 
malen Hauptächnitten,  und  die  diagonalen  Mittelkan- 
ten  den  diagonalen  Hauptschnitten  parallel  laufen« 

Endlich  führt  die  Combination  der  Gleichungen 
Ton  Z  und  Z^  auf  die  Coordinaten  des  unteren,  am 
Winkel  q  gelegenen  Mitteleckpunotes,  und  die  Combi- 
nation derselben  Gleichungen  mit  jenen  von  F^  und  JF* 
auf  die  Coordinaten  der  an  den  Winkeln  a  und  |  ge- 
legenen Mitteleckpuncte  der  Flftcbe  F;  nämlich: 

e^      «    1  «•«(** 1)  ^ 1  A 

furEckp.anp,...a;==— ^^-^^  ,  »=    S+l*  ^  * 


f.    24t 

KanteDlioien. 

Weil  die  Zwischenaxen  und  flächennormaleB 
auch  in  den  TrapezoSdem  ihre  obigen  Wertbe  be- 
haupten, so  bietet  sich  uns  wiederum  als  erstes  Pro- 
blem die  Berechnung  der  Kantenlinien  dar. 

Die  Begränsungspuncte  dieser  Linien  sind: 
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(1)  der  Poleckpanct,  ^=r«iÄ,  jr=0,  r=s5  0; 

(2)  der  Mitteleckpnnct  aa  aß 

(3)  der  Mitteleckpunct  an  q^ 

(4)  der  Mitteleckpunct  an  ^, 
ond  jKwar  wird  begränzt: 

die  Pdlkante  X  von  deti  Pancten  (1)  und  (2)^ 
die  Mittelkante  2?,  von  den  Pancten  (?)  nnd  (3)« 
die  Mittelkante  Z'  von  den  Pancten  (3)  und  (4), 
Folglich  werden  diese  Kanten  nach  1. 14 

^  -  n{n+i) 

Die  Frage,  ob  nicht  für  gewisse  TrapezoSder 
beide  Mittelkanten  gleich,  und  folglich  die  Flächen 
symmetrische  Trapezoide  oder  Oeltoide  werden  kön- 
nen, ist  mit  Nein  zu  beantworten ;  denn  aas  der  Glei« 
chnng  Z=  Z'  folgt  n  ä  i+^. 

Es  wurden  daher  nur  die  r^elmässig  achtseiti* 
gen  Pyramiden  dergleichen  Trapezo^der  liefern,  und 
aus  der  Unmöglichkeit  jener  folgt  dje  Unmöglichkeit 
dieser. 

i    242. 
V  o  i «  m  e  »4 

MftA  lege  duirdh  die  vierKarit^ü  ein^r  jodelt  Flä-* 
che  F  und  durch  den  Mittelpunct  der  Gestalt  schnei- 
,  dende  Ebenen ,  so  wird  das  TrapezoSder  in  acht  vier- 
seitige Elementarpyramideli  getheilt. 

J^e  dieser  Elementarpyramiden  (Fig.  254)  lässt 
sieh  ferner  auf  folgende  Art  in  4  dreiseitige  Theilpy- 
ramiden  zerfallen.  Man  verbinde  in  der  Fläche  F 
die  Mittelpuncte  der  Kanten  Z  und  Z'  mit  einander 
und  mit  dem  Poleckpuncte  durch  geradö  Linien,  wo 
I.  20 
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reprSsMtiren  diese  dfei  Linien  die  Kmtenlinien  der« 
selben  Fläche  in  des  Mnttergestalt  Legt  man  wie^ 
derum  durch  sie  und  den  Mittelpnnet  der  <3estalt 
schneidende  Ebenen,  welche  keine  andere^  als  die 
des  normalen,  diagonalen  und  basischen Hauptschut-» 
tes  sind,  so  wird  die  Elementarpyramide  v  oflCenbar 
in  Tier  Theilpyramiden  9»  ip\  9"  und  ijfT  serh^  und 
es  ist: 

t;  =s  9  +  9'  +  9>*  +  9*' 
Von  diesen  Theilpyramiden  ist  bereits  bekannt: 

Vplumen  91  =  v  in  f.  224  =  J^^ 

Für  Jede  der  übrigen  drei  Theilpyramiden  erwähle 
man  diejenige  ihrer  Tespectiven  Flächen  zur  Grund-* 
fläche,  welche  in  einen  der  Uauptschnitte  fiUlt,  oder, 
was  dasselbe  sagt,  welche  sie  mit  9  gemein  hat 
Diese  Grundflächen  sind  leicht  su  berechnen,  und 
finden  ^sich 

ßr   9'  =      4«a 

für    9-  =      "^^ 


für     "  * 


Die  HShe  der  Pyramide  9'  ist  gleich  der  Coor- 
dinate  y  des  Mitteleckpunetes  a,  die  Höhe  der  Pyra- 
mide q/^  gleich  der  Coordinate  ^  des  Punctes  ^y  beide 
Coordinaten  positiv  genommen ;  die  Höhe  der  Pyra- 
mide ^^  aber  findet  sich  durch  dne  sehr  einfache  Be- 

trachtung  ==     ^,    . ;  wir  erhalten  also: 
«  +  1 

¥    


3(11+1)^ 
ma(n—i) 
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fioilgUcli  dm  yolmoen.  der  ^«iiMiilttrpyraadde: 

und  das  Volumen  de«  Trapezoedert: 

f.    243. 

Oberfläche. 

Weil  das  Yolamen  aneh  eine  Function  der  Ober- 
fläche S  und  der  Fl&cbennonnale  iV,  indem: 

so  vrird  auch : 

und  daher  für  das  TrapezoSder; 

«  _  8(n«-4-2n— l)Jf 

Aach  findet  man  fSr  die  nach  aussen  gewendeten  ' 
FlAchen  der  drei  Theilpyranüden  y',  q,"  vaA  y* 

,.  _  («-i)4f 

-_  (l.-J)if 

§.  244. 
FUch««wiakel. 
Die  Cosinos  der  Winkel  f ,  p,  a  und  g  eriiilt 
man  sehr  leicht  durch  saceessive  Substitution  der  Pa- 
rinnet«*  der  Gleichungen  Ton  X  und  Jf',  Z  und  Z', 
JE  «ad  ^  und  JT'  «nd  2'  statt  dnr  Buchstaben  o,  fi^ 
«,  ?  tt.  8.  w.  in  der  Formel  co$  V  des  {.  23.  Den  Si- 
nus TOB  %  findet  man  darauf  leidit  aus  dem  Cosinus, 
die  Sinns  der  andern  Winkel  abw  noeh  kuraer  ans 

20» 
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den  bekannten  Fllebcnrämnea  /,  «•und  »",  so  wi« 

den  bekannten  Lönien  A,  Z  and  Z'  nach  den  Formeln : 

4*'       .  .,         4»'  %»' 

tina  =  j^»  ««»«  =  5=^  «»e  =  ^^- 

So  gelangt  man  endlich  auf  die  Tangenten ,    als 
die  im  Gebraache  bequemsten  Ausdrücke,  wie  folgt: 
'      ,•  2»ilf 

nM 
*«^P— ~    fl.»a»(«— 1)— »» 
__  «(«+l)il!f      . 

'*^*^  —  ~'«»a»(»*+l)— »*(»-i) 

_      2<t*Jf 

tangl  —  —  ^»«j(««+i)(«_i)_2ii« 

f.    245. 
RantenwinkeL 

Ans.  d^A.  in  |.  240  stehenden  Gleichungen  der  fla- 
chen jP,  F\  F^  nnd  F'^  lassen  sich  die  Cosinos  der 
Kantenwinkel  unmittelbar  finden,  indem  man  in  der 
Formel  für  cos  W  des  f.  22  statt  der  Buchstaben  o, 
£,  c  n.  s.  w.  snccessiv  die  Parameter  der  Gleichungen 
▼on  F  und  1*^,  F  und  jP*,  F  und  F'""  substituirt 
Man  erhält  auf  diese  Weise: 

^n,^'—  ii(2si^a'-it) 

Eine  Vergleichung  dieser  Werthe  mit  jenen,  wd- 
che  für  die  Kanten  der  Skaien<Hlder  g^mden  wub» 
den,  leiirt: 

1)  dasB  Z'  das  Supplement  von  X  in  f.  238< 

2)  dass  Z  ttZ  in  i  238. 
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was  eine  nolhwenilige  Folge  a«t  den  Begeh  far  die 
Ableitung  beiden  Gpetalten  ist.    : 

AnmerkuAg.  ^z%  man  in  d^  Ins  die  .Trs- 
peso^der  gefiuideildn  Formeln  »  =«  1,  eof-erbüt  mu 
die  in  {.  ;230  stehenden  Ansdracke  für  die  (etragona- 
len  PyrlUl^de|l  der  Heuptfeih^e ;  und  setit  man  ii  =  cx), 
so  erhält  man  die  in  f ^'231  stehenden  Ausdrücke  für 
die  tetfagonelen  Pyraifüdeii  der  Nebenreihe.  Bo  fin- 
den also  die  in  %.  219  ^i^efundenen  jfteaukate  der 
Ableitnng  durch  die^Besnlta^e  d^ir  Ae|re^tt«g^  ihre 
ToUkommene  Bestätigung.  , 

c)   Berwkmmg  ier  UtragonäUn  Pyrttmidin  fon  akuQrmer 
FUick€n$$dl9mg. 

Ksatenilnieu. 

Da  die  Zwischenaxen  und  Fläcbeniieirmafen  un- 
verändert bleiben,  so  schreiten  wir  sogIeii6h"zur  Be- 
rechnung der  Kantenlinien.  Nun  ist  einlenchtepd, 
dasa  die  obere  oder  untere  Hälfte  eines  jeden  Tra- 
pesoCders  dieselben' l^£en  enthält,*  ^welcii^  die 
gleichnamige  Hälfte  einer  iefimgenaleh  Pyramide  Tofh 
abnormer  Flächenstellung  bildeit  Denn,  je  naclideiii 
|ur  die  abwechselnden  eberen  Flächen  einer  ditetra- 
gonalen  Pyramide  die  gleichliegenden,  oder  die  wi- 
dersinnig liegenden  abwechselnden  unteren  Flächen 
vergröasert  werden ,  so  entsteht  ja  eine  tetragonale 
Pyrßmide  aren.  abndimer  Flädiens(eUilng,'^odetr   ein 


Trapeao^der.     Die  Pötkanten  der  iTrapezo^der  r— jr- 

und  /-^   sind  also,  wie  der  Lage,  so  dem  Winjcel- 
maakm  nacfe  idetiiiftelv;«ut>  den  Polkaaten  dto  t9$tng<^ 

nalen  Pyramiden  -j  -^ '  und «- ;  allein  ihre  ][Jänge 

bestimmt  sich  jetst  diurfh  ihliBn  Diirchschnitt  mit  der 
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setxe  ako  in  den  GleidmigM  4«r  Kulten  X  «üd  X' 
4«  |.  2M0  4ie  €too«liim«e  srssXy^  m  «rhti«  man  füir 
ihn  lÜMna  EnSpnadte  4i*i  Coo#ibifth«fti 

Ditab  iHBMen  Pinlie«e  »ind  xngteieh  die  CTranpotfM« 
•ioer  Mw«lkiiiito  g  der  Pyramide;  man  «n«et  daher 
nach  der  l»ekaanten  Regel:     " 

,        .jp._>»^.g'(«^+t)-h2»» 

^     Ffir  den  Hall^e«!^  des..  Alittdeckpufiom   gilt 
die  GleichoB^;  .  ■     ;        , 


=  0 


,   .    »+1       .    H i     .      . 

nad  daber  für  den  Winkel  d '4er.«d)eiabar4A  Vordre, 
hnaf;  4iM^-|et9a(geaalea  PjNAwdea: 

i,',247,.  ;;  "'.^  ^ " 

,  yoluneii  ^oA  Oberflädie.    ,  ~ 

Ob  die  SbiM  4er  «etrsig«raleii  BmI«  3t»  i2i  m 
iü  der  Flftcheniiüiak  derselben: 

ind  da  Jede  Pyramide  aus  awei  in  dieser  B^is  za- 
wme&sMimidM  efadtak^  Pytmiideii  tob  der  Bdte 
ma  besteht,  so  wiricl  ihr  yolomea; 
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und  ihre  Oberfläche: 

.   ^        3F        ait|4i^a»(ii^+l)+ii^ 

§.    248. 
Plachenwuikel  und  Kantenwinkel. 

Die  Flfteheffwinkl»!  sind  nur  zweierlei,  and^  da^- 
von  der  Polwlrikel  ^  identiBoh  mit  dem  gleichnamige» 
Winkel  der  Trapezo^der;  die  Tangente  ites  Lateral- 
winkek  £  findtit  «ich  aber  leicht  ail»  den  bcdcanntea 
lanien  X  und  Z: 

Was  endlich  die  Kantenwinkel  betrifft,  so  «ind 
solche  bereits  gefunden;  ^enn  der  Polkantenwinkel  X 
ist  identisch  mit  dem  Winkel  X  der  TrapexoSder  in 
f.  245,  und  der  Mittelkantenwinkel  Z  iden^sch  mit 
dem  Winkel  Z  der  diteti^gonalen  P^rmmiden  in  %,  22X 

Anmerkung«  Für  »  =  1  oder  »  =  oo  ver- 
wandeln sich  die  fax  diese  Pyramiden  berechneten 
Formeln  in  jene  |nr  «P  oder  mPoo;  z^m  Beweise^ 
dass  «iP  und  mPoo  als  Gränzgestalten  der  tetragonar 
len  Pyramiden  von  abnormer  Flächenstellung  mit  ih^ 
ren  sämmtlichen  8  Flächen  erscheinen ,  wie  diess  be- 
reits die  Ableitung  lehrte  (f ,  217). 


Viertes   C^piiet. 

Von  den  Combinationen  des  Tetragonal- 

systemes. 

A.     Allgemein^  Eotwipklang. 

f.    249. 

Wahl  der  GtuadgeHalt. 
Die  Bestimmung  der  Zähligkeit  ei'ner  jeden  te- 
tragonalen  Gombinaiion  ist  ein  sehr  einfaches,    und 
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von  der  Kenntniss  der  Grundge^talt  giM^  unafc^Sligir 
geft  Greschäft,  bei  welchem  jederzeit  die  ^Ugemeine 
Begel  in  {.  66  zar  Bichtschnur  dient.  Psigegen  setzen 
alle  übrigen  Bestuiimangen  eine  G^nndgestalt,  wenn 
auch  nicht  ihren  Dimensionen,  so  doch  ihrer  SteU 
lang  nach  als  bekannt  voraus,  weshalb  denn  vor  der 
weiteren,  Entwicklung  irgend  eine  der  in  der  Combi- 
nation  enthaltenen  tetragonalen  Pyramiden  zur  Grund- 
gestalt erwählt  werden  muss.  Wenn  nun  aber,  wie 
•8  nicht  selten  der  Fall,  von  diesen  Pyramiden,  als 
denjenigen  Gestalten,  welche  nach  f.  52  allein  An- 
sprüche auf  diese  Erwählung  haben,  durchaus  gar 
keine  in  der Combination  enthalten  ist,  so  giebt'es 
nach  Maassgabe  der  übrigen  in  ihr  erscheinenden  Ge- 
stalten nur  die  zwei  Auswege,  entweder  die  Grund- 
gestalt zu  erschliessen,  oder  sie  ganz  unbestimmt  zu 
lassen.  Sind  nämlich  die  Yerhältoisse  der  übrigen 
Gestalten  vbn  der  Art,  dass  sie  die  ndthigen  Ele- 
mente zur  Bestimmung  einer  oder  mehrer  tetragona- 
lelr  Pyramiden  an  die  Hand  geben  (wie  z.  B.  wenfi 
eine  ditetragonale  Pyramide  zugleich  mit  Prismen  ge* 
geben  ist),  so  wird  von  den  indicirten  möglichen 
Grundgestalten  diejenige  zur  wirklichen  Grundgestalt 
gewählt,  welche  die  leichteste  Entwicklung  d^r  Com- 
bination und  die  einfachste  Bezeichnung  ihrer  Gestal- 
ten darbietet,  Begründen  dsig^gen  die  yerhältnisse 
der  übrigen  Gestalten  gar  keinen  Schluss  auf  irgend 
eine  tetragonale  Pyramide,  so  dass  jede,  naek  {.  52 
D^ögliche  Gri^ndgestalt  der  Entwicklung  Genüge  lei- 
sten würde  (wie  z.  9.  wenn  blos  Prismen  mit  dem 
basischen  Flächenpaare  gegeben  sind),  so  lässt  man 
die  Grundgestalt  einstweilen  unbestimmt,  und  verbin- 
det mit  dem  Zeichen  P  nicht  mehr  die  Vorstellung 
einer  bestimmten  Pyran|i4e  *),    Der  erstere  Fall  kanii 


^}  AU  #iiie  audi  für  4ie  folfiendea  Kr^f t^dls/Heni«  gwUig«  B^ 
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selbst  dann  eintreten,  wenn  tetrßgonale  Pyramiden 
vorhanden  nüid,  weil  entweder  die  Verhäl^isse  der. 
übrigen  Ges|alten  diese  Pyramiden  in  die  Nebenreihe 
ve£W^i«en,  oder  weil  die  Verhältnisse  der  ganien 
Combination  za  andern,  bereif  bekannlien  Combina* 
lionen  derselben  KrysCallr^ihe  irgend  eine  andre  Pyr 
jamide  als  Gmndgestalt  fordern.  Denn  für  die  Com- 
binationen  einer  und  derselben  Krystallreihe  ijauss, 
wie  man^ichfaltig  sie  auoh  seyn  mögen,  immer  eine 
:and  dieselbe  Pyramide  als  Gmndgestalt  gelten)  und 
daher  die  bereits  für  eine  Combination  dam  erwählte 
l^amide  aueh  in  allen  übrigen  Combinationeii  con«- 
sequent  beibehalten  werden. 

f.    350. 
BesÜinmung  dea  Ctiarakteips  der  Combinaüoii, 

Nachdem  die  Gmndgestalt  einer  Combination  er^- 
wählt  worden,  lässt  sich  ihr  Charakter  ana  ihren  Symi- 
metrieverhältnissen  beurtheilen.  jDie  Tiei^gliedfig  syBt- 
metrisehe  Ausbildung  des  Tetragonalsystamcs  fordert 
nämlich  für  alle  helo^dliscben  Combinationen : 

1)  in  jeder  NormalsCellnng  eine  vollkommen  gleichr 
förmige  Yertheilung  und  Lage  ihrer  Begrinmmgs- 
elemente  nach  rechts  und  links,  und  nachi>ben 

•      und  unten; 

2)  in  der  ersten  und  verwendeten  Normaktellung 
eine  vollkommene  Identität  ihrer  Erscheinungs- 
weise. 

f^ine  Combination    also,    welche   diesen   beiden 

,  Forderungen  nbht  entspricht,  und  daher  entweder  in 

J^der  einholen  Normalstellung  eine  einseitige  Yerthei- 


merkung  mag  hier  erwähnt  werden ,  dass  die  Kristallographie  von 
den  Spaltungsverhältnissen  and  andern  physischen  Eigenscliaften 
der  Kr^FsUlle,  trelphe  in  der  Mineralogie  hei  derWahf  derGrund- 
gettak  bertckaichtigi  am  werden  pflegen,  gänzltch  abatrahiren  musa; 
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taug,  eitte  tiach  reehts  oder  naoh  links  gewendet« 
fjage  gewisser  Flftolieii,  oder  aach  in  beid^lei  Nor^ 
malflCeUnng  eine  yerschiedene  Verknfipfung  ihrer  Be» 
grinmngselenieBte  wahrnehmen  iSsat,  wird  m^ii  ^Ai 
mne  hemMIdirisclie  Combination  zu  befrachten  ha» 
ben.  Die  Art  der  Hemifidrie  ist  leicht  anszmnltteln^ 
indem  man  znsieht,  nach  welchem  Gesetze  der  €(e- 
gensatz  des  Bleibens  und  Verscbwindens  der  FIftcheft 
•ingetreten  ist  (|.  209).  Uebrigens  versteht  sich  von 
«elbst,  dass  diese  Entscheidungen  in  vielen  ITOUen 
unsichinr  bleiben  mfissen,  weil  Ar  sie  eine  gciwisse 
Beschaffipnbeit  der  Combinationen  vorausgesetzt  wird, 

.  |.    261. 
Orlentining  der  CoQibinatioii. 

Auch  die  allgemeine  Otlentirung  der  Combination, 
oder  die  Bestimmung  der  Stellen,  weldie  ihren  Ge- 
stalten in  den  verschiedenen  Abtheilnngen  nnsers  in 
f.  208  angestellten  Schemas  zukommen,  Ist  kiefat  zu 
erhalten,  sobald  die  Grundgestalt  erwfthlt  worden. 
Der  blosse  Anblick  der  Combination  lässt  dann  nn- 
mittetbalr  auf  die  Beaiitwonnng  der  Fragen  gelai^n: 

1)  welche  Gestalten  der  Hanptreihe, 

2)  welche  der  Nebonreihe,  und 

3)  welche  den  Zwischenreihen  t 
angehören.    Femer  ergeben  sich,  gleichfUls  aus  un- 
serm  SiAema,  folgende  Regeln: 

a)  Je  zwei  Gestalten  mPh  und  siCPi»',  deren  Flä- 
chen mit  einander  Jiorisontale  CombinaMonskan- 
ten  bilden,  geMron  in  eine  und  dieselbe  hori- 
zontale Reihe  des  Schemas,  oder  haben  mssrn^. 

b)  Je  zwei  Gestalten  «iPii  und  «i'P«',  deren  Flä- 
chen Combinadonskanten  bilden,  welche  nicht 
nur  einander,  sondern  auch  einem  der  normalen 
Hanptsehnitle  parallel  laufen,   geboren   in  eine 
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f.  »2. 
Ver%er%ftiing,  ' 
Die  Iresondere  Enttdokhing  det'tetragonaienCcmi-T 
lyhiatiMien  iiberfaanpt  setzt  die  Theorie  ^er  bfnft- 
Iren '<7ombinatioiieii,  oder  die  genaaere  Kennf* 
liiss  deir  nranniclifahigen  Yerbfiltniflse  Torans,  unter 
W«Adtten  die  Combinationen  je  zweier  tetragonaler 
C7egtalten  Statt  finden  können.  Dabei  ist  jedoch  die 
holollAristbe  oder  bemiSdrische  Erscheinungsweise 
ganz  besonders  zu  berücksichtigen,  weshadb  auch  die 
I#ebr9  von  4em  binären  Combinationen  in  zwei  Ab-^ 
schnitte  zerfällt.  Innerhalb  jedes  dieser  Abschnttte 
aber  wird  die  Betrachtung;  zunächst  4^f  diejenigen 
Gestalten  gegründet  werden  müssen,  welche  als  die 
allgemeinen  Repräsentanten  ihrer  Gruppe  zu  beträch- 
ten sind.  Wir  werden  nun  im  Folgenden  die  Y^- 
hältnisse  und  Regeln  sämmtlicher  binärer  Kombina- 
tionen durd^hen,  dabei,  wie  im  Teaseralsysteme, 
wegen  der  leichteren  Vorstellbarkeit  jederzeit  eine 
der  ^litalti^n  als  torherrschende  voraussetzen ,  und 
feder  b^^edriscben  Conbl»«Cion  die  Combiliaitions- 
gleiokung  (f.  68^  in  derjenigen  Form  binznfllgen,  in 
welcher  sie  unmittelbar  da»  Veriiftlfniss  der  Ablei- 
-tnihg^odä&eSMten  einer  dritten  QesHalt  atigiebt,  de- 
ren Flttchein  die  {jedenfalls  heteropolare)  Combinisa- 
tionskante  der  gegebenen  Gestalten  f|bstlU|^|iMl^  oder 
in  die  Zone  dieser  KantQ^fallen. 

i    263. 
Combiaation  zinrder  üitetragomi'er  Pyraniidcif. 

Da  die  ditetragOQalen  Pyramiden  die  Repräsen- 
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MuHen  allex  holoedrischen  Gestalten  des  Systenieji 
sind,  so  huben  wir  suTÖrderst  di^  Conübinationsver« 
hältnisse  zweier  dergleichen  Pyramiden  fnP»  und  mT»' 
in  Betrachtung  sn  ^dehen.  Denken  wir  beide  Gestal- 
ten am  einen  gemeinschaftlichen  Mittelpnnct  in  paral* 
leler  Stellung,  so  weiden,  nnter  Yoraussetxung  der 
dn|*ch  die  Ableitung  bestimmten  Dimensionsrerhili- 
nisse,  die  Epdpnncte  ihrer  ^^'ehenaxen  coincidirea,  inr 
dem  selbige  gleichsan^  die  (]!ardinalpunc^fi  des  &yr 
Htemes  bilden,  welphe  ihre  ursprüngliche  l<age  in  alr 
len  abgeleiteten  Gest^tep  i^nveränderlich.  behaupten« 
Dagegen  bes^u^mt  qich  allgemein  för  die  I^anptaxen 
A  und  k'  heider  Ges(taUen  die  Bedii^ng,  dass 

A'>f=<Ä,  wenn  m\>.  =  <:m 
fiir  die  Kwischenaxen  r  und  r^  .derselben  die  Bedin- 
gung, dass 

f/>=ac<r,  wenn  ii'>  =  <ii 

V  * 

und  fiMr  die   beiderseitigen  Quotienten  -j  =z  a*  u^d 

—  s^  }i  dass 

'  />=<,,  w.„,  ?:Kta>=<^ 

Die  Erscheinungsweise  der  Comhination  mPmjm^Pi^ 
hängt  nun  wesentlich  detvoft»  ab,  welf^h^  von  dw  in 
dienen  drei  Bedingungen  enih{d(anen  Yer^MlMsen 
für  beide  Gestalten  Statt  finden. 

Es  bildet  nämlich  mTn'  als  un(»Qrgeordnete  Ge- 
stalt an  ««Pn  als  verhenoMhender  Gestalt: 
I.  Z<nchfltfiingen  der  Kanten,  und  »war: 

1)  Zusch.  d.  norm.  Polk.,  wennM'==M  u.  «'>«•,  Rg556. 

2)  Zusch.  d.  diag.  Polk^  wenn  q^^q  u.  n'<n;  ahnl.F.256. 

3)  Zusch.  der  Mittelk.,  wenn  n'=n  und«i'>si;  Fig.257. 
n.  Achtflächige  Zusp.  der  Polecke,  wenn  p' <  m  und 

f<Hy  "»d  »war  sind  dje  CK.  mit  den  Mi(teU(i|nten ; 
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4)  parallel, wenn  11^=341;  Fig.  258. 

5)  convgt.  nach  den  norm. 

Mittelecken -  -     n^>ni  Fig.  269. 

6)  Gonvgt.  nach  den  ding. 

Mittelecken  ......--     Ii^<ii;  |^nl.  Fig.  259. 

in.  Vielrfl.  Zusp.  der  normalen  Mittelecke,  wenn  m^m 
VLtkd  ie'>ii;  und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  diag. 
Polkanten : 

7)  parallel,  wenn  q'=q;  Fig.  260. 

t)  convgt.  hach  d.  Polecken,    wennj^<jr;  Fig.  261. 

9)  45onvgt.  nach  d.  Mittelecken^  ifenn  j'>j;  Fig.  262. 
rV.  Vieri!.  Zusp.  der  diag.  Mittelecke,   wenn  (l^>g 

und  n^  <  » ;  and  swar  sind  die  CK.  mit  den  liorm« 
Polkanten: 

10)  parallel,  wenn«i^=sm;  ähnl.  flg.  260. 

11)  conirgt  n.  d.  Polecken,  wenn  m'<m;  ähnl.  Fig.  261, 

12)  conygt  n.  d.Mittelecken,  wennm'>«i;  ähnl.Fig.262. 
In  diesen  12  Fällen  ist  die  ganae  Theo^e  der 

binftren  holoedrischen  Combinationen  enthalten,  wie 
ans  den  folgenden  |§*  hervorgeht,  in  welchen  wir 
snccessiv  die  Combinationsverhältnisse  der  vorbenr- 
schenden  Gestalten  »Pi^  mP,  »Poo,  ocPh,  ocP,  ooPoo 
und  oP  betrachten  wollen. 

.     |.    254. 
Combinationen  von  mPji« 

1)  Mit  mTh^;  diefie  Gestalt  bringt  die  im  vorigen  f. 
•Q%esShlten  CV.  unter  den  daselbst  ai^fuhrten 
Bedingangen  hervor. 

CG.  mV(si'ii— «»')+«>— Ä0«»'+«V—»)«wi'äO 

2)  Mit  «T;  da  ü'rsl,  so  ist  auch  jedenfalls  ft'<ir, 
und  die  möglichen  CV.  werden  Nr.  2,  6,  10,  11 
und  12;  die  Flächen  von  m^P  sind  immer  auf  die 

^    diagonalen  Polk.  von  mPn  gesetzt,  und  bilden: 
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a)  Ähst  derselben,  .  .  wenn  m^=^^^  ^;  Fig.  261 

b)  yier&Zasp.d«i:PoI- 

ecke *  •     .<...;  Fjg,263. 

e>  ZiiicIi.derdiag;Mit-* 

telecke  * •*     ->---;  nndzwat 

sind  die  CK.  mit  den  normalen  Polkanlen:. 
a)  parallel,  Tvenn  m'cKsm;  Fig.  ^S. 
fi)  ooDTgt  nach  den  Mittelecken,  wenn  mf^mi  Flg.  266. 
y)  conTgt  nadi  den  Polecken,  wenn  jii'<«i;  Flg.  267. 
Im  Fiidte  h  gMcheinen  dieZnspfl.  als  Rhomben,  wenn  m's= — . 

CG.    mV(m'n-'m)  +  mr(m'--m')n—tir(n—l)mm'=0 

3>  Mit  mToo;  da  n^ssoo^  so  ist  n'  immer  >%  nnd 
die  möglichen  CV.  werden  Nr.  1,  9,  7,  8  und  9; 
die  Flächen  von  mlfoQ  sind  jedenfidls  auf  die  nor- 
malen Polk.  von  mPm  gesetit,  und  bilden: 

a)  Abst  derselben,  wenn  m'=smi  ähnL  flg. 264. 

b)  Yierfl.Za8p.  der  Polecke,  wenn«i'<m;  ähnl.FigJ263. 

c)  Zuach.  der  norm.  Mittelecke,  wenn  mT^mi  nnd 
«war  sind  die  CK.  mit  den  diagonalen  Polk.: 

o>  pmUfll, wenBSi'=='!!(!i±L>;ähnLItgLtt5w 

/})  o«nvgt.B.a.llittelecfcen, > ihd.Plg.9ML 

y)  conrgt.  n.  d.  Polecken,      -  -   .   <^    ...     ihaLFlg.tfif. 
Im  Falle  b  enchemen  die  Zuipfl.  alt  Rhomben,   wenn  si'  = 
«(n-l) 

CG.    ^''(m—m')n+n''(M'—m'^m=0 

4)  BKt  ooPn';  da  m'soc,  so  ist  »'>»  nnd  />ff 
also  können  nur  die  CV.  Nr.  3,  9  nnd  12  Sfktt 
fiunden,  nnd  es  bildet  daher  ocPn^: 

a)  Abst.  der  Mittelkanten,  wenn  n^tssm ;  flg.  268. 

b)  Znsch.der  norm.  Mittel- 
ecke,      .  .    .  >.   Fig. 269. 

c)  Zusch.  der  diag.  Mittel- 
ecke,      -  -    -  <-    ähnl.rig.269. 

CG.    »•"(Ji*— it>  +  «V~*»>»=0 
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5)  Mk  oqP;  da  ausger  d«B  miA  4  Statt  ftndenden  Be^ 
d^Bgu^g^n  Vieh  noch  ii^<Ji,  so  bildet  aoP  jedra«- 
falls  Abst.  der  diag.  Mitteleoke;  Fig.  27a 

CG.,   «>"'— 1)1»— »'(«.— 1>iäO 

6)  Sfit  odPooi  da  aiiisser  d^n  9uh  4,  Statt  findenden  Be- 
dingungen auch  noch  Ji^>ii,  so  bildet  ooPoo  je- 
denfalls Abflt.  der  norm.  Mittelecke;  ähnl.  Fig.  270. 

Cd  X^^^ÜL. 

nr       n 

7)  Mit  oP;  diese  Gestalt  bildet  jedenfdt)^  A^Mt  der 
Polecke;  Fig.  271. 

GG.    f»"':Ä:ii,  und  m''<m. 

|.    255. 
Combinationen  von  mP. 

1)  Mit  «i'Pi»';   da  n=sl,  so  wird  «'  stets  >.«,   qnd 
i     die  möglichen  CY.  sind  Nr.  1,  5,  7^  $  iin4  9;  die 
Flächen  ron  «iTii'  liegen  immer  paarweis  an  den 
Polkanten  von  mP  und  bilden: 

a)  Zusch.  derselben, wei|»i»^taji»;  Ffg.272: 

b)  Achtfl.  Zusp.  der  Polecke,      -  -    -  <  -    Plg.273. 

c)  Vierfl.  Zusp.  der  Mittelecke,  -  -  -  >-  nndswar 
sind  die  CK.  mit  den  HÖhenlimei»  der  Flftchen 
von  mV 

«)  parallel, wenn?^Ö!^Jl}=2«i;F|gJ274. 

ff)  conygt  n.  d.  Polecken, <-^-    Flg.S75. 

y)'  oonrgt.  n.  d.  lIBttelkaiiten,     --     -.*..    ->-    ¥\g.t76. 
Im  lUk  cy  weiden  £e  CK.  den  Polkantea  von  siP  pai^el, 
wenn  ^  =  Si;  Fig.  i76. 


Ji 


CG.    siVCm'— «MiO+«»'(«»-siO*'+«*rii'— l>si'=0. 

2)  Mit  mfPi  diese  Gestalt,  deren  Flächen  immer  anf 
die  dächen  von  mtt  gesetzt  sind,  bildet: 
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a)  Vierfl.  Zusp.  der  Polecke,  wenn  «'<«•;  Fig.  2T7. 

b)  Znsch.  der  Mittelkanten ,    wenn  m^m ;  Fig.  278. 
CG.    «''=^1. 

3)  Mit  «iToo;  die  möglichen  CV.  sind  Nr.  J,  5,  7,  8 
und  9;  die  Flächen  von  afVoo  sind  immer  auf  die 

.  Polkanten  Ton  mP  gesetxt,  und  bilden: 

a)  Abst.  derselben.,  wenn  m'=»i;  Fig.  279. 

b)  Vierfl.  Zusp.  der  Polecke,  wenn  «•'<«!;  Fig.280! 

c)  Zusch.  der  Mittelecke,  wenn  »i'>»i;  und  »war 
sind  die  CK.  mit  den  Höhenlinien  der  Flächen 

von  mP: 

a)  parallel»  wenn  m'=20i;  t\g.  281. 

ß)  convgt.  nadi  den  Polecken»  wenn  m^<2m;  tlf.S82. 

y)  eonTgt  nach  den  Mittelkanten,  wenn  m'^%m\  Flg. 283. 

4)  Mit  ooPn^;  diese  Gestalt  bildet  Jedenfalls  Zusch 
der  Mittelecke,  die  Zuschfl.  auf  die  Mittelkanten 
gesetzt;  Flg.  284. 

CG.    «V— »O  +  ^'C»'— !>»— 0. 

5)  ocP  bildet  Abst.  der  Mittelkanten;  Fig.  285. 

6)  ocPoo  bildet  Abst.  der  Mitteleeke;  Fig.  286. 

CG.    — ==«i. 
vT 

7)  o9  bildet  Abst.  der  Polecke;  Fig. 287. 

i    256. 
Combinationen  Ton  mPoc* 

1)  Mitsi^Pn^  da  ii=Ä«,  so  ist  jederzeit  n^ <nj  and 
die  möglichen  CV.  sind  Nr.  2,  6,  10,  11  und  12; 
daher  bildet  m'Vn': 

a)  Zusch.  der  Pol*^ 

kanten,  ....  wenn  ?!^^?^^=fli ;  ähnl.Fig.272. 

b)  Achtfl.     2usp. 

der  Polecke, <-      --Fig.  273, 
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c)  Vierfl.  Zusp.  der  Mittelecke,  wenn**^^*^^^  >  »; 

w 

.   und  xwar  sind  die  CK.  mit  den  Hohenliaien  der 

Flächen  Ton  mV^oi 

er)  piurallel,  weno  m'sssm;  fthnl  Fig.  S74w 

ß)  conTgt.  nach  deo  Pole^ken,  wenn  m'<si;  IhiiL  Flg.  275. 

y)  oonvgt.  nach  den Mittdkanten,  wenn  m'>  m s  iknL  Fig. 276w 

Im  Falle  c)^  werden  die  CK.  den  Polkantan  reo  »Poo  paralM» 

wenn  — .1 — , — '  =  «!• 

CG.  «•'(«•— «•>'+«'(fli''—«K=a  . 

2)  Mit  «iT;  die  mögUchen  CV.  sind  Nr.  2,  6,  10,  11 
und  12;  die  Flächen  von  «iT  sind  immer  auf  die 
Polkanten  von  «iPoo  gesetst,  und  bilden: 

a)  Abst  derselben,  wenn  la^sa^si;  ähnl.  Fig. 279. 

b)  Vierfl.  Zusp.  der  Polecke,  wenn  «i'<i«i;  ähnl. 
Fig.  280. 

c)  Znsch.  der  Mittelecke,  wenn  m'^\m\  nnd  swar 
sind  die  CK.  mit  den  Höhenlinien  der  Flächen 

-   von  siPoo: 

u)  parallel,  wenn  m^aesm;  ihnl.  Fig.  281. 
P)  convgt. nach  den  Polecken,  wenn  m^ <;«i$  fthnL  Fig. 282.    • 
y)  conTgt.  nach  den  Mittelkanten,  weiinm'>ai;  ftlHd.Fig.288. 
CG.    m\m—m')  +  n\m''^m)m'=0. 

3)  mnfooy  dessen  Flächen  immer  aof  die  FUehen  von 
mPoo  anfgesetit  sind,  bildet: 

a)  Vierfl.  Zosp.  der  Polecke,  wenn  m'^m\  ähnl 
Fig.  277. 

b)  Znsch.  der  Mittelkanten,  wennw^M;  ähnl.FigJ278. 
CG.    »•=00. 

4)  ocPü'  bildet  Jederseit  Znsch.  der  Mittelecke,  die 
Znschfl.  anf  die  Mittelkanten  gesetst;  ähnl  Fig.  284. 

CG.    »"(si*— «•)— i|iV=0. 

5)  cx)P  bildet  Abst  der  Mittelecke;  ähnl.  Fig.  286. 
CG.    !»>•-.«•)— «-^«O. 

I.  21 
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6)  ooPoo  bildet  Abst.  der  Mittelkanten;  ähiil.Fig.285. 

7)  oP  bildet  Abst.  der  Polecke i  ähnl  Iig.287. 

§.    257. 
Combinatiooen  tob  ooP». 

Es  bildet  an  dem  ditetragonalen  Prisma  ocP>»: 

1)  fliTn'  achtfl.  Znsp.  beider  Enden;  und  swar  sind 
die  CK.: 

«)  hörizoDtal,  wenn  «'=«;  Pig.288. 

ß)  Ton  den  diag.  nach  den  nonn.  Seitenkanten  abfallend,  wenn 

fi'>n;  Rg.  289. 
y)  von  den  norm,  nach  den  diag.  Seitenkanten  abfaUend,  wei^n 

ii'<n;  fthnl.  Rg.289. 

CG.    «>—llV+«V  *-»>»' =*0. 

2)  «iT  vierfl.  Znsp.  beider  Enden ,  die  Zuspfl.  auf  die 
diagonalen  Seitcuikanten  gesetzt;  Fig.  290. 

CG.    m\n—fr}^H\n—i)m'=0. 

5)  «iToo  Tierfl.  Znsp.  beider  Eiiden,  die  Znspfl.  auf 
die  normalen  Seitenkanten  gesetzt;  ähnl.  Fig.  290. 

CG.   «1^(11— o  +  »''«'=o. 

4)  oP  die  gerad  angeseilte  Endfläche;  Fig. 291. 
CG.    fi'  —  n. 

ö)  ooPn^  Zusefaärfiingen  der  normalen  oder  der  diago- 
nalen Seitenkanten,  je  nachdem  nf  ^  oder  <.n\ 
Fig.292. 

6)  (xP  Abstumpfungen  der  diagonalen,  und 

7)  ocPoo  Abst.  der  normalen  Seitenkanten;  Fig.  293. 

Combinationen  von  ooP. 

Es  bilden  an  dem  tetragonalen  Prisma  ooP: 
1)  m'VMf^  aohtll.  Znsp.  beider  Enden;  Flg. 29*. 
CG.    n\n'~l)m'~m\n''—i)  n'»0 
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2)  «^,  vierfl.  auf  di«  fläche  gesetste  Zotp.  beider 
Enden;  flg.  295. 

CG.    11^=1. 

3)  mToo,  vierfl.  anf  die  Kanten  gesetzte  Zntp.  bei« 
der  Enden;  JF*ig.296. 

CG.    «iV— •>"(«*— 1)=0. 

4)  oP,  die  gerad  angesetzte  Endfläche;  flg.  297. 

5)  ooPii,  Znschärfiingen  der  Seitenkanten;  flg.  298. 

6)  ooVooj  Abstompfongen  der  Seitenkanten;  Fig.  290» 

%.    259. 
Combinatiouen  Tta  ooPoo. 

Es  bilden  an  dem  tetragenalen  Prisma  ooP<x>: 

1)  m'Vt^^  achtfl.  Znsp.  beider  Enden  r  ähaL  Fig.  294. 

2)  «iT,  vierfl.  anf  die  Kanten  gesetzte  Zuspitzungen 
beider  Enden;  fthnL  Fig.  296. 

CG.    m''  =  m'n\ 

3)  mToo,  vierfl.  anf  die  Flächen  geseilte  Znsp.  bei- 
der Enden;  ähnL  Fig. 295. 

CG.    n'^oo. 

4)  oP,  die  gerad  angesetzte  Endfläche;  ähnL  Fig. 297. 

5)'^acPii9  Zuschärfongen  der  Seitenkanten;   ihnl.  Fig. 
298. 

6)  ooP,  Abstnmpfiingen  der  Seitenkanten  ;ähnI.Fig.299. 

f.    260 

.  Comlniiatioiieii  von  oP. 

Es  bilden  mit  oP  als  vorherrschender  Gestalt: 
1)  mlfn%   eine  ditetragonale  Tafel,   mit  zweireiUg 
schief  angesetzten  Randflächen;  Fig. 300. 

21* 
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2)  »T  and  «iToo,  eine  tefragonale  Tafel,  mit  swei- 

reihig  schief  angesetzten  Randflächen;  Fig  301. 
.3)  ooP/i  eine  ditetragonale  Tafel,  mit  gerad  angesetz- 
ten Randflächen;  Fig.  302. 

4)  ooP  und  ooPoc,  eine  telragonale  Tafel,  mit  gerad 
angesetzten  Randflächen ;  Fig.  303. 

I)  Ji€»nedmch€  CamhinrnHenem. 
i)  SludenoSdriiche  oder  sphenoidische  Coabinationei». 

$.     261. 
Vorbereitung. 

Die  skaleno^drischen,  oder  sphenoidischen  Com- 
binationen  haben  nnter  allen  hemifedrischen  Combi- 
nationen  des  Tetragonalsystems  insofern  die  grosste 
Wichtigkeit,  wiefern  die  skaleno^driscbe  Herai€drie 
selbst  die  auffallendsten  Abweichungen  in  der  £r- 
scheii|ungsweise  der  Gestalten  zur  Folge  hat,  und 
nicht  nur  die  Glieder  der  Zwischenreihen,  sondern 
auch  jen^  der  Hauptreihe  in  Anspruch  nimmt.  Des- 
halb bedarf  eine  etwas  ausfuhrlichere  Betrachtung  der 
sphenoidischen  Combinationen  wohl  kaum  einer  Recht- 
fertigung; zumal,  da  die  Krystallreihe  einer  sehr  wich- 
tigen Species  des  Mineralreiches^  des  tetragonalea 
Kupferkieses,  durch  sphenoidische  Hemi^drie  ausge- 
zeichnet ist,  und  sich  ausserdem  so  viele  merkwür- 
dige Analogien  zwischen  den  sphenoidischen  Com- 
binationen und  den  rhomboädrischen  Combinationen 
des  Hexagonalsystemes  darbieten,  dass,  bei  der  so 
häufigen  und  mannichfaltigen  Verwirklichung  dieser 
letzteren  die  Auffindung  jener  Analogien  allein  dem 
Interesse  der  Wissenschaft  hinlänglich  entsprechen 
wurde. 

Die  Theorie  dieser  Combinationen  beruht  auf  den 

ziPj» 

Combinationsverhältnissen   zweier   SkalenoSder    >~— 
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und  — ^ — ,  von  welchen  das  erstere  als  vorherrschen- 
de, das  andere  als  untergeordnete  Gestalt  vorausge- 
setit  wird.     Da  nun  die  kürzeren  Polkanten  jedes 

mPü 
SkalenoSders  -y  durqh  die  Gleichungen: 

^  +  0!Lzi^  =  l.  undy  +  ^  =  0 
die  längeren  Polkanten  durch  die  Gleichungen: 

^^^_i_Ä=a-i    und  ff  —  2:=sO 

ma  ^        n  ^ 

und  die  Mittelkanten  durch  die  Gleichungen: 

^+X  =  o    und^  =  l 
ma       n 

besdinmt  werden  (§.  234),  und  für  das  SkalenoSder 

— - —  genau   dieselben    Gleichungen   gelten,   sobald 

man  nur  m^  und  n'  statt  m  und  n  schreibt,  so  lassen 
sich  die  Bedingungen  für  die  mancherlei  Combina- 
tionserscheinungen  beider  Gestalten  aus  den  Parame- 
tern dieser  Gleichungen  mit  Leichtigkeit  ableiten« 
Nur  ist  auch  hier,  wie  immer  far  hemiSdrische  Com- 
binatlonen,  die  Ambigultät  der  Stellung  zu  berück- 
sichtigen, indem  sich  beide  Gestalten  entweder  in 
derselbeil,  oder  in  verwendeter  Stellung  combiniren 
können. 

|.    262. 
Combination  sweier  Skaleno^er. 

Die  Combinationsverhältnisse  zweier  SkalenoiSdtr 
sind  folgende : 

A.  Bei  gleicher  Stellung  beider  Gestalten  bildet  ±—j^ 
I.  Zttschärfungen  der  Kanten,  und  zwar: 
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1)  Zosch.  der  längeren  Polkanten,  wenn  — ^  "^  ' 
__m(n+i)^  und  »'<•;  Fig. 304. 

2)  Zosch.  der  kfineien Polkanten,  wenn  "^   ~  r 

Bsffc*},  und  «'>«;  Fig.  305. 
n 

3)  Zoich«  der  Mittelkanten,  wenn  -->  ss  -,  and 
»'>«,  also  auch  ii'>i>;  Fig. 306. 

n.  "Vierfl.ZMp.derPolecke,  wenn  *»>'+<)^(»+^) 

TOd  ^'(^'—^)^^(^^*'\  ^nd  awar  sind  die  CK.: 

i  4)  horizontal^  wenn  n^  =  n;  Flg. 307, 
6)  den  Mittelkanten  zufallend,  wenn  n^  >  n ;  Fig.  308, 

6)  den  längeren  Polk.  zufallend,  wennj^^^n;  Fig. 
309. 

Im  letzteren  Falle  werden  die  CK.  den  Mittelkan- 
ten parallel,  wenn  —7  =—;  Fig. 310. 
n       n 

m.  Znscliärfangen  der  Mittelecke,  je  zwei  Zuschfl. 
auf  die  kürzeren  Polkanten  gesetzt,  wenn     ^    ^ — i 

>  — i^ ^  und  »'  >  « ;  und  zwar  sind  die  CK. 

mit  den  längeren  Polkanten: 

7)  paraUel,  .  .  wenn'^'y*^=^?^^!^^  Fig.SU. 

8)  conygt.   nach 

den  Polecken, <-  -  -      Rg.312* 

9)  convgt.  nach 
den  Mittel- 
kanten,  >-•-      Fig.  313. 

rV.  Zuschärfungen  der  Mittelecke,  je  zwei  Zoschfi. 
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auf  die  längeren  Polk.  gesetzt,  wenn  — ^    'T  f 
m{n+l)  ^^^  !!L'>?!L;  „nd  zwar  sind  die  CK: 

10)  horizontal,  wenn  »'  =  ii;  Fig.  314. 

11)  den  längeren  Polk.  zolallend,    wenn  n^  ^  »; 
Fig.  316. 

12)  den  Mittelk.  zufallend^  wenn  nf  <ni  Fig. 319, 
InEi  letzteren  Falle  werden  die  CK.  den  kürzeren 

Polk.paraUel,  wena^^^^'r*^=^!fe^;  Fig. 317. 

B.  Bei  verwendeter  Steilang  beider  Gestalten  bildet 

I.  Zaschärfungen  der  Kanten,  und  zwar: 

13)  der  kürzeren  Polk.«  wenn  — ^— / — ==   '    ' — ^; 

■    n  n 

ähnl.  Fig.  306. 
EL  Yierfl.Zusp.  der  Polecke,  und  zwar  sind  die  CK. 
jederzeit: 

14)  den  Mittelk.  zufaUend,  wenn  ^>'+;)<g(gzi); 

ähnl.  Fig.  308. 
HL  Znseh,  der  Mittelecke,  die  Zuschfl.  auf  die  Mit- 

telk.  und  kürzeren  Polk.  gesetzt,  wenn     ^    7^- 

^     ^       V;  und  s^ar  sind  die  CK.  mit  den  län- 
geren Polkanten: 

15)paraUeI,  wenn'^^**'r^^=^'^^^^;  ähnl.Fig.311. 

16)  convgt.  n. 
d.  kürze- 

renPolk. <  -   -   -    ähnl.Fig.312. 

17)  convgt«  n. 
d.  Mittel- 

kanten >...    ählil Fig.313. 
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Nachdem  wir  so  die  allgemeinen  Regeln  för  die 
Condl>inationen  zweier  Skalenoider  gefunden,  können 
wir  cor  speciellen  Uebersicht  der  binären  sphenoidi« 
sehen  Combinationen  übergehen. 

§.    263. 
ComUiiatloaeo  des  SkalenoCdexi  ±  ü^ 

1)  Mit  ±^!^  oder  T^^;    diese  Gestalt    bringt 

die  im  vorigen  |.  aofgezählten  Corabinationserschei- 
üAingen  unter  den  dfutelbst  erwähnten  Bedingungen 
hervor. 

2)  Blit  — ,  und  swar: 

si'P 
A.  mit  +  — ;   da  n^ssl,   so  ist  ii^<»,   und  die 

möglichen  CV.  werden  Nr.  1,  6  und  12;  die  Hä- 
dien  des  Sphenoides  siipd  immer  auf  die  längeren 
Polkanten  des  SkalenoSders  gesetzt,  und  bilden: 

n)  Abst.  derselben,  .  .  wenn  si'  =  ??!^~tt);  Fig.  318. 

b)  Abst.  der  Mittelecke,   --    •  >  -  -  -   Fig.  322, 

c)  Zusch.  der  Polecke,  -  -  -  <  -  -  -  und  zwar 
sind  die  CK.  mit  den  Mittelkanten  des  Skale- 
noSders : 

«)  parallel» %  .  .  .  .  wenn  st'  =  ü.$  Vlg.SÜ. 

P)  conTgt.  nach  den  lftn£;eren  Polk.    «  -    .    >   .     FEs.519. 
>0  oonrcit.  nadk  den  küraerea  Polk.    -  .    .    <^  ^     Flg.  S90. 

B.  mit  +~;  die  Flächen  sind  immer  auf  die  kür- 
zeren Polkanten  gesetzt,  und  bilden: 
a)Abst.  derselben,  .  .  wenn  «1'=^!?^^^;  Fig. 323. 

b)  Abst.  der  Mittelecke,    --    ->.   .  -    Fig.325a, 

c)  Zusch.  der  Polecke,    •  -    •  <  -   -  -    Fig.  324. 
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3)  Mit  «Toc;  da  11^  =  00,  so  isit  n'  Jedenfalls  >  n 
und  ^  <  — ;  die  möglichen  CV.    werden  daher 

Nr.  2,  5,  7,  8  und  0,  und  es  bildet  jsToq: 

a)  Zusch.  der  kürze- 
ren Polk, wenn«i'=?I^^2Z±);ähnl.Fig.3Q5- 

b)  Vierfl.  Znsp.  der 
Polecke,  die  CK. 
den   Mittelk.  zu- 

faüend, .....<...    ähnl.Fig.3W. 

e)  Zusch.  der  Mittel- 
ecke, dieZuschfl. 
auf  die   Mittelk. 

'  und   kürz.    Polk. 

gesetzt, -•    .^•..  und  zwar  sind 

die  CK«  mit  den  Iftngeren  Polk.: 
«)  pacaHel, wenn  m^T— ^^t ^^  alml. Fig.81L 

/})  oonTgt.  n.  d.  kü«.  Polk.,    -  -    -   < &hnl.  Flg.512. 

y)  conv^  n.  d.  Mittelk.,       -  -    -  >    -  -  -    ähnl.Fig.Sl8. 

4)  Mit  ooP«';  da  m^  =  oo,  so  sind  nur  die  CV.  10, 
11  und  12  möglich,  und  es  bildet  daher  ooPn^  je- 
derzeit Zttsch,  der  Mittelecke ;  und  zwar  sind  die  CK. : 

n)  horizontal, wenn  »'  =  n) 

ß)  den  längeren  Polk.  znfallend,    -,  -    Ji'  >.  ni 
y)  den  Mittelk.  zufallend,  ....--    Ji^  <  »s 

5)  ocP  bildet  jedenfalls  Abst  der  Mittelecke,  so  dass 
die  CK.  den  kürzeren  Polk.  parallel  sind;  Fig. 325b. 

6)  ocPoo  bildet  Abst.  der  Mittelkanten;  ilg.  326. 

7)  oP  bildet  Abst.  der  Polecke;  Fig. 327. 

f.    264. 

atP 
ComlMnationen  der  Sphenoide  ±  — . 

i)  Mit  ,  und  zwar: 
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A.  mit  +        ■  ;  da  it  =  l,  so  ist  immer  ii'>n,  und 

die   möglichen  CV.  werden  daher  Nr.  3,  7,  8,  9 
und  11;  das  Skalenoßder  bildet  folglich: 

a)  Z^sch.  derMttelkanten,  wenn  -7  =  m;  Fig.  328. 

b)  Zusch.  der  Ecke,  die, Zuschfl.  paarweis  auf  die 
Flächen  ge&etzt,  wenn  -7>«»;  Fig.  333. 

c)  Zusch.  der  Ecke,  die  Zuschfl.  auf  die  Pol-  und 

Mittelkanten  gesetzt,   wenn  ^<f»;    und  zwar 

sind  je  zwei  auf  einer  und  derselben  Fläche  iea 
Sphenoides  gelegene  CK.  mit  einander; 

«)  paroUel,     wenn  5^§?^tö  =  «;  Flg,8«9. 

ß)  convgt.  nach  der  Polk.,    - <  -    Flg.  SSO. 

y)  divgt.  nach  der  Polk.,     - >   -    Flg.  SSI* 

mfVnf 

B.  mit  + — ^ — ;  diese  Gestalt  bildet  jedenfalls  2nscb, 

der  Ecke,   die  Zuschfl.  auf  die  Pol-  und  Mittel- 
kanten  gesetzt,   und  zwar  sind  je  zwei  CK.  auf 
.    einer  und  derselben  Fläche  des  Sphenoides  mk 
einander: 

«)  parallel, wenn  ^^^-Tll^sam; 

zu 

ß)  convgt  nach  der  Polk.     -  -      —  -      <  - 

y)  divgt.  nadi  der  Polk.,      -  -      -  —      >.  - 

2)  Mit  -TT-,  und  zwar: 

A.  mit  +  — ;  die  Flächen  dieser  Gestalt  sind  im- 
mer auf.  die  gleichnamigen  Flächen  aufgesetzt, 
bringen  mit  denselben  horizontale  CK.  hervor, 
und  bilden: 

a)  Zuschärfungen  der  Polk,  wenn«i^<«i;  Fig. 333« 

b)  Abslumpfungen  der  Ecke,  wenn«i'>ffi;  Fig.  334; 
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die  Abfltfi.  machen  mit  den  Polkanten  einen  spitsen 
Winkel 

B.  Mit  «f  -^;  bildet  Jedenfalls  Abst.  der  Ecke,  so 

dass  die  Abstfl.  einen  stampfen  Winkel  mit  den 
Polkanten  machen;  Fig.  335;  die  geneigten  CK. 

werden  den  Mittelkanten  von  -^  parallel,  wenn 

»'=»;  Flg.  336. 

3)  »Too  bildet  jederzeit  Zasch.  der  Ecke,  die  Znschfl. 
auf  die  Pol  -  und  Mittelkanten  gesetzt,  und  zwar 

sind  je  zwei  auf  einer  Fläche  von  —  liegende  CK. 

niit  einander: 

u)  parallel, wenn  si^csSm;  timl*  F!g.8S9. 

f)  conygt  nach  der  Polk.,     -  -     -  <  --    ähid.  Fig. 850. 
y)  dirgt.  nach  der  Polk,       -  -     -*  >  -*    >^1">^  Flg.S51, 

4)  ooPi»'  bildet  Zasch.  der  Ecke,  die  Znschfl.  auf  die 
Mittelkanten  gesetzt,  die  ZuschSrfangskanten  ver- 
tical;Fig.337. 

5)  ooP  bildet  Abst  der  Ecke,  so  dass  jede  Abstfl.  auf 
den  Polkanten  rechtwinklig  ist;  Fig.  338. 

6)  ooPoo  bildet  Abst.  der  Mittelkanten;  Fig.  339. 

7)  oP  bildet  Abst.  der  Polkanten;  Fig.  340. 

|.    265  a. 

Conhinationai  der  tetragonalen  PyraaideB  nPoo. 

zi'P«' 
1)  Blit  ±-^;  da  nssoo,  so  ist  »'<»,    und  die 

^  Hutglichen  CV.  werden  daher  Nr.  1,  5  und  12;  das 
SkalenoMer  bildet  demnach: 
a)  Zosch.    der    abwechselnden    Polkanten ,    wenn 

2^^5^=s»;Fig.341. 


Digitized  by  VaOOQlC 


332  Reine  Kryaialhgraphie. 

b)  Yierfl^  Zosp.  d^r  Polecke,  die  Ztispfl«  paarweis 
aaf  die  gegenüberliegenden  Polkanten,  und  zwar 
oben  und  nuten  widersinnig  aufgesetzt;  wenn 
nt^+i)^^.  Fig.  342. 

c)  Zusch.  der  Mittelecke,  die  zuschärfenden  Flft- 
chenpaare  auf  die  abwechselnden  Polkanten  ab- 

>         wechselnd  widersinnig  an%esetzt ;  wenn  — ^   , 

>«i;Fig.343. 
Im  Falle  c  werden  die  CK.  den  Polk.  von  mPoo  par* 

allel,  wenn      ^    , — ^  =  «i. 

2)  Mit  +  -^ ;  wiederum  sind  1,  5  und  12  die  mögli- 
chen Fftlle,  und  das  SpheiiDid  bildet  daher: 

a)  Abst.  der  abwechselnden  Polkanten,  wenn  fli'=sfM; 
Flg.  344. 

b)  Zusch.  der  Polecke,  die  Zuschfl.  auf  £e  abwech« 
selnden  Polk.  und  zwar  oben  und  unten  wider- 
sinnig aufgesetzt,  wenn  fli'<|«i;  Fig.  345. 

c)  Abst  der  Mittelecke,  die  Abstfl.  auf  die  abwech- 
selnden Polk.  abwechselnd  widersinnig  aufge- 
setzt, wenn  i»'>  Jj»;  Fig.  346. 

§.    265  b. 

Combinationsgleichvngen. 

Zwei  tetragonde  SkalenoSder  bilden  theils  hete^ 
ropolare,  theils  amphipolare  Combinationskanten,  wo- 
bei noch  die  Ambiguität  der  Stellung  beider  Gestal- 
ten berficksichtigt  werden  muss.  Die  C(^  für  hetero- 
polare Combinationskanten  ist  bei  gleicher  Stellung 
der  Gestalten  identisch  mit  der  in  §.  254  euk  1  ste- 
henden CG.  für  zwei  ditetragonale  Pyramiden,  ohne 
weiteren  Unterschied,  weil  die  dritte  Gestalt  noth- 
wendig  gleiche  Stc^Uung  mit  den  beiden  andern  haben 
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mnss.  Befinden  sich  aber  diese  letzteren  in  verwen-  • 
deter  SteHnng,  so  ist  zuvörderst  n'  negativ  zu  neh- 
men, und  für  die  dritte  Gestalt  zu  beachten,  ob  sich 
dieselbe  in  gleicher  Stellung  mit  der  ersten  oder  mit 
der  zweiten  befindet,  in  welchem  letzteren  Falle  auch  y 
td'  negativ  wird.  AJIgemein  können  wir  also  für  die 
heteropolaren  Combinationskanten  zweier  tetragona- 

ler  SkalenoSder  -^—  und  — - —  die  CG. 

(I) . . .  m!'n*(m'n+mn')±m''(m — m^)nH^—n''(n+n')mmfxssO 

anfsteHen,  in  welcher  die  Aeren  Zeichen  für  gleiche, 

die.  uBtervirtur  verwendete  Stellung  beider  Gestalten 

mPü 
gelten ;  hat  die  dritte  Gestalt  gleiche  Stellung  mit  -^9 

ib^  gUt  die  CG.,  wie  sie  hier  steht;  hat  sie  dagegen, 

ui'Pji' 

gleiche  Stellung  mit  — —y  so  ist  n"  negativ  zu  nehmen. 

Für  die  amphipolaren  Combinationskanten  haben 
wir  in  der  CG.  des  §.  254  bei  gleicher  Stellung  von 

— —  und  — ^    m  und  n,    bei  verwendeter  Stellung 

auch  noch  ausserdem  nf  negativ  zu  nehmen,  und  wird 
daher  allgemein  für  die  amphipolaren  Combinations- 
kanten zweier  tetragonaler  Skaleno^der  die  CG. 

(II) . . .  m''n''(m'nTmn')+m''(m+m')Hn'+n''(n±n')mmr==0 
in  welcher  die  oberen  Zeichen  für  gleiche,  die  unte- 
ren Zeichen  für  verwendete  Stellung  gelten. 

Dabei  sind  jedoch  für  die  dritte  Gestalt  nicht  nur 
die  Stellungsverhältnisse  ihrer  selbst,  sondern  auch 
die  relative  Lage  der  die  CK.  abstumpfenden  Fläche 
SU  den  Flächen  der  andern  Gestalten  sorgfaltig  zu  be- 
rücksichtigen,  weil  sich  danach  die  positiven  oder 
negativen  Werthe  von  m^  und  n!'  bestimmen. 
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2)  Pynittidal-heiidMriNhe  OanWaathmeilu 
I.  266. 
Da  der  p jTamidal  -  hemiSdrische  Charakter  der 
tetragonalen  Combinationen  sieb  nur  in  der  Erschei- 
nungsweise der  ditetragonalen  Pjrramiden  offenbaren 
kann,  indem  die  Gestalten  der  Hauptreihe  sowohl  als 
der  Nebenreibe  ihre  holoedrische  Erscheinungsweise 
beibehalten  (§.  212),  so  ist  die  Theorie  dieser  Coon 
binationen  keine  andre,  als  die,  nur  unbedeutend  mo- 
dificirte,  Theorie  deijenigen  holoedrischen  Combina- 
tionen, in  welchen  Gestalten  aus  den  Zwischenreihen 
auftreten.  Denn  in  der  That  lässt  sich  das  Vorbau* 
denseyn  dieser  Art  von  Hemiedrie  weder  bejahen, 
noch  verneinen,  so  lange  Mos  Pyramiden  und  Pris- 
men der  Haupt-  und  Nebenreihe  beobachtet  sind;  und 
so  würden  wir  z.  B.  das  Daseyn  dieser  so  charakte- 
ristischen Hemiedrie  am  Scheelkalke  noch  heute  igno- 
riren,  wenn  nicht  in  neuerer  Zeit  Varietäten  beob- 
achtet worden  wären,  an  welchen  ausser  jenen  Ge^ 
stalten  auch  solche  aus  den  Zwischenreihen  Torkom* 
men.  Das  links  oder  rechts  gewendete,  mit 
einem  Worte,  das  einseitige,  aber  in  Besng  auf 
oben  und  unten  gleichmässig  einseitige  Auf- 
treten der  Flächen  aller  mPn  lässt  eine  solche  Com- 
bination  auf  den  ersten  Anblick  erkennen,  und  man 
darf  nur  die  für  die  holo^rischen  Combinationen 
von  mP  und  siPoo  mit  irgend  einem  siT//  angegebe« 
neu  Regeln  so  modificirt  aussprechen,  dass  man  von 
je  vier  zu  einem  Gliede  der  Pyramide  mlfn^  geh5ri* 
gen  Flächen  die  beiden  links  oder  rechts  gelegenen 
ausschliesst,  um  aus  denselben  Regeln  die  Erschei- 
nungsweise der  pyramidal -hemi€drischen  Combinatio- 
nen abzuleiten. 
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S)  Trapezo^driiolM  €ottMn>tkiPen. 
f.  267. 
Obgleich  die  hemiSdrischen  Combinationen  dieser 
Art  bis  jetzt  in  der  Natur  nicht  nachgewiesen  wor« 
den  sind,  so  ist  es  doch  nicht  unwahrscheinlich,  dass 
sie  dereinst  noch  werden  beobachtet  werden.  Man 
erkennt  solche  Combinationen,  eben  so  leicht  wie 
die  pyramidal -hemi^drischen,  an  dem  einseitigen, 
links  oder  rechts  gewendeten  Auftreten  der  Flächen 
von  mPn;  nur  ist  diese  Einseitigkeit  in  der  oberen 
und  unteren  Hälfte  der  Combination  nicht  gleich- 
massig,  sondern  widersinnig,  oder  in  entgegeogesets- 
ter  Richtung  ausgesprochen.  Die  weitere  Entwick- 
lung dieser  Combinationen  hat  durchaus  keine  Schwie- 
rigkeit. Uebrigens  lässt  sich  erwarten,  dass  diejeni- 
gen Substanzen,  deren  Krystallreihen  dieser  Hemi6- 
drie  unterworfen  sind,  auch  die  Erscheinung  der  cir- 
cnlaren  Polarisation  des  Lichtes  zeigen  norden,  wel- 
che mit  der  gleichnamigen  Tetartofidrie  im  Hexagonal- 
Systeme  gegeben  ist*). 

C.    Berechnung  der  Combinationskanten. 

f.    268. 
Combinatioiitkaiiten  der  holo§dris€hen  Gestalten. 

Allgemein  findet  sich  die  Combinationskante  i7, 
welche  die  Flächen  zweier  ditetragonaler  Pyramiden 
mPn  und  si^Pi»'  hervorbringen,  durch 

Mittels  dieser  Formel  lassen  sich  die  Combina- 
tionskanten je  zweier  holgSdrischer  Gestalten,  finden. 


*)  Vielleicfat  würde  tidi  imtteis  optischer  Vertudie  der  Cha- 
rakter der  Kryttaücdhe  des  Skapolithet  beitunmeo  lasseo. 
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weil  die  Zeichen  mVn  und  »T»'  in  der  That  je  zwei 
dieser  Gestalten  repräsentiren.  Bestimmt  man  nftm- 
lich  die  Werthe  von  coilly  indem  man  statt  mTV 
nacli  der  Reihe  die  Gestalten  «iT,  niToo,  ooP»^,  ooP, 
ooPoo  und  oP' einfuhrt,  und  setzt  man  wiederum  in 
den  so  gefundenen  Ausdrücken  statt  mPn  successir 
die  Gestalten mP,  mVoo^  oolfn^  u  s.w.,  so  erhält  man 
.folgende  tabellarische  Uebersicht  der  Cosinus  der 
Combinationskanten,  in  welcher  natürlich  alle  Wer- 
the  negativ  zu  nehmen  sind: 
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§.    269. 
ComlNnatioiiakanten  der  Skaleno&der. 

Befinden  sich  bei4e  Gestalten  in  gleicher  Stel* 
long»  so  sind  ausser  den,  bereits  im  vorigen  (.  ge- 
fundenen, heteropolaren  Combinationskanten ,  weldie 
je  zwei  analog  liegende  Flächen  bilden^  noch  die 
amphipolaren  CK.  zu  berücksichtigen,  welche  jede 
Fläche  der  einen  Gestalt  mit  einer  Fläche  eines  zur 
entgegengesetzten  Gestalthälfte  gehörigen  Flächenpaa- 
res der  alldem  Gestalt  hetvorbringt.  Nennen  wir 
sie  JF,  so  folgt  allgemein  aus  der  Formel  cos  W  in 
(.22,  indem  man 

statt  a  •  h  i  c  das  Verhältniss    ma  :      n  :  t 

-  .   a':  Ä':  c^   -        .    .    -    —m'^t  —  n':  i 

schreibt,  Kr  je  «wei  SkalenoSder  +=^  und  ±^^ 

Befinden  sich  dtlgegen  beide  Gestalten  in  ver- 
wendeter Stellung,  so  sind  zwei  neue  CK.  zu  berech- 
nen, indem  jed^ober«  Fläche  der  einen  Gestalt  ei- 
nerseits mit  einer  Fläche  eines  oberen,  anderseits  mit 
einer  Fläche  eines  unteren  Flächenpaares  der  zwei* 
ten  Giestalt  zum  Durchschnitte  kömmt.  Bezeichnen 
wir  die  ^rstere,  heteropolare  CK.  mit  J7,,  die  andere, 
amphipolare  CK.  fnit  JT/,  so  findet  sich,  indem  man 
in  der  Formel  cö9  W  li«  a.  O.  für  die  erste  Kante : 

statt  n  :  &  :  c  das  Verhältniss  ma  :      »  :  1 

-  -  n':  Ä':  c'   -        -    -    -      m'ai  —  n'i  i 
und  für  die  zweite  Kante: 

statt  n  \  h  i  c  das  Verhältniss  — ma  :  —  n  :  1 
.  -   a':  *'J  c'   -        .    .    -  m'a.  —  n'iX 

schreibt,  fiir  je  zw^i  Skaleno^der  +?^  und  +??^, 
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co,n/=  -  **^^^(*^^^-**^ 

£8  ist  in  vorkommenden  Fällen  leicht  9  aus  clie* 
8en  Werthen  die  Cosinus  der  Combinationskanten  je 
zweier  Gestalten  einer  sphenoidi^ehen  Combinatiod 
zu  bestimmen^  indem  man  nur  statt  si,  n,  si^  und  n' 
diejenigen  Ableitungsco^fficienten  zu  substUuiren 
brauchtj^  welche  den  combinirten  Gestalten  zukommen. 

D.    Beispide. 

f.    270.  ' 

Conluiiatioo  des  AnatssMu 

Silleiti  hat  uns  unter  andern  Combinationeii  dl$i 
Anatases  auch  die  in  Fig.  347  abgebildete  kennen  ge- 
lehrt. Sie  ist  eiwf  siebenzäUige  holoedrische  Com- 
bination,  deren  Gestalten,  wenn  wir  PzurGrundge- 
stak  wählen,  sich  auf  folgende  Weise  in  unser  Sche- 
tna  ordnen;  es  gehören: 

1)  der  Hauptreihe  di^  Flächen  0^  r,  P  und  or, 

2)  der  Nebenreihe  die  Flächen  v,  /  und  q\ 
Füf  die  Grundgestalt  P  ist  a  =  >^,  daher 

cofZ  =  i^,  fangi^Z  =  #,  und  Z  =  136**  24^ 
Da  Pap:  P,  so  wird: 
e  =  oP, 

ar=obP  (§.  251,  a), 
i  =  Poo  (i  251,  b;  auch  §.255^  3.  a). 
Die  Flächen  ^   bilden  Zuschärfnngen  der  MitteÜ 
flkske  von  P,  Und  zwar  sind  die  CK.  den  Höhenliäien 
der  Flächen  von  P  parallel,  folglidi  ist: 
g  =  2Pco  (f»255i  3^  a) 
Die  Bestimmung  der  Pyramide  r  ist  von  einer 
Messung  abhängig;  misst  man  z.  B.  die  CK.  r:o,  so 
findet  man  153^  27^;  das  Supplemetit  dieses  Winkels, 

22* 
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oder  die  halbe  Mittelkante  der  Pyramide  r  ist  daher 
=3  26®  33^;  vergleicht  man  die  Tangente  dieses  Win- 
kels mit  der  Tangente  der  halben  Mittelkante  von  P, 
so  findet  man,  dass  diese  genau  ömal  so  gross  als 
jene,  weshalb 

r  =  iP 
und    V  =  iPoo 
Dfe  Combination  ist  daher  vollständig  entwickelt, 
nnd  ihr  Zeichenr  wird: 

P.ooP5Poo.Px).iP.iPcx).oP. 

§.    271. 
Oombination  des  Zinnerzes. 

Phillips  giebt  das  Bild  einer  idealen  Combination 
des  Zinnerzes,  aus  welcher  die  in  Fig.  348  darge- 
stellte  neunzählige  Combination  gleichsam  ein  Aus-^ 
BUg  ist.  Wahlen  wir  die  mit  s  bezeichneten  Flächen' 
zur  Grundgestalt,  so  ordnen  sich  die  übrigen  Gestal- 
ten wie  folgt:  es  gehören 

1)  der  Hauptreihe,  #,  i  und  g-, 

2)  der  Nebenreihe,  P,  o  und  », 

3)  Zwischenreihen,  e,  z  und  r. 

Für  die  Grundgestalt  ist  a  =sr  |/T,  daher 
coiX  =  -  ii,  und  JT  =  121°  35' 
coiZ  =      Vr,  nnd  Z=    87**  16r 
Da  nun  «  =  P,  so  bestimmen  sich  sogleich: 
g  ==  ooP 

P=Ä  Poo  (§.256,  3,  a). 
n  =  ooPoo 
Was  nun  femer  zuerst   die   ditetragonale  Pyra- 
miie  z  betrifft,    so  folgt  aus  ihren  parallelen  CK. 
zwischen  Fund  gj    dass   sie  die  CK.   dieser   beiden 
Gestalten  abstumpft,  oder  dass  für  sie 

m  =  jj^  (§.  256,  5,  CG ) 
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PhilUps^  giebt  ihre  beiden  Polkanteti: 

Y  =  169^    5' 
daraus  folgt:    .  ' 

»  =  4  (§.  232,  3.) 
also:  M  =  3 

und        zs=3P4*) 
Die  Gestalten  %  und  r  bilden  horisontale  CK , 
folglich  ist:  ' 

r  ==  ooP* 
Leichter  gelangt  man  zur  Bestimmnng  Ton  r,  tnrenn 
man  sie  von  r  abhängig  macht;  in  dem  £#ide  misst 
man  die  CK.  s» :  r  =  146''  19^  und  snbtrahirt  davon  90^, 
so  ist  der  Rest  66"*  19^  =  ^Jl  in  ocPn,  die  zngehS- 
jige  Tangente  =;?  4,  und  daher  r  =  00P4,  o«  s.  w.. 

Durch  z  werden  die  Pyramiden  t  und  o  unmittel-  , 
bar  bestimmt,  nämlich: 

f  =  4?  (§.264,  2,  a) 
o  =  5Poo  (§.254,  3,  ä) 
Die  einzige  noch  zu  bestimmende  Gestalt  ist  da- 
her die  Pyramide  e\  aus  ihren  Vechältnissen  zur 
Grundgestalt  folgt,  dass  sie  eine  Pn;  die  fernere  Be- 
stimmung ist  jedoch  von  einer  Messung  abhängig. 
PhiUips  giebt  die  CK.  P:e  =«  169^  30";  nach  Abzug 
yon  90"^  bleibt  79''  30'  for  ^X'  oder  die  halbe  nor^ 
male  Polkante  von  t\  da  nun  die  halbe  Polkante  der 
Grundgestalt  «=  60''  46%  so  folgt: 

und        e  =  P3 
Die  Combination  ist  also  vollständig  entwickelt, 
und  ihr  Zeichen: 

ooP.ooPf  ooPoo.3Pi.P.Pöo.5P30.|P.P3. 


*)  Man  findet  auch  ans   Y  aUein  nach    |.  298  den  Werth 
2si  —  1  SS  5,  luid  daher  si  =:  S. 
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%     Vi. 

i  CombinataoD  des  IdokraMf. 

Die  nach  Mpha  in  Fig.  350  dargestellte  Combina» 
tion  des  Idokrases  ist  eine  I4zälilige,  holoedrische, 
deren  Gestalten  sich  für  c  als  Grundgestalt  ordnen, 
wie  folgt:  es  gehören: 
1)  der  Hanptreihe,  P,  e,  i,  r  und  d\ 
S)  der  Nebenreihe,  d  und  M\ 
3}  Zwischenreihen  3  o,  z,  #,  or,  e,  f  und  k. 
für  die  Gmndgestalt  wird  a  s=  |^-| ,  daher 
c#f  JC  a=  —  ^,  und  Jt  =  129^  31" 
eotZ  ^       ^,  und  ^  rs    74^  1(H' 
4»  der  tlorisontalität  der  CK.  folgt,  dass  einer- 
seits die  Gesäten  a  und  t,  anderseits  die  Gestalten 
e,  z  und  y  in  eine  und  dieselbe  horizontale,  und  aus 
4em  ParalleUsmus  der  CK.  von  r,  e  und  ir,  dass  diese 
drei  Gestalten  in  eine  und  dieselbe  vertieale  Reihe 
des  Schemas  gelioren. 

Aus  ihren  Verhältnissen  sv  Crnmdg^stalt  bestim* 
men  sich  sogleich: 

\P=oP 

Jti  =  ooPoo 
o  s=  Poo  (§.255,. 3,  a.) 
Ein«  app^ximative  Messung  giebt  die 
CK.  b  :d^  146f ^ 
CK.  M:f=c  153^*^ 
sieht  man  fon  beiden  CK.  9,^  ab,  so  ist: 
lialbe  Mittelkante  von  ft  ss  56^** 
halbe  Seitenkante  von  /  =  63i^ 
*die  Vergleichung  der  Tangente  des  ersteren  Winkeb 
mit  der  Tangente  des  gleichnamigen  Winkels  von  P 
giebt: 

«  =  2P 
and  die  Tangente  des  letz^ren  Winkds  uimitielbar: 
1  /=ooP2 
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folglieh  müssen  auch  z  und  e  von  der  Form  «iP2  seyn. 
Nun  sind  die  drei  ditetragonalen  Pyrailiiden  ,z,  9  und  x 
▼on  der  Form 

mJfm  (§.255,  6,  CG.) 
und  die  Pyramide  e  wegen  ihrer  Verhältniste  xu  2P 
und  ooPoo  von  der  Form  SmPi»,  folglich 
%  =  2P2 
«  =  4P2 
Da  aber  ;tr^  e  und  i-  in  ein^  9nd  dieselbe  yerti- 
cale  Reihe  des  Schemas  geboren,   so  haben  sie  die 
erste  Ableitungsxahl  gemein,  fialglich  ist 
4?  =  4P4 
r  =  4P 
Weil  ferner  die  CK.  der  ditetr.  Pyramide  a  mit  P 
den  Höhenlinien  der  Flächen   deip  letzteren   Gestalt 
parallel  laufen,  so  ist  für  a 

si(ii  +  l)  =  2ii(S.25ö,  1,  a.) 
and  weil  a  zugleich  die  CK.  zwischen  2P2  uiid  ooP 
abstumpft,  so  ist  auch 

«(n— l)=3ii  C§.254,  3,  CG.) 
folglich  wird 

a  =  4P3 
und  daher  auch 

t  =  3P3 

Die  Bestimmung  des  ditetragonalen  Prismas-  h 
endlich  ist  von  einer  Messung  abhängig;  misst  man 
K.  B.  die  CK.  JbT  i  hy  so  findet  man  lei""  34%  und,  , 
nach  Abzug  von  90**,  für  die  halbe  normale  Seiten- 
kante des  Prismas  IV  34^  |  de^en  Tangente  =  3, 
l^eshalb 

h^  ooP3 

Somit  ist  die  Combination  vollständig  entwickelt, 
und  ihr  Zeichen: 

aoPoo.P.oP.ooP.2P.4P.2P2.4P2Joo.4P3.ooP3.<»P2.3P3. 
4P4. 
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§.    273. 
Combinatioii  des  Zkkonts. 

Diese  in  Fig.  349  dargestellte  Combination  ist 
eine  achtzählige»  holoedrische,  deren  Gestalten  sich 
für  P  als  Grandgestalt  ordnen,  wie  folgt:  es  gehören: 

1)  der  Hanptreihe,  P,  ti  and  /; 

2)  der  Nebenreihe,  t  and  #; 

3)  Zwischenreihen,  or,  y  and  z. 

Für  die  Grandgestalt  P  is^  sehr  nahe  a  =  |^ 
daher : 

co*Jf  =  — 1^,  nnd  Jr=123^  22" 
.    co$Z=      ^,  and  Z=  84^  16^' 
Aas  ihren  Verhältnissen  i^a  P  bestimmen  sich  un- 
mittelbar: 

/  =  CX)P 

$  =  ooPoo 

/  =  Poo  (f.255,  3,  a.) 

Zar  Bestimmang  von  u  wird  eine  Messang  erfor- 
dert; misst  man  z.  B.  die  CK.  u  :  /,  so  findet  man 
tb^f"  46^  daraas  die  halbe  Mittelkante  Ton  «  =  69'' 
46",  and  daher 

•i  =  3P 

Die  drei  ditetragonalen  Pyramiden  x^  y  and  z 
sind  wegen  ihrer  Verhältnisse  za  P  and  oöPoo  Ton 
der  Form  mPm  (f.  255,  6,  CG.).  Nan  erscheint  an 
der  Pyramide  x  die  Pyramide  3P  mit  CK.,  welche 
den  normalen  Polkfin^en  von  x  parallel  sind,  fol^ch 
gilt  für  a; 

«I  =  3  (i  254,  2,  a.) 

An  der  Pyramide  z  -erscheinen  die  Flächen  der- 
selben Pyramide  3P  als  Abstfl.  ihrer  diagonalen  Pol- 
kanten ,  folglich  wird  für  z 

oder       i|i  =  5 
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Die  Besdimnniig  der  Pyramide  y  ist  von  einer 
Messung  abliängig ;  misst  man  z.  B.  die  CK.  y\i^  so 
findet  man  ISö""  T\  nach  Absng  von  9Qf  bleibt 

4T  =  66°  r\ 
in  der  Gnmdgestalt  aber  ist 

\T  =  90^  —  iJr  =  28*^  19' 
und  daher,  weil  'm  =  ta»g\T  cothT  (§.  233) 

Die  Combination  ist  also  vollständig  entwickelt, 
and  ihr  Zeichen: 

(»Poo.P.3P.Poo.ooP.3P3.4P4,5P5. 

§.  274. 
C«mbinatioiien  des  tetra^naltti  Kapferkieses. 
Flg.  352  stellt  eine  vierzählige,  sphenoidische 
Combination  des  tetragonalen  Kupferkieses  vor,  de- 
ren Entwicklung  sehr  leicht  ist«  Wählen  wir  das  vor- 
herrschende Sphenoid  p  zur  Grundgestalt,  so  folgt, 
dass  auch  jp^  und  m  in  die  Hauptreihe ,  c  dagegen  in 
die  Nebenreibe  gehören.    Aus  Haidinger's  Messungen 

ergibt  sich  a  =  |^  =  f/o,9706,  daher  in  | 

coiX  =  -^,  und  jr  =  7r  20' 
cosZ  =  ^,  und  Z  =  7(r  7'  (§.239) 
Da  die  Flächen  m  vertical,  so  sind  sie  die  eines 

p 
Prismas,  welches,  weil  es  mit  -^  noch  horizontale  CK. 

hervorbringt,  ooP  seyn  muss.  Die  tetragonale  Pyra- 
mide der  Nebenreihe  erscheint  an  der  Grundgestalt 
so,  dass  je  zwei  auf  einer  Fläche  der  letzteren  gele- 
gene CK.  parallel  sind;  folglich  ist 
e  =  2Pc>o  (§.  264,  3,  a.) 
Die  Flächen  p'  gehören  einem  in  verwendeter 
Stellung  befindlichen  Sphenoide,  und  stumpfen  die  ab- 
wechselnden Polkanten  von  2Poo  ab;  folglich  wird 

p'  =  _|  (§.265,  2,  a) 
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Die  Combination  ist  daher  voIlstSndig  entwickele, 

P  P 

und   ihr   Zeichen  :  — .ooP.2Poo. -j    oder,    in    der 

Schreibart  der    secundären  Bezeichnung  des  $.  215, 
S.ooSJ2P<x).  — S. 

f.    275. 
Fortsetzung.  ' 

Für  di?  in  Fig.  351  dargestellte,  fSnfzählige,  sphe- 
noidische  Combination  des  tetragonalen  Kupferideses 
erkennt  man  sogleich  das  vorherrschende  Sphenoid  p 
als  identisch  mit  dem  gleichbezeichneten  der  yorigen 

p 
Combination;    es  ist  also  ^.   Da  nun  die  tetragonale 

Pyramide  c  an  diesem  Sphenoide  so  erscheint,  dass 
je  zwei  auf  einer  Flftche  desselben  gelegene  CK.  par- 
allel sind,  so  ist  es  wiederum  2Poo;  auch  folgt,  wie 

p 
im  Torigen  §.,  dass  p'  zss  —  ->.     Bei  der  Kleinheit 

.  der  Flächen  m  könnte  man  über  ihre  verticale  Lage 

imgewiss  bleiben,   und   in  ihnen  die  Flftchen  eines 

sehr  spitzen  Sphenoides  vermuthen;    allein  der  Um- 

p 
stand,  dass  2Poo  zwischen  ihnen  und  ^  mit  paraller 

len  CK.  erscheint,  beweist  sogleich,  dass 

M  as  (X)P 

Das  von  Phillips  beobachtete  Skaleno&ler  k  ge^ 
p 
l^&rt  zu  dem  Spheimide  ^,  nnd  wurde  also  nach  der  se- 

cundfiren  Bezeichnung  als  ein  S"  zu  bezeichnen  seyn. 
Da  nun  die  Mittelkanten  des  Sphenoides  s=  7(f  T, 
die  Mittelkanten  des  SkalenoSderS  aber  nach  Phillips 
==  HO""  2%  so  findet  sich 

fai»y740  31- 
*  -  tang35^  V  =  ^'"      - 
wofür  man  um  so  sicherer  5  s^zen  kann,  da  Phillips 
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die  Mittelkanten  des  Sphenoides  su  7V  W  angiebt. 

Das  secQDdäre  Zeichen  des  Skalenoäders  wird  also 

5P5 
aS?,  und  folglich  sein  primitives  Zeichen  -^;  das  Zei- 

P     P5P5 

chen  der  ganzen  Combination  aber:   -. — -.-^.iPoo, 

ooP^  dder  auph:  &— S.S*.2Poo.ooS. 

§.    276. 
Fortsetzung. 

Die  nach  Haidinger  in  flg.  353  dargesteOte  Com- 
bination ist  eine  zelmzählige,  sphenoidische  Combi- 
nation d^s  tetragonalen  Kupferkieses ,  deren  Gestal- 
ten,  wenn  wir  das  vorherrschende  Sphenoid  p  als 
Omndgestalt  betrachten ,  si^h  ordnen,  wie  folgt:  es 
geh&ren 

der  HanptiTeihe,  th  d^  e,  p^  p\ 

der  Mebenreihe,  gj  ij  ^  Cj 

einer  Zwischenreihe,  /l 

Zuvörderst  ist  klar,  dass  die  horizontalen  Flächen 
a  S3B  oP;  femer  bestimmen  sich: 

c=      2P<X)  (§.264,  3,  a.) 

1»'  =  -Y(§.265,2,a.) 

b=  Poo  (§.255,  3,  a.) 
Die  Bestimmung  von  h  fordert  eine  Messung; 
misst  man  s.  B.  die  CK.  &:A,  so  findet  man  168''40'; 
nach  Sabtraction  der  halben  Mittelkante  von  Poo, 
welche  =  44^  35^  bleibt  das  Supplement  der  halben 
Mittelkante  von  h  =  124''  5%  folglich  diese  selbst 
=  55**  55%  deren  Tajigente  genau  =  itang^''  35' J 
also  wird 

h  =  4P» 

Eben  so  beistimmt  man  mittels  einer  Mespung  der 
CK.  gib 

g  =  iPoo 
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doch '  wird  diese  BestinmuiQg*  Haabhängig  von  jeder 
Messung,  sobald  man  darauf  Acht  hat,  dass  die  Flä- 

P 

chen  von  -^  mit^  parallelen  CK.  zwischen  je  einer  obe- 
ren Fläche  von^  und  einer  unteren  Fläche  von  c  er- 
scheinen; setzt  man  die  Ableitungszahlen  dieser  Flä- 
chen ^n  die  allgemeine  CG.,  so  findet  sich  g  =  -^Pöo, 
wie  vorher. 

Da  nun  die  Flächen  des  Sphenoide&  e  die  ab- 
wechs€;^nden  Polkanten  von  ^Poc  abstumpfen,  so  ist: 

^  =  -^(§.265,  2,  a.) 

Die  Bestimmung  des  Sphenoides  d  ist  von  einer 
Messung  abhängig;  misst  man  die  CK,  dia,  so  fin^ 
det  sich  160''  4d^ ;  ihr  Supplement  ist  die  halbe  Mit- 
telkante der  Mnttergestalt  von  d,  und  54*  ÜHf  die 
halbe  Mittelkante  der  holoädrischen  Gmndgestalt; 
daraus  folgt: 

Endlich  erfordert  auch  die  Bestimmung  des  Ska- 

lenoäders/  =: —  eine  Messung,   da  man  aus 

seinen  Verhältnissen  zu  ^Voo  weiss,  dass 

Nun  ist  die  Nei^ng  von  /" :  y  über  «,  oder  die 
stumpfere  Polkante  Y  dieses  SkalenoSders  nach  Hai-  . 
dinger  =  155»  35',    der  Wink«!  rf'  aber  (5.  232)  in 
mPn  =  dem  halben  Mitteikantenwinkel  von  7P,  also 
d'  =  24°  55';  weil  nun 

cosiZ  =  eosi'tin^Y 
so  wird  in  mfniZ  =  27°  34', 
,        eosi^Y 

daher  ^  =  62°  50',  und 

»  =  r«ny{d  +  45*)  =  3,11 
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wofür  man  auf  jeden  Fall  3  setzen  mass ;  die  ditetra- 
gonale  Pyramide  ist  daher  iP3,  and  das  Skalenoßder 

/  —  —  -5-  —  —  v» 
seine  Polkanten  werden  rückwärts  berechnet  156^  13' 
und  lar  22'. 

'  Die  Combination  ist  nnn  vollständig  entwickelt, 
und  ihr  secnndäres  Zeichen:  S.— SJ2Pöo.|P<x>.Poc^ 
iPoo.— iS.— ^S*.— iS.oS. 

§.    277. 
CombinationoD  dea  Scheelkalkes. 
Die  in  Fig.  354  dargestellte  Combination  des  Scheel- 
kalkes giebt  sich  sogleich  durch  die,  einseitig Jlinks 
oder  rechts    gewendete  Lage    gewisser  Flächen   als 
eine  pyramidal -hemi§drische  Combination  zu  erken- 
nen.    Setzen  wir  die  mit  />  bezeichnete  Gestalt  s=  P, 
so  wrird  n  eine  Pyramide  der  Nebenreihe,   während- 
sich  g   und  a   als  pyramidal -hemiSdrische   Gestalten 
der  Zwischenreihen  bestimmen,  von  welchen  bei  der 
wiUkürlich   gewählten   aufrechten  Stellung  jene   als 

/  mP»     1.         ,     r  «P»         ,    .  ^ 
diese  als  -t-tt-  erscheint. 


r    2    '  /    2 

Fär  die  Grundgestalt  ist  nach  Levy  a^^s|^,  da- 
her X  =  108^  12',  Z  =  112°  2'.  Da  nun  die  CK. 
zwischen  n  und  P  den  Höhenlinien  der  Flächen  der 
letzteren  Gestalt  parallel  laufen,  so  wird 

n  =  2Poo  (§.  250,  3,  a:) 
und  da   4ie  Flächen  von  g  die  CK.  zwischen  P  und 
2P00  abstumpfen,  so  gilt  für  g  die  Gleichung 
«  +  «»  _  2ji  =  0  (§.  255,  3,  CG.) 

Die  weitere  Bestimmung  ist  jedoch  von  einer 
Messung  abhängig;  misst  man  z.  B.  die  CK.  g**n^  so 
findet  man  sehr  nahe  163°;  das  Supplement  dieses 
Winkels,  zu  der  halben  Polkante  von  2Poo  (=50°  200 
addirt,  giebt  die  halbe  diagonale  Polkante  der  dite- 
tragonalen  Pyramide  g 

iF=  67°20' 
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Setzt  man  nun  in  der  Fonnel  {ur  tai^\Y  des 
§.227  «tatt«!  seinen  Werth  —7-7»  «o  folgt: 

oder    ?^=nfiiiv4F|/fI  =  1,986 

wofür  man  2  zu  setzen  haf;  daher  wird 
,  M  ^s=  3  und  si  =  f 
Zur  Bestimmung  der  zweiten  tetragonalen  Pyra- 
mide Ton  abnormer  Flächenstelhmg  dient  zuvörderst 
der  Parallelismns  der  CK.  zwischen  den  drei  Flächen 
gy  n  und  a\  setzt  man  näpilich  die  diesen  drei  Flfi- 
chen  entsprechenden  Parameter  in  die  allgemeine  C6. 
des  f.  68,  so  folgte  für  a  =  siPn  die  Bedingungsglei- 
chung ^ 

M         ,  2n 

«  == n  oder  m  = r ;    . 

si  —  2  n  —  1 

ihre  vollständige  Bestimmung  ist  jedoch  gleichfalls 
von  einer  Messung  abhängig;  misst  man  z.  B.  die  CK. 
a%  Py  so  findet  man  151''  33^,  und  subtrahirt  man 
hierauf  das  Supplement  dieiäes  Winkels  von  der  hal- 
ben Polk«te  der  Pyramide  2Pcx),  so  erhält  man  21''  53^ 
als  den  Winkel  ^X  in  §.  238,  für  welchen,  wenii  man 
statt  n  seinen  obigen  Werth  einfuhrt 

iang^X  =  j^V^ 
wird;  daraus  folgt: 

«I  —  1  =  coHXV^  —  S 
und  daher 

«  =  4P2 
Dasselbe  Resultat  erhält  man  auch  durch  Mes^ 
sung  der  Mittelkante  ton  ^,  welche  ibb"^  56^  beträgt 
Die  Oombinatioh  ist  also  vollständig  entwickelt,  und 

ihr  Zeichen:  p.2P<».^i??.^^. 

r   2    /    2 


Digitized  by  VjOOQIC 


Systemlehr^.  tetragonakystem.  Cap.IF.    351 

f    278* 
Fort8«is«ng. 

Lery  hat  afi  einer  Varietät  des  Schlackenwalder 
Seheelkalkes  die  Combinat^on  Fig.  355  beobachtet;  da 
wir  es  also  mit  derselben  Species  zu  thnn  haben  wie 
im  vorigen  §.,  so  müssen  wir  zuvörderst  nachsehen,, 
ob  die  daselbst  angenommene  Grundgestalt  auch  hier 
zu  finden  ist.  Eine  Messung  der  Mittelkante  p  :  p 
überzeugt  uns  sogleich  von  der  Identität  dieser  Py- 
ramide mit  der  Pyramide  p  in  Fig.  354;  folglich  gut 
sie  uns  als  die  Grundgestalt  unsrer  Combination.  Aus 
der  symmetrischen  Lage  der  Flächen  c  zu  je  zwei 
Flächen  b  folgt,  dass  e,  und  aus  den  horizontalen 
CK.  zvrischen  e  und  n,  dass  auch  n  eine  Pyramide 
der  Nebenreibe  sey;  Mrogegen  die  einseitige  Ausbil- 
dung der  Flächen  a  sogleich  lehrt,  dass  sie  einer  te- 
tragonalen  Pyramide  der  dritten  Art  angehöre]^  müs- 
sen. Da  nun  die  CK.  von  n  und  P  den  Höhenlinien 
der  Flächen  von  P  parallel  sind,  so  folgt  wieder 
»  =  2Poc>  (i  255.) 

Nun  erscheint  aber  n  ganz  auf'dieselbe  Art  zwi- 
schen p  und  a  wie  in  Fig.  354;  ^auch  ist  die  Lage* 
der  CK.  zwischen  a  und  p  ganz  übereinstimmend  mit 
der  gleichnamigen  CK.  in  der  erwähnten  Figur;  dies« 
und  nothigenCalLi  eine  Messung  uberzeiigt  umi,  dasz 
«  =  4P2 

Die  B^timmung  der  Pyramide  b  erfordert  eine 
Messung;  misst  man  z.  B.  die  Neigung  einer  oberen 
zu  einer  unteren  Fläche,  so  findet  man  73^  6^;  da 
nun  die  Tangente  der  Hälfte  dieses  Winkels  genau 
halb  so  gross,  als  die  Tangente  der  halben  Mittel« 
kante  von  P,  so  wird 

i  =  |P 

Dagegen  ist  nun  die  Pyramide  e  aus  dem  Paral- 
lelismas  der  CK.  der  Flächen  c,  b  und  »,  oder  dar- 
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wi%  zu  bestimmen,  dass  h  die  CK.  zwischen  einem 

linken  c  und  rechten  h  abstumpft;  setzt  man  nämlich 

in  die  allgemeine  CG.  deS  §.  68  die  je  dreien  dieser 

Flächen  entsprechenden  Parameter,  so  erhält  man    . 

e  =  4P00 

in  vollkommener  Cebereinstimmong  mit  den  von  Lev; 

angegebenen  Messungen. 

Die  Combination  ist  daher  vollständig  entwickelt, 

r  4P2 
und  ihr  Zeichen:  iP.P.2Poo.4Poo.y ^If. 


Pritter  Abschnitt 
Vom  H'ew agonaltyiteme. 


Erstes,  Capitet 

Von  den  Axen  und  einzelen,  Gestalten  des 

Hexagonalsystemes.  ' 

f.    279. 

.   Gnmddiaraktflr,  Zwischenaxeo,  Hauptsdmitte. 

Das  Hexagonali^ystem*)  ist  nach  §.43  der  Inbe- 
griff aller  möglichen  Gestalten,  deren  geometrischer 
Gmndcharakter  durch  vier  Axen  ausgesprochen  ist, 
von  welchen  sieh  drei  gleiche  in  einer  Ebene  unter 
60°  schneiden,  während  die  vierte  auf  ihnen  recht- 
winVlig  ist  Der  von  Breithaupt  vorgeschlagene  Name 
bezieht  sich  auch  hier  auf  die  Mittelquerschnitte  al- 
ler zu  dem  Systeme  gehörigen  <|estalten,  indem  sel- 
bige entweder  reguläre  Hexagone,   oder  doch  solche 


*)  Rhombo^risches  System  nach  Mohs,  sechsgliedriges  S.  nach 
WeiM,  monotriaetruches  S.  nach  Hausmann. 
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Figaren  sind,  in  oder  am  welche  dergleichen  beschrie* 
ben  Würden  können.   * 

Ausser  der  Hauptaxe  und  deo  drei  Neben- 
axen  sind  in  diesem  Systeme  noch  drei  Zwischen* 
axen  za  berücksichtigen,  welche  in  der  Ebene  der 
Basis  mitten  zwischen  je  zwei  Nebenaxen  hinlaufen, 
und  daher  unter  30°  gegen  selbige  geneigt  sind.  Die 
Ebenen  durch  die  Hauptaxe  und  je  eine  der  Neben- 
axen (oder  die  Coordinatebenen  des  Systemes)  nen- 
nen wir  auch  hier,  wie  im  tetragonalen  Systeme,  die 
normalen,  die  Ebenen  durch  die  Hauptaxe  und  je 
eine  der  Zwischenaxen  die  diagonalen  Haupt- 
schnitte. 

Als  geometrische  Grundgestalt  kann  in  diesem 
Systeme  jede  Gestalt  gelten,  deren  Parameter  das 
endliche  Veshältni^s  1  :  1  :  a  haben.  Wiewohl  es 
nun  unendlich  viele  dergleichen  Verhältnisse  j^eben 
kann,  so  sind  doch  für  jedes  derselben  nur  12  Fla- 
chen möglich,  welche  sich  gegenseitige  zu  gleichschenk- 
ligen Dreiecken  begränzen,  und  zusammen  eine  Py- 
ranäide  von  hexagonaler  Basis  darstellen. 

$.    280.     , 

Subsidiariflches  dreiEähliges  Axensystem. 

Der  so  eigenthümliche  Charakter  dieses  Syste** 
mes,  krafi^  dessen  seine  sämmtlichen  Gestalten  um 
eine,  die  Symmetrie  beherrschende  Hauptaxe  sechs- 
jliedrig ,  oder  auch  drei  -  und  dreigliedrig  ausgebil- 
det sind,  macht  die  Annahme  eines  vierzäfaligen  Axen- 
sy Sternes  durchaus  nothwendig,  sobald  es  sich  um  die 
naturgemässe  Auffassung  und  richtige  Darstellung  der 
einzelen  Gestalten  sowohl,  als  auch  des  z^wischen  ih- 
nen Jl>e8tehenden  geometrischen  Zusammenhanges  han- 
delt. Die  Lehre  von  den  einfachen  Gestalten,  von 
der  Ableitung  und  Bezeichnung  muss  daher  jedenfalls 
auf    ein  dergleichen  Axensystem  gegründet    werden, 

I.         '  ^3  ■ 
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weil  für  sie  kein  Gmnd  vorhanden  ist,  die  so  angen- 
scheinlich  hervortretenden  Symmetrieverhältnisse  zu 
vernachlässigen!  nnd  gleichsam  der  Natur  zum  Trotz 
irgend  ein  anderes,  in  der  Erscheinungsweise  derCre- 
stalten  nicht  indicirtes  Axensystem  einzufuhren.  In 
der  Lehre  von  der  Berechnung  der  Gestalten  verhält 
es  sich  dagegen  anders.  Zwar  werden  ih^e  Resultate 
go  dargestellt  werden  müssen,  dass  sie  kiit  der  Ab- 
leitung und  Bezeichnung  im  Einklänge  sind,  und  folg- 
lich ein  vierzähliges  Axensystem  voraussetzen;  allein 
die  Bechnungsoperationen  selbst  können,  bei  dem  Ge- 
brauche der  analytisch -geometrischen  Methode,  mit 
jener  Voraussetzung  nicht  bestehen,  weil  die  vierte 
Axe  ein  filr  den  Calcül  ganz  unbrauchbares  Element 
ist,  vor  dessen  Elimination  an  die  Anwendung  jener 
Methode  nicht  wohl  gedacht  werden  kann. '  Die  Cal- 
eüle  selbst  müssen  daher  au(^h  im  Gebiete  dieses  Sy- 
Sternes  auf  ein  subsidiarisch  gewäliltes  dreizähliges 
Axensystem  gegründet  werden,  wenn  sich  gleich  die 
Grössen,  mit  denen  man  reclinet,  und  die  erhaltenen 
Resultate,  als  Functionen  dieser  Grössen,  auf  das  ur- 
sprünglich gegebene  vierzählige  Axensystem  beziehen. 

'    f.    281.  • 
RepriUentatiTe  und  calculatiTe  Gletdrangen  der  Flächen. 

Da  sich,  wie  bereits  erwähnt  worden,  die  kry- 
Stallographische  Bezeichnung  auf  ein  vierzähliges 
Axensystem  beziehen  wird,  die  Gleichungen  der  ver- 
schiedenen Flächen  einer  jeden  Gestalt  aber  unmittel- 
bar aus  ihrem  krystallographischen  Zeichen  ableiten 
lassen  müssen,  so  wenden  wir  auch  zunächst  auf  sol- 
che Gleichungen  gelangen,  welche  zdmTheil  von  der 
vierten  Axe  abhängig  «ind.  Wir  wollen  diese,  un- 
mittelbar aus  dem  krystallographischen  Zeichen  fol- 
genden, Gleichungen,  weil  sie  die  Lage  der  Flächen 
in  Bezug  auf  das  anschaulich  gegebene  Axensystem 


Digitized  by  VjOOQIC 


Systemlehre.  Hexagonalsystem.Cap.L    555 

darstellen,  die  repräsentativen  Gleichungen  nen- 
nen« Ihre  Auffindung  geschieht  sehr  leicht  in  folgen- 
der Art. 

*  Man  bezeichne  die  Hauptaxe  alsAxe  der  ^,  die 
drei  Nebenaxen  als  Axen  der  y^  z  nnd  «,  und  all- 
gemein die  in  diese  Axen  fallenden  Parameter  irgend 
gegebener  Flächen  mit  m,  n,  r  und  #.  Für  jeden  Sex« 
ttoten  der  Basis  heisse  jeder  unmittelbar  anliegende 
ein  Nebensex tant^  jeder  nächtsfolgende  ein  N a c h- 
barsextant,  und  der  gegenüberliegende  der  Ge«* 
gensext  an  t.  Was  es  hiernach  bedeute/ wenn  man 
Ton  zwei  Flächen  sagt,  sie  liegen  in  Neben-,  Nach- 
bar- oder  Gegensextanten,  ist  von  selbst  einleuch- 
tend« Geht  man  nun  von  irgend  einem  Sextanten 
aus,  und  bezeichnet  die  ihm  zukommenden  halben 
Nebenaxen  als  die  Halbaxen  der  +  9  vnd  +  Zj  ho 
fallen  in  seine  Nebensextanten: 

die  Halbaxen  der  -f-  z  und  +  ^ 
---•       -+y-~» 
in  seine  Nachbarsextanten: 

die  Kalbaxen  der  +  u  und  —  y 
•      -...    —  tf-     —  z 
und  endlich  in  seine  Gegensextanten: 
die  Halbaxen  der  —  y  und  —  z. 
Ißt  nuh  eine  Fläche  JF  gegeben,   so  kann  man 
stets  ihren  Sextanten  willkürlich  als  den  ersten  be- 
trachten; sie  schneidet  daher  die  Axen  der  y  und  z 
in  ihren  positiven  Hälften,  und  ihre  Gleichung  wird: 

Sind  aber  zwei  Flächen  J^und  F^  gegeben^  so 
kennen  rücksichtlich  ihrer  Iiage  folgende  drei  Fälle 
Statt  finden: 

1)  Beide  Flächen  liegen  in  ein^^m  und  demselben 
Sextanten  oder  auch  in.  Gegensextanten;  setzt 
man  dann  die  Gleichung  der  einen  Fläche  JF"  wie 

23* 
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vorher,  so  werden  die  Gleichange*  der  zweiten 
Fl&che  F": 

.±?  +  ^  +  7-  =  '--(" 

2)  Die  Flächen  liegen  in  Nebensextanten;  dann 
werden,  ffir  dieselbe  Gleichung  Ton  Fy  die  re- 
präsentativen Gleichnngen  der  »weiten  Fläche  i?^: 

±J  +  f  +  f  =  l    ••••(♦) 

oder±^.  +  |>-f  =  !••.. -(5) 

3)  Die  Flächen  liegen  in  Nachbawextanten;  4ann 
werden,  unter  Voratwsetzung  der  obigen  Glei- 
chung von  Ft  die  repräsentativen  Gleichungen 
von  JF^: 

oder  ±— ?  —  -jr  —  'p  ^^  ^ W 

f    282. 
FortsetzuBf« 
Für  den  krystallographischen  Calcül  konunt  es 
nun  daranf  an,  die  letzten  vier  repräsentativen  Glei- 
chnngen  calcnlativ  zn  machen,   d.  h.  die  Coordinate 
u  wegzuschaffen,   and  somit  das  durch  die  Erschei- 
nnngswMse  der  Gestalten  nothwendig  gebotene,  und 
ßr  die  krystallographische  Betrachtung   und  Ablei- 
tung unumgängliche  vi  erzählige  Axensystem   auf 
ein  dreizähliges  zu  reduciren^  inwelcheu\sicbdie 
Axen  der  y  und  z  unter  60*  schneiden ,  während  die 
Axe  der  or  auf  ihnen  rechtwinklig  ist.     Wir  haben 

also  jede  Gleichung,    in  welcher  das  Glied  y  nuf- 
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tritt,  in  eine  andere  in  verwandeln,  |n  welcher  tlatt 

jene»  Glledeb  entweder  -f?  oder  -y  erseheint.    Oiea« 

P  V 

Verwandlung  ist  sehr  leicht,  und  giebt  in  Jedem  Falle 

ßr  j/  den  Werth  7^7,  «»r  /  den  Werth  jt^., 

weshalb  sich  denn  die  vier  letzteren  Gleibhnngen  des 
vorigen  §.  in  folgende  verwandeln: 

Gi(4)..,.i«±5+ö^+  f  =1  ; 

•GU5)....li,±^+      f      +^^*-I 
GL(6)....u,±-,-     J 7^-  =  * 

Wir  wollen  künftig  die  90.  transformirten  Glei- 
chungen der  Flächen  ihre  calculativen  Gleiohiin*r 
gen  nennen. 

i    283. 

Binfacfae  Goitalten  des  Systemei. 

Die  einfachen  Gjestalten  des  Hexagohalsystemes 
entlehi\en  ihren  allgemeinen  Namen  von  der  Figur  ih- 
rer Flächen,  oder  von  gewissen  Verhältnissen  ihrer 
Configuration  überhaupt,  ihren  Zunamen  von  der  Fi- 
gur ihrer  Mittelquerschnitte  oder  der  Beschaffenheit 
ihrer  Polecke.  Im  Allgemeinen  giebt  es  folgende, 
ihrer  Form  nach  wesentlich  ver8<^hiedene  Arten  von 
Gestalten : 

1),  Trigonale  Pyramide^, 

2)  Heicagenale  Pyramiden,   - 

3)  Difaexagonale  Pyramiden, 

4)  Bhomboi^der, 

5)  Hexagbnale  Skalenoi^der, 

6)  Trigonale  TrapesoSder, 

^  7>  Hexagonale  TrapesoMer. 
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Jede  dieser  Arten  enthält  einen  zahllosen  Inbe- 
griff von  Varietäten,  welche  entweder  nnr  durch  ihre 
Dimensionen,  oder  auch  durch  ihre  Flächenstellang 
verschieden  sind.  Ausser  .diesen  geschlossenen  Ge- 
stalten erscheinen  noch  viererlei,  nämlich  trigonale 
und  hexagonale,  ditrigohale  und  dihexagonale  Pris- 
men, s6  >We  das  basische  Flächenpaar,  welche  Jedoch 
nur  als  die  Gränzgestalten  gewisser  Pyramiden  su  be- 
trachten sind,  und  sowohl  deshalb,  als  auch  wegen 
ihr^r  indefiniten  Ausdehnung  nicht  wohl  als  selb- 
ständige Gestalten  aufgeführt  werden  können. 

9.    284. 
Trigonale  Pyramiden. 

Die  trlgonalen  Pyramiden,  Fig.  356,  sind  von  6 
gleichschenkligen  Dreiecken  umschlossene  Gestalten, 
deren  Mittelkanten  in  einer  Ebene  liegen;  sie  ha- 
ben 9  Kanten  und  5  Ecke. 

Die  Kanten  sind  zweierlei:  6  symmetrische  Pol- 
kanten, und  3  regelmässige  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  zweierlei:  2  trigonale 
Polecke,  und  3  rhombische  Mittelecke. 

Die  Querschnitte  sind  gleichseitige  Dreiecke. 

In  den  bis  jetzt  beobachteten  Varietäten  dieser 
Gestalten  verbinden  die  Nebenaxen  die  Eckpuncte 
der  Basis  mit  den  Mittelpuncten  der  gegenüberliegen- 
den Mittelkanten. 

«.    285. 
Hexagonale  Pyramideii. 

St/n,  SechigUedrlge  Doppetpyruiidra,  OihexaUer,  asck  Qoar- 
loide;  Weist.  Gldefcschenküge  tecJuseitige  ^jnaddtm, 
iuMh  DirhomboSder ;  Moks.  Achteckige  DodekmMer  i.  Th. 
Benbardi   BipyramidaldodelcaMer;  Hnuaiaiio. 

Die  hexagonalen  Pyramiden,  Fig.  357  und  358f 
sind  von  12  gleichschenkligen  Dreiecken  umschlos- 
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sene  Gestalten,  deren  Mittelkanten  ini  einer  Ebene 
liegen;  sie  haben  18  Kanten  und  8  Ecke. 

Die  Kanten  sind  sweierlei:  12  symmetrische  Pol- 
kanten, und  6  regelmässige  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  sweierlei:   2  hexago- 
nale  Polecke,  und  6  rhombische  Mittelecke. 
Die  Qaerschnitte  sind  reguläre  Hexagone. 
Von  diesen  Pyramiden  sind,  wie  im  Tetragonal- 
Systeme,    folgende  drei,  durch  ihre  Flächenstellung 
und  die  Grdsse  ihrer  Basen  wesentlich  Terschiedene 
Unterarten  xu  unterscheiden: 
1)  Hexagbnale  Pyramiden  von   normaler 
Flächenstellung,    oder  h.  P.  der   ersten 
Art;   ihre  Flächen  sind  rechtwinklig  auf  den 
diagonalen  Hauptschnitten,   oder  gleich  geneigt 
gegen  Je  zwei  normale  Hauptschnitte  des  Axen- 
systemes. 
jt)  H.  P.  von   diagonaler  Flftchenstellung, 
oder  h.  P.  der  Zweiten  Art;    ihre  Flächen 
sind  rechtwinklig  auf  den  normalen  Hauptschnit- 
ten,   oder  gleich  geneigt  gegen  je  swei  diago- 
nale Hauptschnitte. 
3)  H.  P.    von    abnormer    Flächenstellnng, 
oder  h.  P.  der  dritten  Art;  ihre  Flächen  sind 
weder  auf  den  diagonalen,  noch  auf  den  norma« 
len  Hauptschnitten  rechtwinklig,  und  haben  also 
eine  mittlere  Stellung  zwischen  den  Flächen  der 
beiden  ersten  Arten. 

In  der  ersten  Art  bildet  die  Basis  *ein  Hexagon 
a,.«.a,  Fig.  367,  dessen  Seiten  die  Nebenaxen  un- 
ter 60*  schneiden;  die  Basis  der  zweiten  Art  ist  das 

regelmässig  umschriebene  Hexagon  b b  für  jenes, 

während  die  Basen  der  dritten  Art  c .. .  ,c  unregel- 
mässig umschriebene  Hexagone  darstellen. 


• 
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§.286. 

Dihexagonale  Pyramiden. 

ß§n*  BgdM-ond^SediBtamttct,  aach  PidodefciMcr  oder  6'tti-€- 
Itantige  Doppelpji^raiiiide ;  Weiss.  Un^eickschenkli^  swSlf- 
seittfe  Pyraioide;  Mohs.  Doppelt  ivrClfeeldge  Pyramide; 
Hausmann. 

Die  diliexagonalea  Pyramiden,  Fig.  359  und  360, 
sind  von  24  ungleichseitigen  Dreiecken  umschlossene 
Gestalten,  deren  Mittelkanten  in  einer  Ebene  lie- 
gen; sie  haben  36  Kanten  und  14  Ecke. 

Die  Flächen  gruppiren   sich  in  12  Flächenpaare. 

Die  Kanten  sind  insge^mmt  symmetrisch  und 
dreierlei:  12  kürzere,  stumpfere,  12  längere  schär- 
fere Polkanten,  und  12  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  gleichfalls  dreierlei:  2  dihexago- 
nale  Polecke,  6  rhombische  spitzere,  und  6  derglei- 
chen stumpfere  Mittelecke. 

Die  Nebenaxen  verbinden  die  6  abwechselnden, 
die  Zwischenaxen  die  übrigen  6  Mittelecke. 

Die  Querschnitte  sind  dihexagonal;  die  beiderlei 
Hauptschnitte  Rhomben. 

Diejenigen  Polkanten  und  Mittelecke,  welche  in 
den  normalen  Hauptschnitten  liegen,  nennen  wir  die 
normalett,  die  andern  die  diagonalen  Polkan* 
ten  und  Mittelecke;  in  einigen  PjrrnmideVi  sind 
jene,  in  andern  diese  die  stumpferen. 

-    §.    287. 

Rhomboe4er. 

Syn.  {Uiombotde  der  Franzosen.  Raoteaflaoli;  TonRannier«  Ackt- 
eckif  e  HexaAder  s.  Tfa-  Bemliardi. 

Die  Rhomboeder,  Fig.  362  und  363,  sind  von  6 
Rhomben  umschlossene  Gestalten,  deren  Mittelkanten 
nicht  in  einer  Ebene  liegen,  sondern  im  Zickzack 
abwechselnd  auf-  und  absteigen;  sie  hab^n  12  Kan- 
ten und  8  Ecke. 

Die  Kanten  sind  symmetrisch,    und,   'wiewohl 
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gleiehlang,  doch  nach  Lage  and  Winkelmaass  zweier- 
lei, nSmBcfa  6  PoUcanten,  und  6  mit  ihnen  pfurallele 
Mittellcanten. 

Die  Ecke  sind  gleiehfall«  zweierlei!  2.  trigonale 
Polecke)  und  6  unregelmässig  dreiflächige  Mittelecke. 

Die  Querschnitte  sind  theils  gleichseitige  Drei- 
ecke, theila  gleichwinklige  Sechsecke;  der  Mittel- 
Querschnitt  ein  rf^elmässiges  Hexagon. 

Auch  von  den  Rhouribo^dern  sind  rücksichtlich 
ihrer  Flächenstellung  drei,  wesentlich  verschiedene 
Arten  xu  merken, ^  indem  sie  theils  normale,  theils 
diagonale,  theils  abnorme  Flächehstellung  besitzen; 
die  ersteren  sind  bei  Weitem  die  häufigsten,  die  an- 
dern beiden  Arten  höchst  selten« 

Man  theilt  die  Rhombo^der  in  stumpfe  und 
spitze  Rfaombo^der;  in  jenen  ist  der  Polkantenwin- 
kel >  90**,  in  diesen  <  90*";  wird  dieser  Winkel 
=  90^,  so  werden  die  Flächen  Quadrate,  und  das 
Rhombo§der  ein  Hexaeder,  welches  gleichsam  als 
eine  neutrale  Gestalt  zwischen  den  stumpfen  und 
spitzen  Rhomboädem  mitten  inne  steht,  aber  von 
diesem  Systeme  ausgeschlossen  ist 

f.    288. 

Hexagonale  SkalenoMer. 

ßytL  Drei-OBd-Drencaatner;  Weiag.  Vnglciditekesklfge  teclU' 
seittge  Pyramiden;  Molifl«  Bipyraoioide;  Hmoamaim.  Kalk- 
Pyramiden ;  v.  Raomer. 

Die  hexagonalen  SkalenoSder,  Fig.  364  und  365, 
sind  Ton  12  ungleichseitigen  Dreiecken  umschlossene 
Gestalten,  deren  Mittelkanten  nieht  in. einer  Ebene 
liegen,  sondern  im  Zickzack  abwechselnd  auf-  und 
absteigen ;  sie  haben  18  Kanten  und  8.  Ecke. 

Die  Flächen  gruppiren  sich  sehr  aufiiallend  in 
6  Flächenpaare. 

Die  Kanten  sind  dreierlei:  6  symmetrische,  län- 
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gere 9  stumpfere,  6  dergleichen,  kürsece,  sehftrfere 
Polkanten,  and  6  nnregelmässige  Mitlelkanten. 

Die  Ecke  sind  sweieriei:  2  ditcigonaie  Polecke, 
und  6  anregelmässig  vierflächige  Mittelecke« 

Die  Nebenaxen  verbinden  die  Mittelpnnete  Je 
zweier  gegenüberli^[ender  Mittelkanten;  die  Pole  der 
Zwiscfaenaxen  sind  darch  nichts  bezeichnet. 

Die  Querschnitte  sind  theils  ditrigonal,  theils  an* 
regelmässig  zwdlfseitig;  der  Mittelqnerschnitt  ist  ein 
Dihexagon;  die  normalen  Haupti|chnitte  sii^d  Rhön- 
ben,  die  diagonalen  Haoptschnitte  Rhomboide. 

§.    289. 
TrigoHÜe  TrapeEoider. 
SfitL   DitrigOHle  TraienMar;  Brehkupt. 

Die  trigonalen  TrapesoMer,  Fig.  366,  sind  ?•■ 
6  gleichschenkligen  Trapezoiden  omschlossene  Ge- 
stalten, deren  Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene 
liegen,  sondern  im  Zickzack  abwechselnd  auf*  and 
absteigen;  sie  haben  12  Kanten  und  8  Ecke. 

Die  >  Kanten  sind  anregelmässig  and  dreierlei: 
6  Polkanten,  3  längere,  stnmpfece,  ond  3  kürzere, 
schärfere  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind,  zweierlei:  2  trigonale  Polecke, 
und  6  unregelmässig  dreiflächige  Mittelecke. 

Die  Nebenaxen  verbinden  die  Mittelpuncte  je 
zweier  gegenüberliegender  Mittelkanten ;  die  Pole  der 
Zwischenaxen  sind  durch  nichts  bezeichnet. 

Die  Querschnitte  sind  theils  trigonal,  theils  an- 
regelmässig sechsseitig;  der  Mittelquerschnitt  ein  Di- 
trigon ;  die  normalen  Hauptschnitte  symmetrische  Tra- 
pezoide. 

Von  Jeder  dieser  Gestalten  giebt  es  zwei,  in  Be- 
zug auf  ihre  einzelen  Begränzungselemente  ToUkoBt- 
men  gleiche  und  ähnliche,  allein  rucksichllich  der 
Verknüpfong  und  Lage  derselben  wie  ein  rechtes  and 
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linkes  Ding  desselben  Paares  verschiedene  Ebenbil- 
der (vergl.  $.201). 

§.    290. 
Hexagonale  Trapexo^er. 
Bgm,   Dlh«iafoa«le  Trapenfite;  Brtitkaupt» 

Die  hexagonalen  TrapezoSder,  Fig.  368,  sind  von 
12  gleichschenkligen  Trapezoiden  nmschlossena  Ge- 
stalten,  deren  Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene  lie- 
gen, sondern  im  Zickzack  abwechselnd  anf  -  und  ab- 
steigen; sie  haben  24  Kanten  und  14  Ecke. 

Die  Kanten  sind  nnregelmässig  und  dreierlei:  12 
Polkanten,  6  längere,  stampf ere,  nnd  6  kürzere, 
schärfere  Mittelkanten. 

Die  Ecke  sind  zweierlei:  2  hexagonale  Polecke, 
nnd  12  nnregelmässig  dreiflächige  Mittelecke. 

Die  Nebenaxen  verbinden  je  zwei  gegenfiberlie-^ 
gende  der  6  abwechselnden  Mittelkanten,  die  Zwi- 
schenaxen  die  übrigen  6  Mittelkanten. 

Die  Querschnitte  sind  theils  hexagonal,  theils 
unregelmässig  zwolfseitig;  der  Mittelquerschnitt  ein 
Dihexagon;  die  beiderlei  Hauptschnitte  Rhomben« 

Wir  nennen  die  an  den  Endpuncten  der  Neben- 
axen  gelegenen  Mittelkanten  die  normalen,  die  an*- 
dern  die  diagonalen  Mittelkanten;  in  einigen  Tra* 
(pezoädern  sind  jei]te,  in  andern  diese  die  schärferen« 

Uebrigens  giebt  es  aucb  von  jedem  dieser  Tra- 
)>ezoSder  zwei,  wie  ein  rechtes  und  linkes  Ding  des- 
selben Paares  unterschiedene  Exemplare. 

§.    291. 
Holoedrische  and  hemildrische  Gestalton. 

Eine  Vergleichung  der  Sjmunetrieverhältnisse  die- 
ser Grestalten  mit  den  Symmetrieverhältnissen  des  hexa- 
gonalen Axensystemes  selbst  lehrt  uns,  welche  der- 
selben als  holoädrische,  und  welche  als  hemiädrlsche 
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oder  tetarto^drische  Gestalten  va  betrachten  sind. 
Nächst  der  für  alle  Krystallsy st^pie  gemeinschafitlieh 
gültigen  Bedingung  9  dass  jede « holoSdriische  Gestalt 
eine  parallelflächige  seyn  muss  (§.  47),  ergeben  sich 
nus  der  ursprünglichen  Gleichwerthigkeit  der  drei  Ne- 
benaxen  nach  Grösse  und  Lage  folgende  swei  Krite^ 
rien  der  HololSdrie: 

Es  müssen  alle  holoedrischen  Gestalten 

1)  um  den  Pol  jeder  Nebenaxe  eine  voUkommes 
gleichmässjge  Vertheilung  und  Verknüpfung  ih- 
rer Begränznngselemente  nach  rechts  und  linki, 
nach  oben  und  unten  zeigen;  daher  auch 

2)  in  der  ersten  und  yerwendeten  Normalstellaog 
(§.  42)  absolut  dasselbe  Bild  gewähren. 

Aus  dem  Mangel  des  FlächenparallelÜHnus  folgt 
sogleich,  dass  die  trigonalen  Pyramiden,  die  trigoaa- 
len  und  hexagonalen  Trapezoßder  geneigtflächig  «he- 
iniSdrische,  zum  Theil  wohl  auch  tetartoSdrische  Ge- 
stalten sind. 

.  Prüfen  wir  die  übrigen  Gestalten  nach  den  so 
eben  aufgestellten  Kriterien,  so  ergiebt  sich  ans  den 
ersten  Kriterio,  dass  die  hexagonalen  Pyramiden  von 
abnormer  Flächenstellnng,  und  aus  beiden  Kriterien, 
dass  die  SkalenoSder  und  Rhomboßder  gleichSeJls  he- 
miSdrische  (diese  letzteren  zum  Theil  wohl  auch  te- 
tartoSdrische)  und  zwar  parallemächig-hemUdrischa 
.Gestalten  sind.  Folglich  bleiben  nur  die  hexagonalen 
Pyramiden  der  ersten  und  zweiten  Art,  so  wie  die 
dihexagonalen  Pyramiden  als  holoedrische  Glestalten 
übrig,  und  wir  erhalten  folgende  vorläufige  Ueber- 
sicht  der  hexagonalen  Gestalten  nach  den^  Verhält- 
nissen der  Holo§drie  und  Hemi^drie. 
A.    HoloSdriiche  6e$ialiem. 

1)  Hexagonale  Pyramiden  der  ersten  Art. 

2)  Hexagonale  Pyramiden  der  zweiten  Art. 
S)  Dibexagonale  Pyramiden. 
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JS.    Bemi9driicU  (und  tetartoSdrüele)  WeitttUen. 

a)  Geneigtflftchige: 

4)  Trigonale  Pyramiden« 
6)  Trigonale  Trapezo^der. 

6)  Hexagonale  TrapesoSder. 

b)  ParallelflSchige: 

7)  RhomboCder. 

8)  Skalenoeder« 

9)  Hexagonale  Pyramiden  der  dritten  Art. 


Zweites  Capitel. 

Von  der  Ableitung  der  Gestalten  des  Hexa- 
gonalsystemes. 

A.    Ableitung  der  boloedrisoben  Gestalten«  > 

§.    292. 

Gnmdgeatalt. 

In  det  holoedrischen  Abtheilung  dieses  Systemet 
kann  nur  irgend  eine  der  hexagonalen  Pyramiden  von 
normaler  Flächenstellung  als  Grundgestalt  gelten,  weil 
nur  für  sie  das  Yerhältniss  der  Parameter  insofern 
dem  geometrischen  Grundcharakter  des  Systemes  ent- 
spricht,  inwiefern  die  beiden  in  die  Nebenaxen  fal« 
lenden  Parameter  jeder  Fl&che  gleich  gross  sind,  wäh- 
rend der  dritte,  in  die  Hauptaxe  fallende  Parameter 
grösser  oder  kleiner  ist.  Die  wesentliche  Bedingung 
liegt  jedoch  mehr  in  der  Gleichheit  jener  beiden,  als 
in  der  Ungleichheit  dieses  letzteren  Parameters ;  denn 
allerdings  kann  eine  hexagonale  Pyramide  existiren, 
in  welcher  die  Hauptaxe  den  Nebenaxen  gleich  ist, 
ohne  dass  der  Charakter  des  Systemes  auch  nur  im 
Geringsten  modificirt  würde  (§.  279).  Wenn  sich  in- 
dess  die  Irrationalität  der  Grunddimensionen  der  ver- 
schiedenen Krystallreihen  jedes  einaxigen  Krystallsy- 
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Sternes  besMiigeb  sollte  ($.  204),  so  ist  es  nicht  wahr- 
scheinlich, dass  jene  Pyramide  wirklich  vorkommen 
sollte,  wie  sehr  sich  ihr  auch  manche  Pyramiden  nä- 
hern mögen  *).  Für  unsere  gegenwärtigen  Betrach- 
tungen ist  übrigens  die  Beantwortung  dieser  und  Shn- 
licher  Fragen  ganz  gleichgültig,  indem  wir  allgemein 
irgend  eine  beliebige  hexagonale  Pyramide  von  nor- 
maler Fläcbenstellung  der  Ableitung  zu  Grunde  lie- 
gen ,  sie  selbst  mit  P  bezeichnen  und  das  Yerhältniss 
ihrer  halben  Hauptaxe  zur  halben  Nebenaxe  =  a :  1 
setzen. 

f    293, 

Ableitung  aller  hexagonalen  PyramideD  der  ersten  Art. 

Aus  der  Grundgestalt  P  lässt  sich  eine  Reihe 
hexagonaler  Pyramiden  von  gleicher  Basis  und  Flä- 
cbenstellung ableiten. 

Bei  unveränderten  Nebenaxen  multiplicire  man 
die  Hauptaxe  von  P  mit  einem  rationalen  CoSfficien- 
ten  si,  der  theils  <<  theils  >  1,  und  lege  in  jede 
Afittelkante  von  P  zwei  Ebenen,  von  welchen  die  eine 
den  oberen,  die  andere  den  unteren  Pol  der  so  ver- 
grösserten  oder  verkleinerten  Hauptaxe  trifil,  so  wird 
jedenfalls  eine  hexagonale  Pyramide  von  gleicher  Ba- 
sis und  Flächenstellung  construirt,  welche  entwed^ 
flacher  oder  spitzer  als  P,  je  nachdem  0i<oder>l 
ist.  Ihr  Zeichen  wird  daher  allgemein  =r  mP;  und 
da  m  alle  möglichen  rationalen  Werthe  zwischen  o 
und  oo,  ja  diese  Gränzwerthe  selbst  annehmen  kann, 
so  erhalten  wir  durch  diese  Ableitung  den  vollstän- 
digen Inbegriff  aller  hexagonalen  Pyramiden  der  er- 
sten Art,  welcher  sich  unter  dem  Schema  folgender 
Reihe  darstellen  lässt: 

«•<!               «t>l 
oP «P P «P ooP 


*)  Wie  z.  B.  die  Pyramide  ff  des  Berylk. 
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Diese  Reihe,  deren  Cffieder  niur  dnrek  die  Iden« 
titftt  ihrer  Basis  und  Flächenstettnng,  nicht  aber  durch 
ifgend  ein  progressionales  Verhältniss  ihrer  Axf n  rer- 
koSpft  sind,  nennen  wir' die  Hauptreihe  desSyste- 
mes;  ihr  mittelstes  Glied  ist  die  Gnindgestalt  P;  die 
Glieder  rechter  Hand  sind  insgesammt  spitzere,  die 
Glieder  linker  Hand  flachere  Pyramiden  als  P,  Die 
Gränxe  ist  einerseits  die  Pyramide  ooP,  mit  unend* 
lieh  grosser  Axe,  d.  h.  ein  indefinites  hexagonales 
Prinna  von -normaler  FlächenstelL  ng,  anderseito  die 
Pyramide  oP  mit  unendlich  kleiner  Axe,  d.  h.  die 
Basis  der  Gmndgestalt,  oder  jede^ihr  parallele  Fläche. 
Beide  Gräilzgestalten  können  natürlich  nie  allein,  son- 
dern nur  in  Combination  entweder  mit  andern  Gestal- 
ten oder  auch  mit  einander  auftreten,  in  welchem 
letBteren  Falle  sie  ein  hexagonales  Prisma  mit  gerad 
angesetzten  Endflächen  darstellen. 

§.294. 

A^kStong  der  dlhexagonalea  Pyramiden  und  der  heugonden  Py- 

ramideo  der  zweiten  Att 

Ans  jedem  Gliede  mP  der  Hauptreihe  läset  sich 
eine  Reihe  dihexagonaler  Pyramiden  und  eine  faexa- 
gonale  Pyramide  der,  zweiten  Art  ableiten. 

Man  verläligere  die  Nebenaxen  Ton  mP  beider- 
seits nach  einem  CoSfficienten  n,  der  rational  und 
^  1 ,  verbinde  darauf  die  Eckpuncte  der  Basis  mit 
den  Endpuncten  der  so  verlängerten  Nebenaxen  durch 
gerade  Linien,  so  bilden  diese  Linien,  nach  Abzug 
der  über  ihre  Durchschnitte  hervorspringenden  Theile, 
jedenfallz  eine  dihex^gonale  Figur.  In  jede  Seite  die- 
ser Fignr,  als  der  Basis  der  abzuleitenden  Gestalt, 
lege  man  liieraüf  zwei  Ebenen,  von  welchen  die  eine 
den  oberen,  die  andere  den  unteren  Endpunct  der 
Hauptaxe  von  mP  trifft,  so  wird  eine  von  24  un- 
gleichseitigen Dreiecken  umschlossene  Gestalt,  deren 
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BCttelkanteli  \n,  einer  Ebene  liegen  und  einDihexa- 
gon  bilden,  d.  h.  eine  dibexagdnale  Pyramide  con- 
stmirtj^  für  welche  allgemein  das  Zeieben  mPh  gilt. 

^ür  jf  SS  2  üallen  je  zwei  Seiten  der  dihexa^o- 
nalen  Basis  in  eint  gerade  Linie,  das  Düiexagon 
verwandelt  sich  in  das  nm  die  Basis  Ton  mP  regeU 
massig  umschriebene  Hexagon,  nnd  daher 'die  dihexa- 
gonale  Pyramide  selbst  in  eine^  hexagonale  Pyramide 
Ton  diagonaler  Flächenstellang.  Für  ii>>2  hingegen 
würden  je  zwei  Seiten  des  Dihexagons  nach  aussen 
divergiren,  und  folglich  einspringende  Winkel  veran- 
lassen (§.  33).  Da  nun  dergleichen  Winkel  an  ein- 
fachen Gestalten  nicht  vorkommen  können^  so  ist  2 
das  unüberschreitbare  Maximum  des  CoSCGcienten  «, 
und  wir  erhalten  demnach  aus  jedem  Gliede  mV  der 
Hauptreihe  einen  Inbegriff  von  dihexagonalen  Pyra- 
miden, welcher  sich  unter  dem  Schema  einer  Reihe 
von  der  Form: 

«P mVn.\ «iP2 

darstellen  lässt,  deren  Gränzen  einerseits  die  der  Ab- 
leitung zu  Grunde  gelegte  Pyramide  mP  aus  der  Haupt- 
reihe, anderseits  wiederum  eine  hexagonale  Pyramide 
von  gleicher  Axe  mit  mP,  aber  von  diägonrier  FlS- 
chenstellung  und  einer  Basis ,  welche  sich  zu  jener 
von  mP  verhält  wie  4 : 3.  AHe  Zwischenglieder,  für 
Welche  n  ^  1  und  <^  2,  sind  dihexagonale  Pyrami- 
den von  verschiedenen  Basen  für  verschiedene  Werthe 
von  n.  Die  Copula  jeder  solchen  Reihe  endlich  ist 
in  der  Gleichheit  der  Hauptaxen  und  der  daraus  fol- 
genden Identität  der  normalen  Hanptschnitte  aller  in 
ihr  enthaltenen  Gestalten  gegeben. 

Die  bis  jetzt  beobachteten  Werthe  von  n  haben 
meist  einen  sehr  einfachen  numerischen  Ausdruck. 
Uebrigens  kann  der  Fall,  dass  die  dihexagonale  Ba- 
sis gleichwinklig,  und  folglich  die  zu  construirende 
Pyramide  regelmässig  zwölfseitig  würde,  in  der  Na^ 
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Mr  nicht  Turkomaien^   iad^  fKr  Um  ejA Jfi^lioiia« 
1er  Werth  von  n  gefolgert  wird. 

«.    295. 
Dihexagonale  Prionen. 

Da  die  Ableitung  des  vor^n  f.  auf  Jedes  Glied 
der  Hanptreihe  ohne  Unterschied  anwendbar  ist,  so 
masi  sich  auch  aascx:>P,  oder  dem  hei^agonalen  Prisma 
eine  Reihe  von  der  Form 

ooP o69n •..00P2 

ableiten  lassen.  Die  mittleren  Glieder  dieser  Reihe 
sind  dihexagonale  Prismen  von  verschiedenen  Quer«  . 
schnitten  für  verschiedene  Werthe  von  n;  dieGränz* 
glieder  einerseits  das.  hexagonale  Prisma  der  Haupt- 
reihe  9  anderseits  wiederum  ein  hexagonales  Prisma 
von  diagonaler  Flächenstellung  und  einem  Querschnitte, 
der  sich  zu  jenem  von  doP  verhält  wie  4 :  3.  Das  re- 
gelmässig zwolfseitige  Prisma  ist  als  einfache  Gestalt 
gleichfalls  unmöglich,  indem  für  seine  Erscheinung 
derselbe  irrationale  Werth  von  n  gefordert  wird  wie 
für  die  ErscheinuQg  von  dergleichen  Pyramiden^  Die 
Combination  ocP.ocP2  stellt  zwar  ein  gleichwinkliges 
(und  zufallig  wohl  auch  gleichseitiges)  zwölfseitiges 
Prisma  dar;  ihre  Flächen  haben, aber  eine  von  den 
Flächen  jenes  regelmässigen  zwölfseitigen  Ptisnftas 
gäi|zliqh  abweichende  Lage. 

i    296. 
Schema  d«f  HezSgonalsyatatt^s. 

Dnrcb  die  bisherigen  Ableitungen  ist  der  Inbe- 
griff sämmtlicher  holoedrischer  Gestalten  des  Hexa- 
gonalitystemes  vollständig  erschöpft,  indem  siqh  we* 
der  eine  hexagonale,  noch  eine  dihexagonale  Pyra- 
mide angeben  lässt,  welche  nicht  auf  die  eine  oder 
die  andre  Weise  aus  einer  zweckmässig  gewählten 
Grandgestalt  abgeleitet  Werden  könnte.  "  Vereinigen 
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wir  also  die  Reäien  der  .yorlieTgeliendeli  |f •  ™  ^^ 
einxiges  Schema,  sa  erkalten  wir  folgende^  eben  Bö 
wohlgeordnete,  als  ToUständi^e  Uebersicht  des  Sy- 
Sternes: 

oP .....siP...;.. P m9 <xP 


oPn,.. isP».« Pä. ^.miPn,^^ ooP» 


aP2 ....«11^2..^ P2 «iP2 ooP2 

'Für  dieses  Schema  ergeben  sich  unmittelbar  ans 
den  Regeln  der  Ableitung  folgende  Sätze: 

1)  Jede  horizontale  Reihe  enthält  lauter  Gestalten 
von  congruenten  Mittelquerschnitten« 

2)  Die  oberste  horizontale  Reihe,  alsHauptreihe 
des  Systemes,  begreift  alle  hexagonalen  Pyra> 
miden  und  das  gleiclinamige  Prisma  von  norma- 
ler Flächenstellung  und  gleicher  Basis  mit  P. 

3)  Die  unterste  horizontale  Reihe  begreift  alle  hex^ 
gonalen  Pyramiden  und  das  gleichnamige  Prisnui 
von  diagonaler  Flächenstellung,  und  einer  Basis, 
welche  sich  zur  Basis  von  P  verhält  wie  4  :  3. 
Wir  nennen  sie  künftig  die  Nebenreihe  des 
Systemes. 

4)  Alle  mittleren  horizontalen  Reihen ,  deren  es  so 
viele  geben  kann,  als  es  rationale  Zahlen  zwi- 
schen 1  und  2  giebt ,  begreifen  lauter  dihexago- 
nale  Pyramiden  und  Prismen,  und  zwar  jede  em- 
zele  Reihe  nur  solche  Gestalten  von  ähnlicken  ' 
Querschnitten,  da  ein  und  derselbe  Werth  von  • 
eine  und  dieselbe  dihexagonale  Basis  giebt.  Wir 
nennen  ^ie  die  Zwischen  reihen  des  Systones. 

5)  Jede  verticäle  Reihe  begreift  Gestalten  von  glei- 
cher Axenlänge  und  congruenten  normalen  Hanpt^ 
schnitten. 
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B.    AbletCiiBg  der  heiiiiedriMA«!!  Gtftilteii« 

^1  ,  297. 
VencbiedeDe  Arten  der  Hend^drie. 

Es  bedarf  kaum  einw  Erwähaiiiig,  dati  ^e  di- 
hexi^nalen  Pyramiden  als  die  eigentlicbea  Beprft- 

,  sentanten  de«  Hexagonalsyatemea  zu  betraohten  aiiidy 
indem  sie  die  Bedingungen  für  die  Möglichkeit  aller 
fibrigen  Geitalten  d>en  so  in  «ich  Tenchliesteny  wie 
in  ihrem  Zeichen  mVm  die  Zeichen  der  letzteren  ent- 
halten sind.  Wollen  wir  also  d^e  Gesetxe  entdecken, 
nach  welchen  sich  die  äemiödrie  in  diesem  Systeme 
geltend  macht ,  wollen  wir  die  Residtate  kennen  ler- 
nen, welche  die  Verwirklichung  jener  Gesetze  für 
die  Erscheinungsweise  det  verschiedenen  Gestalten 
2ur  Folge  hat,  so  werden  wir  auch  hier,  wie  im  Te- 
tragonalsystemd,  die  Modalitftten  der  HemiSdrie  zu- 

'  vdrderst  an  jen^n  allgemeinen  Repräsitetanten  des 
Systemes  aufsuchen  müssen.  Nun  scheinen  folgende, 
bereits  auf  ähnliche  Weise  fBr  das  Tetragonalsystem 
in  f.  2p9  ausgesprochenen  Gesetze  auch  im  Gebiete 
dieses  Systemes  die  h^aiSdrisi^he  Erscheinungsweise 
der  Gestalten  zu  beherrschen:  ^ 

1)  dass  sich  die  sechsgliedrige  Symmetrie  jeder  di- 
hexagonalen  Pyramide  jedenfalls  nach  den  Sex- 
tanten der  Basis  bestimmt,  weshalb  je  vier,  über 
einem  und  demselben  Sextanten  gel^ene  Flächen 
ein  Glied  der  Pyramide  bilden,  eine  andere 
Gliederung  aber  (wie  z.  B.  nach  den  Zwisehen- 
axen)  bedeutungsips  ist; 

2)  dass  sich  für  die  so  bestimmten  Glieder  der  di^- 
hexagonalen  Pyramide  der  Gegensatz  entweder  von 
oben  und  unten,  oder  von  rechts  und  links,  oder 
auch  gleichzeitig  beide  Gegensätze  geltendmachen. 

Wir  erhalten  daher  wiederum  dreierlei  wesentlich 
▼ersohiedene  Modalitäten  der  HemiSdrie,  welche,  da 

24» 
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sie  für  die  ErscbeinuDg  ganz  ähnliche  Retniltate  lie- 
fern wie  im  Tetragonalsysteme,  duirch  dieselben  Niir 
men  unterschieden  werden  mögen ,  nämlich : 

a)  Skaleno§drische  (oder  rhomboSdrigche) 
Hemißdrie;  es  verschwinden  die  abwechseln- 
den oberen  und  unteren  Flächenpaare  der  einse^ 
len  Glieder;  Fig  369. 

b)  Pyramidale  Hemiädrie;  es  veisdiwiitden 
die  rechten  oder  die  linken  Flächenpaare  der 
Glieder;  Fig.  370.  ', 

c)  Trapezoädr^che  .HemiSdrie;  es  ver- 
schwindet in  jedem  Gliede  di^  obere  rechte  mit 

.  der  unteren  linken,  oder  die  obere  linke  mit  der 
unteren  rechten  Fläche ;  Fig.  371. 

«)  Skalenoh'drüche  oder  rhombotäruche  Hemiedrii. 

§.     298.  •, 

Ablehang  der  hexa|otialen  Skalenoeder* 

Die  hexagonalen  Skaleno6der  sind  die  parallel- 
flächig -  hemiSdrischen  Gestalten  der  dihexagonalen 
Pyramiden  nach  den  an  den  abwechselnden  diagona- 
len Poikanten  gelegenen  Flächenpaaren;  oder:  die 
durch  den  Gegensatz  Von  oben  und  unten  entstehen- 
den hemiedri^chen  Gestalten  jener  Pyramiden. 

Da  die  Hemi§drie  nach  den  abwechselnden  Flä- 
chenpaaren erfolgt,  und  das  Gegenflächenpaar  eines 
jeden  dergleichen  Flächenpaares  das  vierte,  nuthin 
ein  geradzahliges  in  der  Reihe  der  Nißbensysteme  ist, 
so  wird  die  hemiädrische  Gestalt  eine  parallelflft- 
chige,  und  der  Inbegriff  ihrer  12  flächen  in  6  >Flft- 
ohenpaare  gruppirt  seyn. 

Jede  einzele  bleibende  Fläche  kommt  zum  Durch- 
ntchnitte  mit  der  nächstgetegenen  Fläche  eine&  oberen, 
und  mit  der  nächstgelegenen  Fläche  eines  unteren 
Nachbarpaares;  und  da  sie  schon llrsprünglich  in  der 
diagonalen  Polkante  mit  ihrer  Nebenfläche  zumDorth- 
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schnitte  kommt,  so  -erleidet  sie  überbaapt  drei  Darch- 
scboitte  y  V  und  wird  ^demnach  wiederum  ein  Dreieck. 
Die  Flächen  der  hemißdrischen  Gestalt  sind  daher 
Dreiecke.  Dass  aber  diese  Dreiecke  durchgängig 
gleich  und  ähnlich  sind,  davon  kann  man  sich  leicht 
überzeugen,  inden^  man  für  je  .zwei  beliebige  blei-  , 
bende  Flächen  die  Coordinaten  ihrer  resp.  drei  Eck- 
puHcte,  und  aus  diesen  die  Längen  der  sie  begrän« 
senden  Kantenlinien  bestimmt;  man  findet  so  für  jede 
Fläche  absolut  dieselben  drei  Längen  ihrer  dreierlei 
Seiten.  Diese  Längen  zeigen  aber  auch  zugleich, 
das«  die  Dreiecke  jedenfalls  ungleichseitige  seyn  mus- 
'  sen,  indem  sie  Functionen  der  Grossen  2»  —  1,  n  +  1 
,  and  2  — »  sind,  und  folglich  nie,  weder  alle  drei, 
noch  paarweis  gleich  werden  können,  so  lange  » >  1 
und  <  2*), 

Weil  endlich  für  jedes  bleibende  Flächenpaar  , 
dasjenige  Ilächenpaar  verschwindet,  welches  mit  ihm 
ursprünglich  Iwei  horizontale  Mittelkanten  bildete, 
so  werden  auch  die  Mittelkanteii  der  hemiSdrischen 
Gestalt  nicht  mehr  horizontal,  folglith  auch  nicht  4n 
der  Ebene  der  Basis,  überhaupt  gar  nicht  mehr  in 
einer  Ebene  liegen, können;  vielmehr,  da  doch  je^e 
derselben  die  Ebene  der  Basis  in  einem  Puncto 
schneidet,  im  Zickzack  auf-  und  absteigen. 

Die  hemiSdrische  Gestalt  ist  also  eine  parallel- 
flächige, von  12  ungleichseitigen  Dreiecken  umschlos- 
sene Gestalt,  deren  Mittelkanten  ni  cht  in  einer  Ebene 
liegen,  d.  h.  ein  hexagonales  SkalenoSder.  Die  kry- 
stenographischen  Zeichen  je  zweier,  aus  einer  und 
derselben   Pyramide  mPn  abzuleitenden  Skaleno^der 

sind  +  —^  und r^-. 

*)  Biete  Resultate  sind  tn  gegenwftrtigeii  Orte  nur  UürtoriBoii 
erwähnt  worden,  da-  das  folgende  Cwitel  ihre  volbt&ndige  BegHkn- 
dung  und  Bntwiddung  enthalt. 
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Setzt  man  m  =  od,  so  verwandelt  sich  die  dihexa- 
gonale  Pyramide  in  ein  dergleiohen  Prisma,  auf  weU 
ehes  die  sk(deno€drische  Hdmiedrie  insofern  ohne  EUb- 
flnss  ist,  inwiefern  sie  keine  Verändening  in  seiner 
Erscheinungsweise  xnr  Folge  hat  Das  Prisma  er« 
Scheint  eben  sowohl  mit  seinen  sftmmtlichen  12  Fis- 
chen, als  wenn  es  holoedrisch  aiif!tritt;  man  kann  da- 
her das  Zeichen  der  HemiBdrie   füglich   weglassen, 

und  (x9n  statt  Jh   —^  schreiben.     Nnr .  darf  man 

nicht  velrgessen,  dass  ^i^  abwechselnden  Flftchenpaare 
dieses  scheinbar  boloSdrischem  Prismas  eine  sehr  veiw 
schiedene  .Bedentung  haben,  indem  drei  snr  oberen 
nnd  drei  xar  unteren  Hälfte  der  Gestalt  geh5ren ;  eia 
Unterschied,  der  sich  swar  in  der  Regel  durch  nichts 
zu  erkennen  giebt,  der. aber  sehr  auffallend  wird,  so» 
bald  eine,  der  skalieno^drischen  HemiMrie  unterwor* 
,fene  Ktystallreihe  zugleich  dem  Hemimorphismus  un- 
terliegt (Vergl.  f.  212) 

§.    299. 
Abld^Qg  der  RbomboMer. 

SeUt  man  »  =^  1,  so  wird  m9n  =s  siP,  und  die 
dihexagonale  Pyramide  verwandelt  sich  in  eine  hexa- 
gonale  Pyramide  der  ersten  Art,  deren  einzele  Fis- 
chen den  an  den  diagonalen  Polkanten  gelegenen  Flä- 
chenpaaren von  siPn  entsprechen.  Wendet  man  also  ^ 
auf  sie  dasselbe  Gesetz  der  HeraiSdrie  an,  so  werden 
die  abwechselnden  einzelen  Flächen  von  «iP  zu  ver» 
grossem  seyn;  die  so  resultirende  Gestalt  ist  jedenfiaUa 
ein  Rhombo^der  von  normaler  Flächenstellung,  oder  ein 
RhomboSder  der  ersten  Art,  wie  sich  so  beweisen  lässt 

Weil  mP  12  Flächen  hat,  so  wird  jede  seiner 
heraiSdriscben  iSestalten,  für  welche  die  abwechseln« 
den  (ungetheilten)  Flächen  in  Anspruch  genommen 
werden,  von  sechs  Flächen  umschlossen  seyn. 

Weil  aber  die  Hemiädrie  nach  einzelen  flächen 
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Statt  findet,  and  jeder  Fläche  Gegenfläche  Me  vierte, 
and  mithin  eine  geradzahlige  in.  der  Reihe  derNehen- 
flächen  ist,  so  wird  die  heni^drische  Gestalt  eine 
parallelfläcKige  seyn* ' 

Weil  ferner,  nach  %,  49,  für  jede  bleibende  Fläche 
die  l^ebenflächen  verschwinden,  und  die  Nachbarflächen 
bleiben,  ton  welchen  letxteren  für  jede  Fläche  vier 
vorhanden  sind,  so  «erleidet  jede  bleibende  Fläche 
vier  Durchschnitte ,  wird  also  eine  vierseitige  Figar. 
Und  da  von  den  vier  Nachbarflächen  einer  jeden  ein- 
xelen  Fläche  je  zwei  gegenüberliegende  einander  par* 
allel  sind,  so  werden  auch  j&  zwei  gegenüberliegende 
von  jenen  Durchschnitten  einander  parallel,  und  die 
vie^eitige  Figur  ein  Parallelogramm. 

Setzt  man  endlich,  die  XSleichung  einer  der  blei- 
benden Flächen  J^  sey 

SO  sind  die  repräsentativen  Gleichungen  ihrer  beidefi 
Nachbar&chen  aus  derselben  Pyramidenhälfte: 

.          ^_y +  «  =  !.. ^.,(2) 
und    — ^  -^  z  — ^  «  c=  1 (3) 

WH 

die  reprgsentativen  Gleichungen  ihrer  beiden  Nach» 
barflächen  aus  der  andern  PyramidenhäHte : 

-£  +  -  +  «  =  1 (*) 

Nachdem  die  letzteren  vier  Gleichungen  calcula* 
tiv  gemacht  werden,  gelangt  man  durch  successive 
Combination  von  (1)  mit  (2)  und  (3)  auf  die  Gleichun- 
gen der  beiden  neuen  Polkanten  der  Fläche  F;  com- 
binirt.man  darauf  von  diesen  Gleichungen  die  eine  mit 
(4),  die  andere  mit  (ö),  so,  erhält  man  die  Coordina* 
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ten  der,  jene  beiden  Kantenlinien  begrinsenden  Mit* 
teleokpuncte,  nfimlicti      s 

imd  a;=^\maj  y=      4,  «s=  — 1- 
.  Da  nan  beide  linien  vom  Poleokpmiote  auslaii^ 
fen,  fUr  welchen:  ^ 

W  =  ma^  y  =ae  0,   r  =*  0  ' 

80  erhält  man  für  b^de  die  gleiche  Länge 

Die  bereits  für  Parallelogramiüe  erkannten  Fli- 
ehen haben  daher  zwei  gleiche  Nebenseiten,  nnd  sind 
folglich,  mit  Ansnahpie  eines  einzigen  Falles,  jeder- 
zeit Rhomben. 

Endlich  folgt  daraus,  dass  für  jede  bleibende  Flä- 
che Ton  ffiP  die  Nebenfläbhe  ans  der  entgegengesetz- 
ten Pyramidenhälfte  eine  verschwindende  ist,  dass 
die  neuen  Mittelkanten  weder  horizontal  noch  in  ei- 
ner Ebene  liegen  kennen,  sondern  vielmehr  in^^ick- 
zack  auf-  und  absteigen  müssen. 

Die  hemiädrische  Gestalt  wird  also  eine  von  6 
Rhomben  nn^ehlpssene  Gfestalt,  deren  Mittelkanten 
nicht  in  einer  Ebene  liegen;  d.  h.  ein  RhomboSder. 
«  Die  Zeichen  je  zweier,  aus  einer  und  derselben 
hexagonalen  Pyramide  mP  a^zuleiten4eR  RhomboSder 

sind  +  -X'  ttttd 5-.    . 

Fiir  m  ^  o^  verhandelt  sioh  die  heicagonale  Py«* 
ramide  in  das  h^xagonale  Prisma  der  ersten  Art,  Un- 
terwirft man  diesem  dei«elben  Hemi^drie,  so  behält 
es  zwar  ia  der  JEcscheinung  seine  sechs  Flächen  voll- 
ständig^ doch  c^rhalten  die  abwechselnden  derselben 
eine  entgegengesetzte  Bedeutnng,  indem  drei  zur  obe- 
ren, utid  drei  zur  unteren  Hälfte  der  Gestalt  gehö- 
ren; ein  Unterschied,  welcher  auch  in  der  Erschei- 
nung sehr  aufTallend  werden  kann,  wenn  die  rhom- 
boedrische  KjrystaüMhe  zugleich  hemimörphlzch  ist 
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Gr&nzgestiüC  der  ftalenoSder. 

Während  die  hexagonalen  Pyramiden  der  Haupt- 
reihe  durcU  das  Eintreten  der  skalenoSdrischen  He- 
miSdrie  wesentlich  verändert  worden,  so  scheinen  die 
iexagonalen  Pyramiden  der  Nebenreihe  durch  sie 
gar  nicht  affieirt  zu'  werden.  Macht  man  nämlich 
iiir  die«  Pyramiden  «iP2  die  in  $1  297  erwähnte  sechs- 
gliedrige  Eintheilnng  geltend^  indem  man  jede  ihrer 
•  Flächen  durch  die  Höhenlinie  in  xwei  Theile  theilt^ 
und 'bringt  man  darauf  für  sie  dasselbe  Gesetz  der 
HemiSdrie  in  Anwendung,  «o  gelangt  man  zu  dem 
Resultate,  dass  selbiges  auf  ihre  Erscheinungsweise 
durchaus  keinen  Einfluss  ausübt,  indem,  sie 
mit  ihren  sämmtlichen  12  Flächen  ganz  unverändert 
so  erscheinen,  wte  wenn  sie  holoedrisch  auftreten; 
ein  Resultat,  welches  uns  kaum  überraschen  kann, 
sobald  wir  das  wahre  Yerhältniss  dieser  hexago'na^- 
•len  Pyramiden  zu  den  dihexagonalen  Pyramiden  nicht 
au«  den  Augen  verlieren,  kraft  dessen  sie  nur  ds 
die  Gkänzgestalten  derselben  zu  beurtheilen  sind.  Hier- 
nach darf  es  uns  denn  auch  nicht  befremden,  wenn 
wir  in  den  Combinationen  rhomSo^drischer  Krystall- 
reihen  (wie  z.  B.  jener  des  Eisenglanzes,  Korundes, 
Kalkspathesj  die  hexag^onalen  Pyramiden  der  Neben- 
reihe vollständig  mit  allen  12  Fläche  nauftreten  sehen, 
da  es  im  Qegentfaeile  unbegreiflich  '^eya  würde,  wenn 
.sie  auf  irgend  eine  '^eise.  nur  mit  der  halben  Flä- 
ehenzahl  erschienen.  Wie  die  Pyri^miden  «iP2,  so 
erscheint  auch  das  Prisma  ocP2  jederzeit  vollständig, 
ohne  dapss  sei|ie  abwechselnden  Flächen  einer  ver- 
schiedenen Deutung  unterworfen  werden  müssten,  wie 
jene  von  ocP ;  weshalb  denn  auch  ooP2  sogar  in  den  he- 
mimorphiitch-rhomboedrischenKrystallreihen  des  Tur-' 
malines  und  der  Silberblende  stets  vollständig  auftritt 
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f.    301. 

Künsere  BeMidhnvng  <kr  Rhonbofider. 

Weil  die  meisten  der  bis  jetzt  beobacliteten  liexa« 
gonden  Krjstallreihen  dem  Gesetze  der  rbombo€dri- 
gehen  Hemigdrie  unterworfen  sindj  und  daher  diese 
Erscheinnngsiveise  als  die  vorherrschende  des  Hexa- 
^^nakjstemes  betrachtet  werden  muss,  so  ist  e3  in 
mehrfacher  Hinsicht/  und  ganz  besonders  für  das  Be- 
dürfniss  der  Mineralogie^  sehr  vortheilhaft,  neben  d^ 
auf  ihr  ursprüngliches  Yerhältniss  zu  den  hexagona- 
len  Pyramiden  gegründeten,  Bezeichnung  d^r  J^ona^ 
boßder  eine  andere,  etwas  kürzere  Bezeiehnung  sa 
;^ebrauchen.*  Diess  wird  um  so  ndthiger,  da,  wie  wir 
sogleich  sehen  werden,  auch  die  Bezeichnung  der 
SkalenoSder  von  jener  der  BhoroboSder  abhängig  ge- 
macht werden  kann.  Wir  wollen  zu  dem  Ende  die 
beiden,  ans  irgend  einer  Pyramide  «iP  abzuleitenden 
RhomboSder  mit  +  mR  bezeichnen,  indem  wir  mit 
lem  Buchstaben  JS,  als  dem  Zeichen  der  )rhombo€- 
Irisch  erscheinenden  Grundgestalt,  ein  eignes  Grund- 
Clement  der  Bezeichnung  einfähren.  Hiernach  erhäk 
lie  Ha;nptreihe  des  f.  293  in  ihrer  rhombo^drischen 
Erscheinungsweise  folgende  Form : 

«•<!  m>t 

qB ±«iil ...±B ±mR.»...^ooB 

Uebrigens  braucht  man  bei  dem  Zeichen  mB  gar 
licht  mehr  an  die  Pyramide  mP  zu  denken;  vielmehr 
soll  es  uns  unmittelbar  auf  die  Vorstellung  deqeni- 
len  BhomboSders  fuhren,  welches  die  Isymmetrii^ 
rertheilte  Hälfte  aller  möglichen  isoparametrischen 
dächen  fSr  das  Yerhältniss  ma  :  1  :  1  darstellt. 

§.    302. 
E!iigef€hri6beQ<e  RhomboMer  djer  Skalenoeder. 

Die  Mittelkanten  jedes  hexagonalen  Skaleno^ders 
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hab^n  genan  dieselbe  Lage  wie  die  MittfAkiiQCen  ir- 
gend eines  RhoraboSders  der  ersten  Art. 

IHe  charakteristischen  Eigenschaften  der  AOttel* 
kanten  jedes  Rhombo^ders  der  ersten  Art  sifid: 

1)  dass  sie  im  Zickiack  anf-  nnd  absteigen^ 

2)  dass  sie  durch  die  Endpnncte  der  Nebenaxen 
laufen, 

3)  dass  je  xw^i  gegenüberliegende  parallel  sind, 

4)  dass  sie  in  Parallelebenen  der  diagonalen  Haupt- 
gchnitte  ftdlen, 

5)  dass  sie  durchgängig  gleich  sind. 

Dieselben  Eigenschaften  besitzen  aber  auch  die 

Mittelkanten  jedes  SUcalenofiders  ^  -9"»    ^^^  ^^b 

Folgendem  ergiebt. 

1)  Sie  laufen  im  Zickzack  auf  und  ab. 

2)  Je  zwei  Flächen  der  dihexagonalen  Pyramide, 
welche  nach  ihrer  Vergrossening  eine  Mittelkanie 
des  ^alenoäders  bUden,  haben  einen  nbnnalea 
Mitteleckpunct gemeinschaftlich,  welcherzugleich 
der  Endpunct  einer  Nebenaxje  ist;  folglich  wird 
auch  die  neue  Mittelkante  die  Nebenaxe  in  dem- 
selben  Puncto  schneiden.        ^ 

3)  Je  zwei  Flächenpaare,  welche  zur  Darstellung 
zweier  gegenüberliegender  Mittelkanten  eontri- 
buiren,  sind  Gegenflächenpaare,  folglich  die  von 
Urnen  gebildeten  beiden  Mittelkanten  einander 
parallel. 

4)  Setzt  man,  die  Gleichung  einer  Fläche  des  Ska- 
lenoäders  sey 

5  +  i  +  *  =  * 

so  ist  die  repräsentative  Gleichung  derjenigen  Flä^ 
che,  welche  mit  ihr  eine  Mittelkante  bildet: 

—  -^  +  —  +  2r=sl 
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ttnd  deren  calculatire  Form: 

h     ^ r-^    4-     2:    =     1  • 

ma    ^         n 
Daraus  folgen  f&r  die  Mittelkante  selbst  die  Glei- 
chungen: 

ma  2n  '  2    ' 

von  welchen  die  letztere  (swischeny  und. 2)  die 
Gleichung  einer  Parallelebene  des,  auf  der  Axe 
/  der  z  rechtwinkligen,  diagonalen  Hauptschnit- 
te»  ist  .  Folglich  fallen  die  Mittelkanten  der  Ska- 
leno^der  in  Parallelebenen  der  diagonalen  Haupt- 
schnitte. * 
^  i)  Endlich  haben  ^cb  die  Mittelkanten  jedes  Ska- 
Jenoäders  gleiche  Länge ;  sucht  man  nämlich  die 
Coordinaten  der  Endpuncte  für  je  zwei  beliebige 
Mittelkanten,  indem  man  die  Gleichungen  der- 
selben mit  den  Gleichungen  der  sie  begränzen- 
zenden  Flächen  combinirt,  und  bestimmt  man 
aus  diesem  Coordinaten  die  Länge  beider  Kan- 
ten, so  erhält  man  jedenfalls  absolut  denselben 
Ausdruck« 

i    303. 
Fortietzung. 

'  Wir  nennen  dasjenige  Rhomboäder,  dessen  Mit- 
telkanten mit  denen  eines*  gegebenen  SkalenoSders 
zusammenfallen,  das  eingeschriebene RhomboS- 
der  desselben.  Da  nun  aus  §.299  bekannt  ist,  dass 
die  Mittelkanten  jedes  RhomboSders  um  den  dritten 
Tbeil  seiner  halben  Hauptaxe  Ton  der  Ebene  dez 
Mittelquerschnittes  eqtfemt  sind,  so  wird  das  einge- 
schriebene Rhombo^r  eines  gegebenen  Skalenoäders 

mPj« 
+  — ^  bestimmt  seyn,   lsu[>bald  man  den  Abstand  der 

Mittelecke  des  Skalenoäders  von  der  Ebene  der  Ba- 
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Sil,  oder  die  der  Hanptaxe  parallele  CoordituKt»  die- 
seB  Mitteleckeg  kennt;  denn,  ist  diese  Coordinata 
^s  or,  so  wird  die  halbe  Hauptaxe  des  eingoschrie« 
h%nen  Bhombo^ers  =  3s. 

mPh 

Nun  ist  jeder  Mitteleckpunct  von  — ^    der  Durch- 

schnittspoQct  einer  obeiPeniind  einer  unteren  Polkante; 
es  kommt  daher  sunächst  auf  die  Bestimmiing  zweier 
dergleichen  Polkanten  an.  Sind  die  Gleichungen  der 
beiden  Flächen  des  im  ersten  Sextanten  gelegenen 
oberen  Flächenpaares 

£  +  'T  +  ^=-* 

und b  9  +  — =1 

so  werden  die  repräsentativ  an  Gleichungen  derjenigen 
beiden  Flächen  i^us  der  andern  Pyramidenhilfte,  wel- 
che mit  ihnen  zum  Durchschnitte  kommend 

+  Z  +  — 5=1 

ma  n 

und +ir =  1 

ma       r         n 

und  folglich  die  calculativen  Gleichungen  derselben 

beiden  Flächen 

ma   *        n 

nnd hff  +  ' ^  =  * 

ma   •    ^    •        n 

Ana  der  Combination  der  ersten  beiden  Gleichmt« 

gen  folgt  fihr  die  eine  Polkante: 

-=^  +  ^  ^^    =  1,  und.«  —  z  =  0 

aus  der  Combination  der  letzteren  beiden  Glfichun« 
gen  für  die  zweite  Polkante: 

ma   *    ^^  n  ^ 
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hm  der,  beiden  Kanten  gemeinsdiafilOLclieB,  CS^ 
drang  y  —  t  ^^  0  folgt,  dast  beide  in  die  EbMie 
eines  nnd  desselben  diagonalen  Haupt8<;luiitles  JEEdla% 
nnd  folglich  mit  einander  nm  Durchschnitte  komm«« 
müssen.  Ihr  Dnrchschnittspnnct  ist  aber' eben  der 
gesuchte  Mitteleckpunct,  fHr  welchen  aus  der  Com- 
bination  der  Gleicbnngen  «wischen  x  und  %  die  Cooi^ 
didaten 

_  ma{2-n) 

~  ^  —  ~3]r~ 

und      jf  =  z  =  f 
folgen«    Da  nun  die  Coordinate  «  xugleich  die  Basis- 
distanx    des   Mitteleckpunctes    des    eingeschriebenen 
Rhombo^ders,  so  wird  die  halbe  Hanptaxe  dessdben: 

«nd.  folglich  das  Zeichen  des  Rhombo8d«n: 

1(2— «i)j 

n 

§.304. 
Second&re  Abkitmig  und  Bezeichnung  der  Skakselder. 

Auf  die  Eigenschaft  der  SkalenoSder,   dass  ihre 

Mittelkanten  mit  denen  des  eingeschriebenen  Bhom- 

bofiders  xusamn^enfidlen,   lässt  sich  folgende  seenn» 

däre  Ableitung  und  Bezeichnting  derselben  gründen, 

welche )    sumal.  für  das  Bediirfniss  dar  Mineralogie, 

der  primitiven  Ableitui^  des  §.  298  vorsuxiehen  ist^ 

1)  weU  sie  der  Einbildungskraft  die  Vorstellung  der 

wahren  Physiognomie  eines  gegebenen  äaleno^ 

ders  um  Vieles  erleichtert,   indem   sie  selbige 

'    ^     Ton  der  Vorstellung  eines  RhomboSders  und  ei» 

ner  sehr  einfachen  Construction  abhängig  macht, 

während  nach  §.,298  die  Vorstellnng  einer  di« 

hexagonalen  Pyramide  und  ihrer  hemiSdrisclien 

Halbirung  vorausgesetzt  wirdv 
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9)  well  sie  üi  den  meisten  FKHen  auf  weit  einfi»* 

cliere  numerische  Werthe  der  Ableitongscoeffi* 

eienten  gelangen  lässt.  ' 

Es  ist  nämlich  einleuehiend,  dass  das  gegebene 

mPm 
SkalenoSder  +  ~—  construiit  werden  wird»    wenn 

^an  die  Hanptaxe  des  eingeschriebenen  RhomboC* 
ders  nach  einem  CoäfficienCen  q  verlängert  (Fig.  301)^ 
bis  sie  der  Axe  des  SkalenoSders  gleich  geworden, 
und  darauf  in  jede  Mitielkante  des  Rhomboßders  zwei 
Flächen  legt,  von  welchen  die  eine  den  oberen,  die 
andere  den  unteren  Endpunct  der  so  verlängerten 
Hauptaxe  trifft.  Nun  war  die  halbe  Hanptaxe  des 
eingeschriebenen  Rhombo^ers 

n 

also  wird  ma  =  — ^ * 

mid  der  Teriängemngsooefficient 

n 

Schreiben  wir  diesen  Co6f&eienteii ,  sum  Unter- 
ftdiiede  von  jenen,  die  sich  auf  die  Nebenaxen  be- 
ziehen, nach  Art  eines  Exponenten  oben  rectesr  Hand 
vom  Sjmbol  der  Grundgestalt,  so  wird 

"*        n 

das  secundäre  Zeichen  desselben  SkalenoSders,   für 

mPü 
wdk^hea  das  primitive  Zeichen  +  -tj-  gegeben  war. 

Da  in  diesem  Zeichen  die  secundären  Ableitnngscotf- 
ficienten  als  Functionen  der  primitiven  ausgedrückt 
sind,  so  lehrt  es  uns,  aus  dem  gegebenen  primitiven 
Zeichen  das  secundäre  'Zeichen  zu  finden.  Ist  uns 
dagegen  das  secundäre  Zeichen  gegeben,  so  wird  es 
die  Form  m'B^  haben,   und  wir  werden  daraus  die 
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ptnnitiTen  AUeüungscoCfficieiiteii  det  eatopr^oheiiden 

mPn 
Zeichens  -^tt- leicht  auffinden  können;  es  wird  nämlifth 


und  folglich  ^ftP^Tji  ^^  primitive  Zebhen,  welche« 
dem  secundären  Zeichen  «jR*  entspricht.    . 

%.    305. 
Fortsetzung. 

Aus  jedem  Rhomboe4er  +  mR  der  Reihe  in  §•  301 
Iftsst  si€|;(,  ein  Inbegriff  von  SkalenoSdem  ableiten; 
Man  verlängere  die  Hauptaxe  des  RhomboMem  nach 
einem  Co^fficienten  n,  der  rational  und  ^1,  nnd 
lege  hierauf  in  jede  Alit^lkante  von  ±  mR  zwei  Ehe* 
nen^  von  denen  die  eine  den  oberen,  die  andere  den 
unteren  Endpunct  der  so  verlängerten  Hauptaxe  triffit, 
80  wird  in  jedem  Falle  ein  SkalenoSder  constmirt 
Da  nun  n  aller  möglichen  Werthe  'zwischen  1  und  oo 
fähig  ist,  so  erhalten  wir  aus  jedem  Rhomboider  +mtL 
einen  zahllosen  Inbegriff  von  Gestalten,  der  sich  un- 
ter dem  Schema  folgender  Reihe  darstellen  lasst:  . 
±mR .+«iÄ» mRV 

Das  erste  Glied  dieser  Reihe  ist  das  Rhombo^ 
der  mR  selbst;  die  folgenden  Glieder  sind  lauter  Ska- 
lemäder  mit  coincidirenden  Mittelkanten  ^  welche  im- 
mer spitzer  werden^  je  grösser  der  Werth  von  n^  und 
endlich  für  n  =  oo  in  ein  hexagonales  Prisma  über- 
gehen, dessen  Flächen  durch  die  Alittelkanten  des 
Rhomboeders  gehen,  und  folglich  den  diagonalen 
Hauptschnitten  parallel  sind  (§.302^)  woraus  sich  er- 
giebt,  dass  dieses  Prisma  von  diagonaler  Flächenstel- 
lung,  und  daher  identisch  mit  dem  Prisma  ooP2  ist. 
Aus  welchem  Rhomb^Sder  man  übrigens  diese  Ablei- 
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tnng  Tortiehmen  mag,  so  wird  doch  immer  dasselbe 
liexagonale  Prisma  als  Grftnzgestalt  mR^  residti- 
ren.  Dass  aber  die  nftmliche  Ableitung  auch  auf 
odA  unwendbar  sejn  misse,  und  wie  sie  fBr  diese 
Gestalt  geltend  su  machen,  ist  weniger  einlenchtend. 
Weil  jedoefa.  jedes  mH^  =£=  6oP2,  so  ist  auch  ooll^- 
CS  ocP2,  und  weil,  zwischen  den  beiden  hexagdftalen  , 
Prismen  von  normaler  und  diagonaler  flächenstel)iing 
nur  dlliexagonale  Prismen  liegen  können,  so  kann 
ooR'^  nur  ein  dergleichen  Prisma  bedenten,  dessen 
Querschnitte  dem  Mittelquerschnitte  aller  siJt"  gleich 
und  ähnlich  sind,  da  ein  und  derselbe  Werth  von  n 
eine  und  dieselbe  Figur  der  Basis  bedingt. 

f.    306. 
SdiesM  des  iksknoMrisch  «ncheinendan  Hezagonabyatcmet* 

Die  secundäre  Ableitung  der  vorhergehenden  f). 

lässt  uns  zwar  auf  das  hexagohale  Prisma,  aber  nir* 

gends  auf  die  gleichnamigen  Pyramiden  von  diagona** 

1er  FlächensteUung  gelangen;    wie  sich  auch  schon 

!?Ä  ' 

daran«  ergiebt,  weil  .  niemals  =ac  2  werden  kann^ 

was  doch  der  Fall  seyn  mfisste,  wfenn  irgend  einmll* 
eine  dergleichen  Pyramide  darstellen  sollte.  Da  nun 
aber  diese  Pyramiden,  vermöge  der  primitiven  Ablei^ , 
tung  des  f.  300^  als  die  nothwendigen  Gränzge«* 
stalten  der  Skaleno^der  erkannt  wurden,  und  ihr  wirk» 
Hch  beobachtetes  Vorkommen  In  rhombo6drischen 
Krystalbeihen  die  Richtigkeit  dieses  Resultates  voll-^ 
kommen  bestätigt,  so  dürfen  wir  selbige  keinesweges 
wbA  dem  Inbegriffe  der  skalenolldrischen  Gestalten 
ansschliessen,  wenn  gleich  ihr  Zusammenhang  mit 
denselben  durch  die  secundäre  Albleitung  und  Bezeioh«^ 
nnng  gänzlich  verloren  geht  Soll  daher  tumBehufe 
der  leichteren  Uebersicht  ein  tabellarisches  Schema 
des  Hexagonalsystemes  in  seiner  )ikalenoädrischen 
I.  25 
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KnM&^nngiweite  ali%eBteUl  werden,  m  kann  dies« 
nur  in  der  Art  geschehen»  das»  Man  .niTlMerst  die 
Ifteihe  der  RhomboMer  aus  f.  301  mjt  den  Reihen  der 
ttalenoSder  amt  f.30&  verbindet,  nnd  dann  die  Ne- 
bemreihe  des  ScheuMui  ans  f.  296  abgesondert  danmteY- 
schreibt    Hiernach  erhalten  wir  folgendes  Skhema: 

^  SI<1  «I>1 

eJt ±siÄ ±R. ±mR. ooR 


OOÄ« 


eP2.. 


..siP2.. 


.P2., 


..«P2.. 


.ooP2 


Die  oberste  honsontale  Reihe  dieses  Schemas, 
welche  wir  wiederum  die  Hauptreihe  nennen,  be- 
greift alle  Rhomboeder,  und  das  hexagonale  Prisma 
Ton  normaler  FlächenstelliiDg. 

Die  unterste,  abgesonderte  horiiöntale  Reihe, 
welche  den  Namen  der  Nebenreihe  beibehält,  be- 
greift alle  heiuigonalen  Pyramiden  nnd  das  gle&chna« 
niffi  Prisma  von  diagonaler  FlächensteUnng. 

Die  mittleren  horisontalen  Reihen,  mit  Ansashme 
der  eingeklammerten,  begreifen  lauter  SkaleaoMe« 
nnd  dihexagonale  Prismen,  und  swar  jede  eina^ 
Reihe  (für  welche  derselbe  Werth  von  n  gilt)  nur 
solche  Gestidten  von  gleichen  und  ihnliehen  Mittel«* 
Querschnitten.  Die  eingeklammerte  Reibe  seibat  ent* 
hältd^egen  nur  eine  und  dieselbe  Gestalt,  nim^ 
lii^  das  hexagonale  Prisma  der  zweiten  Art,  sooPZ 

Jede  verticale  Reihe  enthält,  mit  Ausnahme  des 
Gliedes  der  Nebenreihe,  Gestalten  von  gleicUaufim- 
den  Mittelkantea. 
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Dat  RhoniboSj^  tipd  dl0  iMagjOiUd«  Pyramide 
jeder  verticalen  Reihe  haben  gleiche  ÜMptaxen. 

i    307. 

Ausser  dem  eingeschriebeiten  RhomboSdet  sind 

fliPn 
init  Jedem  heiiagoimleftSkaleaoidfcit  ±-"<*^  tioch  swei 

andere  RhombolSder  gegeben  ^  Wefcke  trh"  die  Rhoni- 
bofider  der  Polkanten  nennen  Woflen.  Cs  haben  nftm- 
Iteb  tfe*  b^derlet  Pblk«tten  einet  jeden  SkalenoMers 
•Im  gttii  ähnliob#  Lage  wie  di#  Fdlk«ttten  irgend 
«wetefi  in  v«rWMdeter  SteHnng  befindlicher  Rhonr- 
boider.  Denn  »ie  liegen  sSnnnrifek  In  den  diagena^ 
len  Hanptschnitten,  jedoch  so,  dase-  Ae  drei  oberen 
Polkanten  jeder  An  io  die  ai^MredbJielfi4eii|  di*  drei 
nnteren  Polkanten  ib  die  swischengelegeneil  Haupt- 
schniue fallen;  anek  hßk^n  ^  ^if hainiigto Poikan* 
fett  gleich«  Neigung  geg^ü  die  QuilptaiLe.  Diesdben 
beiden  Bodingnngen  der  La^e  In  den  nbwechselnden 
diagonalen  Hanptirtcbttlttett,  nnd  deir  gleichen  Neigung 
gegen  die  IJbttptaxe  flndna  nbti  Im  ABgfeü^kMi  f&r 
jedes  RhomboMdr  ±  m'R  8tnU;  folgliiji  We#deift  die 

boiderlei  PolkaMeS  etiM«  jeden  SknloneCders  ±  ^ 

mit  (denen  Irgend  sweierRhombötfdelf,  ^o  hichl  coin«* 
tlfir«n^  so  doch  parallel  laufen. 

Dlo  Glelchitilgen  Aet  In  den  §Htm  Se\tantta  fal« 
kttden  Polkantii  Jodes  Rhombotfdert  4  nt'A  sind  t 

DiO  Cdeichnngifen  det  beiden»  tn  de|uielb«n  Sexf 
tun  fall^ndM  Po 
fisnden  lidi  oboni 


mPm 
tant«tl  faU«iid«it  PolkMttM  4««  S)(til«ilo{S^Ars  ^  6b<« 


25' 
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_^      (2»-l)£_  _^_^ 

ma^       n  ' 

Hieraus  folgt  für  den  ParaUdkmiB  der  Polkan- 
tea  des  RhomboSders 

1)  mit  den  kürzeren  Polkanten: 

m'a  :  1  a=s  ma{2»—l)  :  n 

2)  mit  den  längeren  Polkanten: 

m'a  :  1  =  ma(n  + 1)  :  n- 
Da  sich  nnn  das  RhomboMer  der  kürseren  Pol* 
kanten  in  gleicher ,  das  RhomboMer  der  läi^|[er#tt 
Polkanten  aber  in  verwendeter  Stellung  mit' dem  Siu^ 
leno^der  bejBoidet,  so  werden  die  Zeichen  diese«  bei- 
den Rhombo^der: 

Rh.  der  kürzeren  Polk.  =  +  ?ü(??zl)i{ 

Rh.  ^er  längeren  Polt  =  T  ?^^t*)/{ 

Es   war   aber    das    eingeschriebene   RhomboSderi 
oder,  wie  man  es  auch  nennen  kann»  das 

Rh.  der  RUttelkanten  «  +  *12z±)ä 

'^  ■     • 
Weil  nun: 

so  erhalten  wir  das  Resultat,  dass  die  Axe  des  Rhom* 
bo^ders  der  läügeren  Polkanten.  =  djBr  Summe  der 
'Axen  der  beiden  andern  Rhombo^der;  ein  Resultat^ 
welches  sowohl  an  und  für  sich ,  als.  auch  in  Bexng 
auf  die  ähnliche  Relation  in  §.  214  merkwürdig  ist. 

Wollen  wir  dieselben  Rhombo^der  in  Bezug  auf 
das  secundäre  Zeichen  s»'il«'  ausdrücken,  so  haben 
Wir  nur  in  ihren  vorstehenden  Zeichen  mV  statt  wh 

nnd  -TV?  ^^^  *  *^  schreiben  (§.  304);   dann   folgte 
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nach  Unterdrüokang  der  Aecente,    idlgemein  für  das 

Skaleno€der  +  m/l": 

Rh.  der  Mhtelkanten      =3  +  MÜ 

Rh.  der  kärgeren  Polk.  (=  +  4m(3»— i)JB 

Rb.  der  längeren  Polk.  as  +  im(3»+i)B 

k)  Ppr^rnUäk  HmniMim. 

§.308. 
Ableltimg  der  hexagonalen  Pynuniden  der  ddtten  All 

Die  hexagonalen  Pyr«aniden  von  abnormer  Flä- 
chenstellnng  sind  die  hemiSdrischen  Gestalten  der  di- 
hexagonalen  Pyramiden  nach  den  an  den  abwech- 
selnden Mittelkanten  gelegenen  Flächenpaaren;  oder, 
die  durch  den  Gegensatz  von  rechts  und  links  ent« 
stehenden  hemi^drischen  Gestalten  jener  Pyramiden. 

Weil  jede  bleibende  Fläche,  ausser  mit  ihrer 
bleibenden  Nebenfläehe  aus  der  entgegengesetiten^Py* 
ramidenhi^e,  nur  noch  mit  zwei'Nachbarflächen  aus 
derselben  Pyramidenhälfte  zum  Durchschnitte  kommt, 
so  wird  sie  nach  ihrer  Vergrösserung  wiederum  ein 
Dreieck  darstellen.  Und  weil  alle  Mittelkanten  der 
Muttergestalt  in  der  Ebene  der  Basis  liegen,  so  wer- 
den sich,  bei  der  Vergrösserung  der  an  den  abwech- 
selnden Mittelkanten  gelegenen  Fläohenpaare,  diese 
sechs  JMittelkanten  zwar  mit  verlängern,  aber  ihre 
Li^e  in  einer  Ebene  beibehalten.  Die  neue  Gestalt 
ist  also  nptbwendig  eine  Pyramide  (f.  55).  Ihre  Ba- 
sis muss  aber  ein  reguläres  Hexagon  seyn,  weil  die 
sämmtlichen  Mittelkanten  der  Muttergestalt  äquidi- 
stant  vom  Mittelpunc^e,  von  den  abwechselnden  Mit- 
telkMiten  aber  je  zwei  gegenüberliegende  parallel, 
und  je  zwei  benadkbarte  unter  120^  gepeigt  sind.  Die 
hemigdrische  Gestalt  ist  daher  eine  hexagonale  Pyra« 
mide.  Weil  en^ich  die  Mittelkanten  der  Mutterge- 
stak  weder  den  Nebenaxen  nodi  den  Zwischenaxen 
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paraUel  kmfmi^  tondetn  |ed)ßii(UUbi  dne  iBbtiere  Rieb- 
(ung  haben,  so  kann  die  hemi€drüNAd  Pymiide  aar 
eine  P^rmmide  Ton  aboormer  FlftcheuteUmg,  oder 
eine  hexagonale  Pyramide  der  dritten  Art  seyn. 

Die  beiden  aas  einer  und  dsraelbeii  dthexagona- 
len  Pyriunide  siP/i  abzuleitenden  hexagonalen  Pyra- 
miden erhalten,  gans  ans  denselben  Gründen,  welche 
oben  in  §.  216  für  die  fthnlicben  Ableitungen  im  Te- 
tragonalsysteme  angegeben  wor4(Ni,  und  daher  fiir  ge* 

genwärtigen  Fall  nachsusehen  sind,  die  Zeichen  y  ^^ 
und  ^  _. 

s-  309/ 

<o(riozgeaftsh«o  der  beaagonaleii  Pyinsniäfn  der  arittm  An. 

fietüt  vtMi  Si=iäo,  so  V€vWaiidelt  «ich  ^e  hexa. 
gonaie Pynmide  tn  diu  hexagonnles  Prisma  tob 

abnormer  FläoheiisteUuQg^  dessen  Zeteren  y^^  und 

f*»r  »  »c  t  etiifit  man  die,  mit  ihmi  stwitli. 
ehencwdlf flächen  v öllst in dig erscheinende,  Ites». 
gmaSe  Pyr^de  mP,  vaA  nuf  gleiche  Weise»  ftr  »«rif, 
4ie  ireilstttndig  erscheinende Pyrnmide  siP2,  Um 
dtaf  nur  die  fSftdheq  der  Pyramiden  der  Haupt-  vA 
Nebemeihe  disrch  flire  HHheiiBnieB  in  «srei  llKÜe 
ifaeUen,  und  muf  «e,  4«reh  diese  FÜdi^dlMtuiis 
gleichsam  dihexagonal  gewordenen,  Pymmiden  dan«lbtt 
Oesels  der  HemU^e  anwemlen,  indem  i«an  MlweAw 
die  Ünioeii  oder  die  reefa^eo  IRleheiipaare  ihrer  ^ 
seien  Qlieder  jrergrnsiien,  um  sich  von  fcf  itMi%. 
keit  dieser  Hemitate  su  ikbenmugen. 

Es  folgt  akw  hiertas  f3r  die  fynmidiil-hemilS- 
drischeErsefaeimngs^^ise  desüexageimlsyi^emes  4hn 
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Regel  9  4a8S  He  Gestalten  der  Haupt-  und  Nebetedhe 
ToUständig)  die  Gestalten  der  Zwischenreihen  dage- 
gen ah  hexagonale  Pyramiden  und  Prismen  ron  ab-^ 
nenner  flächenstellung  auftreten;  eine  Regel,  welche 
in  der  Krystallreihe  des  Apatites  ihre  ToUkonmene 
Bestfttigung  findet. 

f.  3ia 

AUeitaag  te  kesagwalen  Trapeio^er« 

Die  hexagonalen  TrapezoSder  sind  die  hemi^dri- 
schen  Gestalten  der  dihexagonalen  Pyramiden  nach 
den  abwechselnden  einseien  Flächen;  oder,  die  durch 
die  gleichseitigen  Gegensätse  ron  oben  und  unten, 
von  rechts  und  links  entstehenden  hemi^drischen  Ge- 
stalten jener  Pyramiden. 

Die  Hemiedrie  nach  einxelen  Flächen  kann  für  die 
dihexagonalen  Pyramiden  nur  eine  geneigtflächige  Ge- 
stalt geben,  weil  jeder  Fläche  Gegenfläche  die  siebente 
in  der  Reihe  der  Nebenflächen,  und  daher  eine  ungerad- 
zähUge  ist  (f.  50).  Nun  hat  jede  bleibende  Fläche 
drei  Neben-  und  vier  Nachbarflächen;  sie  erleidet 
also,  weil  jene  verschwinden,  während  diese  mit  ihr 
xugleich  wachsen,  nach  der  VergrSsserung  vier 
Dmrchschnitte,  und  wird  eine  vierseitige  Figur.  Da 
sie  aber  nur  gegen  die  beiden  Nachbar&ächen  der- 
selben Pyramidenhälfte  gleiche,  gegen  die  der  ent- 
gegengesetzten Pyramidenhälfte  ungleiche  Neigung  hat, 
so,  werden  die  vier,  sie  begränzenden  Kanten  dreier- 
lei Werth  haben,  indem  neben  zwei  Reichen  Polkan- 
ten zwei  ungleiche  Mittelkanten  entstehen.  Diese 
letzteren  können  übrigens  nicht  mehr  in  der  Basis 
liegen,  sondern  müssen  vielmehr  im  Ziclnack  anf- 
und  absteigen,  weil  f&r  jede  bleibende  Fläche  die  Ne- 
benfläche aus  der  en^egengesetsten  Pyramidenhälfte 
verschwindet,   und  doch  jede  neue.  MKttelkante  dia 
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Ebene  derBatis  in  einem  Punote  «chneUet.  Ana  al- 
len diesem  folgt,  dass  die  hemi§dri«che  Gestalt  eine  von 
.2wölf  gleichsefaenidigen  Trapexoiden  nmscMossene  Ge» 
«talt,  deren  Mittelkanten  nicht  in  einer  Ebene  lie* 
gen»  oder,  dass  sie  ein  hexagonales  Trapexo^der  ist 
Die  zwei,  aus  einer  und  derselben  dihexagoiui- 
len  Pyramide  mP«  abziileitenden  TrapezoCder  wer- 
den, ganz  aus  denselben  Gründen,  welche  oben  in 
f.  218  bei  der  Ableitung  der  tetragonalen  TrapexoC» 
der  angegeben  wurden,  nnd  auch  für  gegenwärtigen 

mPi9         siPii 
Fall  buchstäblich  gelten,  mit  r^-^  und  /-rj-  bejelchnet 

§.    31L 

Gr&iogest^ten  der  hezagooaleo  Trapeso^de^. 

Setzt  man  m  =  oc,  so  verwandelt  sich  das  hexa** 
ganale  TrapezoSder  in  das  dihexagonale  Prisma 
.PoPhj  dessen  abwechselnde  Flächen  jedoch  eine  ver- 
schiedene Bedeutung  haben,  indem  sechs  auf  die  obere» 
und  sechs  auf  die  untere  Gestalthälfie  zu  bej^iehen 
sind;  ein  Unterschied,  welcher  sich  im  Falle  des  He* 
mimorphismus  sehr  auflTallend  ^n  ernennen  geben 
würde,  weil  dann  diese  Gränzgestal^  der  Trapezo^- 
der  als  hexagonales  Prisn^a  von  abnormer  Flächen- 
^iteUung  erscheinea  müsste. 

Für  M  =£?  1  verwandelt  sich  das  TrapexoSder  ip 
die,  mit  allein  12  Flächen  vollständig  erscheinende, 
hexagonale  Pyraniide  »P,  und  für  j»ss2  in  die  eben 
jko  vollständig  erscheinende  hexagoniUe  Pyramide 
,fßP2,    Von  der  Richtigkeit  dieser  Behauptungen  über- 
zeugt man  sich  leicht,    wenn   man  die  Flächen   von 
mV  sowohl  als  von  i9P2  durch  ihre  Hoheniinien  hal- 
birt,  und  dann  auf  die    gleichsaiii   dihexagonal   ge* 
wordenen  Gestalten,  mit  stetpr  Berücksichtigung  ih- 
-  rer  in  §.  297  erläuterten  Gliederung,  dafselbe  Gesetz 
der  Ilemi^drie  in  Anwendung  bringt. 
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Em  folgt  also  hieraai  f3r  die  lrapeM€dri8che-Er* 
icheiniiiigsweise  des  HexagoBalsjrstemes  die  Regel, 
dasf  Dar  die  dihexagonaleQ  Pyramiden  als  TrapezoS- 
der,  alle  übrigen  Gestalten  aber  vollständig»  mit  ih- 
ren sämitttlichen  Flächen ,  gerade  so  erscheinen,  als 
ob  sie  holoedrisch  aufträten. 

C.     Ableitung  der  tetartoedrischen  Gestalten. 

§.    312. 
Vertohiedeiie  Arten  der  TetarteSdrie. 

Wie  der  HemiMrie,  so  scheint  aneh  der  Tetar- 
toMrie  die  in  f.  297  erörterte  €9iedemng.  der  dibexa^ 
gonalen  Pyramiden  sn  Grande  sa  liegen,  indem  von 
je  vier,  m  einem  Gliede  gehörigen  Flächen  immer 
drei  verschwinden,  und  eine  soröckbleibt.  Nach 
der  verschiedenen  Lage  der  bleibenden  Flächen  zn 
einander  and  zu  den  verschwindenden  bestimmen  sich 
die  verschiedenen  Resnltate,  welche  die  Tetartoädrie 
Ar  die  Erscheinungsweise  der  hexagonalen  Gestalten 
mr> Folge  hat;  Resultate,  welche  sieh  freilich  bedeu- 
tend vervielfältigen  würden,  sobald  man  dasVerhält- 
ntss  der  Tetartoädrie  auch  in  der  Weise  geltend  ma- 
chen wollte,  dass  mit  dein  gänzlidien  Verschwinden 
der  abweehsefaiden  Glieder  fie  Yergrdsserung  Je  zweier 
Fläefaen  der  übrigen  Glieder  einträte.  Weil  jedoch 
tetartoSdrische  Gestalten  überhaupt  bis  jetzt  nur  an 
zwei  hexagonalen  Mineralspecies *)  beobachtet  wur- 
den,  und  der  Charakter  der  Tetartoädrie  bei  blos  ein- 
seitiger Ausbildung  der  Krystalle  oder  eintretender 
Zwillingsbildung  sehr  unsicher  und  vieldeutig  wird, 
so  lassen  sich  die  veisebiedenen  Modificationen  nicht 
zaveriässig  angeben,  nach  welchen  das  Verhältniss 
in  der  Wirklichkeit  Statt  finden  mag.  Um  daher 
unsre  Betrachtungen  übereinstinunend  mit  denen  der 


*)  Att  Quarse  und  Titaneiaen. 
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HemU^drU,  wid  frei^  von  nntslofler  VenrielfidtigitBg  n 
erhalten,  woUea  wir  die  TetartoCdrie  jedenfaUs  tat 
alle  sechs  Glieder  der  hexagonalen  Gestalten  geltmd 
maohen,  ohne  d^e  abwechselnden  au  fiberspringea« 

Unter  dieser  Yoranstetsattg  sind  aber  nur  swel 
Modalitäten  der  Tetarto€drie  mdglich.  Es  wird  nftm- 
lieh  fär  die  abwechselnden  Glieder  Jedenfalls  der  Ge* 
gensata  von  oben  und  unten  eintreten,  indem  in  dreien 
derselben  eine  obere,  in  dreien  eine  untere  Fläche, 
die  bleibende  ist^  dabei  können  jedoch  die  oberen 
mit  den  unteren  CläN^ien  in  Beaug  auf  keckta  und 
links  entilreder  eiae  tlbemnatiflunend^  Vereine  Mit« 
gegeagesetxte  Lage  haben.  Diess  giebt  folgende  swei 
Arten  der  Tetar(o4(drie ,  weldie  wir  nach  den  Resul- 
,  ftatMi,  weiche  sie  für  die  Erscheinungsweise  der  dihaxa* 
gonaleli  Pyramiden  aur  Folge  haben,  mit  den  Nameä 
der  rhombo<^drischen  und  trapesoiSdrischea 
Tetartoädrie  bezeichnen  W(^en. 

1)  Rhomboädrische  T;  es  wadisen  In  den  ab- 
wechselnden Gliedern  nach  oben  und  unten  ent* 
g^engesetat,  nach  rechts  und  links  fibereinstini* 
mend  liegende  Flächen;  Fig. 372. 

2)  Trapesol$drische  T.;  es  wadisen  luden  ab* 
wechselnden  Gliedem  nach  oben  und  unten  so- 
wohl, als  nach  rechts  und  links  entgegei^gesetst 
liegende  Flächen;  Fig.  373. 

f.    313. 
Vtfh&Itiilii  d«r  TetartoSdiie  sor  Hflodidrit. 

Da  die  Tetarto€drie  aur  das  sjmmetrisdi  Ter- 
theilte  Viertel  der  Flächen  der  Muttergestalt  in  A»> 
Spruch  nimnit,  während  die  Hemiädrie  die  sjmmetriseh 
vertheilte  Hälfte  derselben  fordert,  so  werden  wir  db 
Resultate  jener  aus  den  Resultaten  dieser  afaieitea 
können,  indem  wir  die  letsteren  einer  abermaligen 
hemiädrischen  Halbirnng  unterwerfen.   Und  so  rerhält 
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ei  lieh  auch  in  der  Thmt     Vet^eteht  nran  «liiilidi 

die  bleibenden   tecbs  fläcfasn    der   rbonb»€dritdi«n 

TeturtoMrie  mit  den  bleibenden  swotf  Flidiea  der 

■bdenoftdrisefaeD  oder  pjrranidaien  HenlCdrie,  so  er* 

giebt  rieh,  das«  Jene  gemm  dieselbe  Lage  haben,  wie 

die  abwechselnden  einxelen  Ilflehen  von  diesen.  Folg« 

Koh  werden  wir  auch  auf  dasselbe  Resultat  gelangen 

»Bssen,  wesn  wir,  statt  die  Regel  dieser  Tetaito^dria 

punittelbav  anf  dk  dihexagonak  Pyramide  ansnwenden, 

entweder  die  SkalenoSder  oder  die  hexagoioden  Pyra«^ 

miden  Ton  abnvrmer  FUbefaenstelhmg  der  Hradidiie 

naeh  den  abweehseladen  rinnelen  flächen  unterwerfen* 

Verg^chen  wir  eben   so   die  bleibenden  sechs 

flidlen  der  tmpesoMrisden  TetartoCdrie  mit  den 

Ueihenden  swölf  Flidien  der  hexagonalen  fikalenoO^ 

der  oder  TrapesoMer,   so  finden  wir,  dass  jene  ge* 

nmi  diesdbe  iLage  haben,  wie  die  Fläclien  der  an  den 

abwechselnden  (normalen)  Mittelkanten  gelegenen  Ha* 

cfaenpaare  beider  Gestalten.   Folg^h  werden  wir  anf 

dasselbe  Resultat  gelangen,   wir  ftSgen  na  die  Re* 

^1  dieser  Tetarto§drie  unmittelbar  für  die  dihexago- 

nale  Pyramide  geltend  machen ,  oder  die  Skaleno§der 

und  hexagonalen  Trapeso€der   der  HeniiSdrie   nach 

den  an  den  abwechselnden  (normalen)  Mittelkanten 

gelegenen  Flächenpaaren  unterwerfen. 

m)  BkomboidrUche  I^ärioiArie. 

f.    314. 

Ableitong  der  RhomboMer  von  abnonser  FMchenstdhmf . 

Die  Rhomboäder  von  abnormer  Flächenstellung 
sind  die  tetartb^drischen  Gestalten  der  dihexagonalen 
Pyramiden  nach  den,  an  den  abwechselnden  Mittel- 
kanten gelegenen,  abwechselnd  oberen  und  unteren 
Flächen;  oder,  diejenigen  tetartoädrischen  Gestalten 
jener  Pyramiden,  welche  durch  VergrSsserung  der 
in  den  abwechselnden  Gliedern  nach  oben  und  unten 
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entgegengeietit,  nach  rechtt  and  Hiiks  fiberftintfii- 
mend  liegenden  Flächen,  entstehen« 

Ans  dieser  ihrer  Definition  folgt  nnmittelbar,  das« 
dieselben  Rhombo^der  zom  Vorscheine  kommen  mes- 
sen, wenn  man  in  den  hexagonalen  Pyramiden. der 
dritten  Art  die^  abwechselnden  einseien  FUchen  mr 
Vergrösserong  bringt.  Da  nnn  der  in  .f.  299  gegebene 
Beweis  für  die  Ableitung  der  RhomboHder  aus  den 
hexagonalen  Pyramiden  eigentlich  gans  nnabhlagtg 
von  der  Stellung  und  Bedeutung  dieser  Pyramiden  uf, 
so  werden  auch  die  hexagonalen  Pyramiden  Ton  ab- 
normer Flächenstellung  nothwendig  auf  Rhombollder 
gelangen. lassen,  sobald  ihre  abwechselnden  einselen 
Flächen  wachsen,  bis  sum  Verschwinden  der  fibri- 
gen.  Nur  werden  diese  Rhomboäder  eben  so  von  ab- 
normer Flächen^telluitg  seyn  mnssen,  wie  die  warn  üP 
abgeleiteten  Rhomboäder  normale  Flächenstellung 
hatten. 

Die  Zeichen  der  vier,   aus  ^iner  und  derselben 

dihexagonalen  Pyramide  mPn  abxuleitenden  Rhombo€- 

r  siPn 
der  von  abnormer  Flächenstellung  sind:    +  y— r— 

-.  ,    /  «iPa 

und  + r— . 

""   r     4 

I.    315. 
GrinsgeitslUB  der  RhonbeMer  von  abeoriMr  Fildifnrtnttii^g 

Für  m  3s  CO  verwandeln  sich  die  Rhomboäder 
von  abnormer  Flächenstellung  in  hexagonale  Pris- 
men, deren  abwechselnde  Flächen  jedoch  eine  ent- 
gegengesetzte Bedeutung  haben. 

Für  n  =  1  wird  «iPj»  ssiP,  und  das  Rhombo^ 
der  der  dritten  Art  ein  Rhombo^der  der  ersten 
Art,  oder  ein  R.  von  normaler  Flächenstellung,  wel- 
ches in  der  Erscheinung  durch  nichts  von  demRhom- 


Digitized  by  VaOOQlC 


Systemlehre.  ffexagonalsystem.  Cap.U.    397 

boSder  ±  —  .  oder,  +  mR  verschieden  ist,    obwohl 

«eine  Fläishen  mnr  bis  die  vergrSsserten  rechten  oder 
linken  Flftobenlifilften  des  letzteren  gedeutet  werden 
inössen. 

Für  n  SS  2  verwandeln  sieh  die  Rhombo^der  der 
dritten^  in  Rhomboäder  der  «weiten  Art,  oder 
n  Rhomboßder  von  diagonaler  Flächenstellang,  de- 
nen wir  also  hier  zum  ersten  Male  begegnen. 

Die  beiden  hexagonalen  Prismen  cx^P  und  ooP2 
erscheinen  tetarto^drisch  vollständig,  doch  behal- 
teft  ihre  abwechsdnden  Flächen  eine  en^geogesetste 
Bedeatong» 

Allgeneia  erhalten  wir  also  fSr  da3  Hexagonal- 
qrstem  in  «einer  rhomboiSdrischen  Tetartoädrie  die 
Begel,  dass  die  sänuntlichen  Pyramiden  alsRhomboä- 
der  9  und  die  sämmtlichen  Prismen  als  hexagonale 
Prismen  auftreten,  und  dass  jene  Rhomboöder  sowohl 
ak  diese  Prismen  normale,  diagonale  oder  abnorme 
Fiächenstellung  haben.  Je  nachdem  sie  aus  der  Haupt- 
reihe, aus  der  Nebenreihe  oder  aus  Zwischenreihen 
stammen. 

k)  Träpexoeimehe  Tiiwioedrie, 

f.     31& 

AbleÜQiig  d«r  trigenaleii  Trapeso^er. 

Die  trigonalen  Trapeze^der  sind  die  tetffirtoMri« 
sehen  Gestalten  der  dihexagonalen  Pyramiden  nach 
den  an  den  abwechselnden  normalen  Mittelecken  ana« 
le^  gelegenen  Nachbarflächen;  oder,  diejenigen  tetar^ 
loedrisohen  Gestalten  jener  Pyramiden ,  welche  durch 
Vergrösseruhg  der  in  den  abwecbsehiden  Gliedern 
Mich  oben  und  unten  sowohl,  als  nach  rechts  und 
Unlui  entgegengesetat  liegendeu  Flächen  entstehen. 

Jede  bleibende  Fläche  kömmt  mit  vier  ändern 
bUibeoden  Fbloben  cum  Durchschnitte^  und  wird  also 
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allgemein  eine  vietaeitige  Figur;  da  sie  ab#r  itrspvüng- 
lieh  nur  gegen  die  xwei  Flächen  demelbett  Pyramiden- 
kilfte  i^eidhe,  gegen  die  beiden  fliihe»  der  emgm^ 
gengeeetsten  PTramideidiilfte  ungleielfee  Neigung  km^ 
so  .werden  eich  auch  für  sie  neben  iwei  gleichen  Pol» 
kanten  swei  ungleiche  Mittelkanten  ausbilden ;  wor- 
aw  sich  folgern  Itesty  dass  die  Fliehen  der  tetwtoi« 
diiscben  Gestalt  i^chscbenkllge  Trapeaoide  wmwAm 
müssen.    Die  neuen  Mittelknnten  ktenen  aber  werfet 
in  der  Ebene  der  Basis»   noeh  iberbampt  in  einer 
Ebene  fiegen»  da  ffir  Jede  bleibende  Fliohe  dmenlge 
vereehwkMlet,  welehe  mit  ihr  eine  herisonlale  Kante  M* 
dete,  die  abwechselnden  Mittelkanten  aber  noeh  dank 
Ae  idmecbselnden  Endpunole  der  Nebenaxen  laufen. 
Die  neue  Gestalt  ist  daher  eine  von  aecki  glni^ 
sehenkligen  Tnqpeioiden  nmsdJosseno  Gestalt,  deren 
Mittelkanten  im  Zicknek  auf-  und  abataigBO,  d.  h. 
ein  tvigonales  Trapesotier. 

Die  Zeichen  von  je  vier,  ans  einer  nnA  denetben 
dihexagonalen  Pyramide  abxnleitenden  trigonalen  Tn^ 

pezoSdern  sind:  i  r  -j—  und  ±  '-r*. 

§.    317. 
Crlssgattaltoi  d«r  teigoaslan  TrapesoMsr. 

Ffir  flis^oo  rerwondeln  sieh  die  trigonalen  Tra- 
pesoMer  in  ditrigonale  Prismen,  indem  dieselbe 
Regel  der  Tetartoädrie,  auf  öoPn  angewendet,  die  Vor* 
gidssemng  der  an  den  abwechselnden  normalen  Sali« 
tenkantan  gelegenen  Fliohenpaare  fordert  ^  doch  ha« 
ben  die  abwechselnden  Fliehen  dieser  Prismen  eine 
enigegedgesetite  Bedeutung. 

Fftr  n  =»  1  verwandeln  sich  die  Tripenotder  ki 
llhomboSdei^  von  normalerFläehenstollnng^ 
weleho  sich  ihrer  Erscheinung  nnch  durch  niehia  von 
den  Rhemboideim  i»  f  299  unsetsehoiden»   wiMroU 
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lim  obere»  and  «aureii  FUklmi  eine  mA  rechte 
mul  loike  venchiedene  Bedeadmg  habeiL 

F6r  n  Bxs  3  verweAdeki  sieh  die  TrcpeseSder  Im 
tfigonale  Pyramideft  ven  diagonabr fliehemtel- 
Uagj  deren  ^ere  «nd  «ttere  Fittchen  naeh  rechte 
iM  Unke  verschieden  sittd,  was  Jedoch  auf  die  Ery 
icheimuig^  der  Gestalt  eelhat  ahne  Einlass  bleibt. 
Aieeer  ZaAaautoenhMig  der  trigonalea  Pjrramidenr  mit 
dctt  ÜMrigett  tetartoMnadien  Gestalten  das  Systemes 
Wird  dorch  ihr  VoriioMnen  ia  der  Wirklichkeit  vaU- 
Itommea  beettttigt 

Oae  Prisma  oeP  erscheint  Volle tindig  mit^aL* 
len  a^«9  jedoch  il^rer  Bedeatnng  nach  entgegenge». 
ee^atfai  Hftchen;   ^ba  Prfama  oqP2  dagegen  nur  mit 
•einaii    abwechselnden    Fliohea,     als    trigonalea 
Prisma  r-on  diagonaler  Flftchenstellnng. 

.  Allgemein  erhaliea  wir  also  fiur  das  Hexagonab 
System  in  seiner  trapezoedrischen  Tetartoädrie  Ae 
Begal,  dass  die  Gestüten  der  Haapireihe  da  Rhom- 
boidec  und  hexägoaaleB  Prisasa,  die  Gestalten  der 
Nebenreihe  als  trigonale  Pyramiden  nnd  trigonalea 
Prisma,  die  Gestalten  der  Zwischenreihen  endlich  als 
trigonale  Trapesoeder  und  ditrigonale  Prismen  aut- 
treten. 


Drittem    Capitel 

Vo-fl   der  Bereebnnng  der  Gestalten  des 
Hexagonalsystemes. 

i   318. 

Vorbereitung. 

Das  dreisählige  Axensystem,  Welches  nach  |.  280 
allen  9  im  Gebiete  des  Hexagonalsystemes  Torauneh- 
menden  Qechnongen  subsidiarisch ,  an  Gründe  gelegt 
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werden  mius,  ist  eigentlich  ein  monokliooMrisckes 
(f.  24);  denn,  nachdem  dieAxe  deri»  eliminirt  wor- 
den, bleiben  nnr  noch  die  unter  60^  geneigten  Axen 
der  y  und  z  mid  die  Axt  der  or,  welche  aaf  jene« 
beiden  recbtwinklig  ist.  Der  Unterschied  besteht  mr 
darin,  dass  im  monoklinoMriscb^n  Systeme  eine  4er 
schiefwinkligea  Axen  vertical  an  stellen  ist  (f.  41), 
wähnend  in  gegenwärtigem  Systeme  die  Axe  der  x 
die  Hauptaxe  seyn  n|id  bleiben  mnis.  Weil  warn  Ae 
sämmtlichen  Caleiile  im  Gebiete  eines  monoklinoMri* 
sehen  Axensystemes  davon  gans  unabhängig  sind,  ob 
diese  oder  j^ne  Axe  die  Rolle  der  Hanptaxe  spieh, 
so  ]£Önnen  wir  die  in  der  Elementarlehre  f.  24  n.  f. 
gefundenen  Formeln  unmittelbar  ftr  die  Berechnung 
des  Hexagonalsystemes  in  Ansprach  nehmM,  wenn 
wir  in  denselimn  q  =r  6(f  setaen,  die  Buchstaben  s 
und  z,  «  und  o  rertanschen  ^,  und  endlidi  alatt  a^  h 
und  c  die  Grössen  m,  h  und  r  schreiben. 

Für  irgend  einen  durch  seine  Coordinaten  jt,  y 
und  %  gegebenen  Ponct  wird  also  die  €entraldistajHt: 

D  =  V^^+y^  +  z^  +  yt  (§.27) 
und  für  irgend  zwei,  durch  ihre  Coordinaten  gegebene 
Pdncte  die  gegenseitige  Dlstanslinie, 

Für  irgend  eine  Fläche,  deren  Gleichung 

£  +  >(.  +  i.  =  1 

werden  die  Gleichungen  der  Normale  aus  dem  Mit« 
telpuncte,  nach  |.28 

X y 

3nr         2m(2r—n)  ™  " 


*)  Demi  unter  X  babeit  wir  die  Coordinate,  utit^r  s  dai  Pa« 
rameter  zu  TuntefaeA,  wvkher  ^ch  auf  die  Hsoptaxe  bezieht 


Digitized  by  VaOOQlC 


^stenUehre.  Hexagonalsyätem.'  Cap.  II J.    401 
3iir         2«(a»— r)  ~ 


£ 


-       :r^-      -0 


2i>— r  2r— « 

ittid  die  Lädge  dieser  Normale: 


iV  = 


K*ii»(»»— «r+*-')-|.3»»r»- 
Der  CosiUns  de«  Neigungswinkels  W  zweier  Flä-t 
eben  ß'v.od  F',  deren  Gleichungen 

^  +  -?^  +  ^  =  1 
m         n  T 

ffaidet  »ich  nach  §.  29 


Zar  Anflindaog  des  Cosinus  des  Neigungswinkels 
17  Eweier  Linien  JL  und  If'  haben  wir  zuvorderst  in 
den  für  jene  Linien  allgemein  zu  Grunde  gelegten 
Gleichungen  des  §.  30  die  Coordinaten  w  und  z  zu 
vertauschen  9  sodass  bei  allen  hierher  gehörigen  Rech-* 
nuBgen  die  gegebenen  Gleichungen  der  Linien  mit 
folgenden  schematischeti  Gleichungen  parallelisirt 
li^erden  müssen: 


1  o  /? 


f5rl,  J£.  +  ^=-0        furZ' 


X         z 


Dann  wird  unmittelbar: 
oder  auch: 

L  26 
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Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  cor  Be- 
rechnung der  einzelen  Gestalten  übergehen;  wobei 
wir  wiederum  für  die  Grnndgestalt,  es  mag  nun  sol- 
che als  hexagonale  Pyramide  oder  als  Rhomboßder 
gedacht  werden^  jedenfalls  das  Verhältniss  der  hal- 
ben Nebenaxe  zur  halben  Hauptaxes=:l  :  a  Toraus- 
setsen,  und  die  Berechnung  selbst,  in  der  Abtheilang 
der  holoedrischen  Gestalten  sowohl ,  als  in  den  ver- 
schiedenen Abtheilungen  hemi^drischer  und  tetarto^ 
drischer  Gestalten,  auf  diejenige  Gestalt  gründen^ 
welche  als  der  Repräsentant  ihrer  Abtheilung  zu  be- 
trachten ist  (vergl  f.  220). 

A.     BeredmiiDg  der  holoedrisdien  Gcstahen. 

8.    319. 
Berechnung  der  dibexagonaleii  Pyramide  mPji;  Zmadtenazen. 

Aufgabe.    Die  Grösse  >  der  Zwischenaxen  der  dihexa* 
gonalen  Pyramide  «iPii  zu  finden. 

Fdr  alle  drei  Zwischenaxen  gilt  zuTorderst  ge- 
meinschaftlich die  Gleichung: 
0?  =  0 

Die  zweiten  Gleichungen  finden  sich  aus  ihrer 
Lage  zu  den  Nebenaxen,  wie  folgt: 

1)  !ur  die  Zwischenaxe  der  Axen  der  y  und  z: 

y  —  z  =  0 

2)  för  die  Zwischenaxe  der  Axen  der  z  und  ui 

2y  +  z  =  0 

3)  für  die  Zwischenaxe  der  Axen  der  y  und  u : 

2z  +  y  =  0 
Die   Gleichung  einer    in    den  ersten  Sextanten 
fallenden  Fläche  der  dihexagonalen  Pyramide  mVu 
ist  aber: 

.      ^  +  i  +  ^  =  * 


Digitized  by  VaOOQlC 


.Systemlehre.  Hexagondhystem.  Cap.III.    403 

Die  Coordinaten  ihres  Dnrchschnittspiinctes  mit  der 
Zwischenaxe  desselben  Sextanten,  oder  des  diagona- 
len Mitteleckpnnctes  werden  daher: 

a;  :=:  Oy  und  y  =  z  =  ^ 

nnd  folglich  die  Centraldistanz  dieses  Panotes,  oder, 
was  dasselbe,  die  Länge  der  halben  Zwischenaxen : 

n  +  l 
Setxt  man  n  =  1,  so  wird  D  sae  f4,  und  be- 
trachtet man  diesen  Werth  als  den  Grondwerth  der 
Zwischenaxen,  so  wird  der  Co^fficient  r,  mit  weU 
ehern  dieser  Grondwerth  multiplicirt  werden  muss, 
um  auf  die  Zwischenaxe  irgend  einer  Gestalt  mJfn 
gelangen  su  lassen: 

2» 

§..  320. 
Fortsetsmif  f  FUcheiuioniiale. 

Aufgabe.    Die  Normale  aus  dem  Mittelponffi  auf 
eine  Fläche  der  dihexagonalen  Pyramide  mPn  zu 
.  finden. 
Vergleicht  man  die  Gleichung 

ma    ^    n 
mit  der  Gleichung 

ma         n  r 

so  findet  sich,  unmittelbar  aus  ihrem  für  letztere 
Gleichung  berechneten  Werthe  in  §.  318,  die  Länge 
der  Flächennormale: 

y_  maMf/3 

26* 
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oder     wenn  wir  die,   auch  in- andern  Formeln   sehr 

häufig  vorkommende  Grösse 

»^4»i^a*(n'— »+l)+3»*  =  ^    . 

setzen,  ' 

man^ 

^  ~      M 

i    321. 
Fortsetzung;  Kantenlimen. 

Aufgabe..  Die  Kantenlimen  der  dihexagonalen  Py- 
ramide mPii  zu  fittden. 
Die  Kantenlinien  einer  dihexagonalen  Pyramide 
«tPn  sind  leicht  aus  den  bekannten  Coordinaten  ihrer 
respectiven  Endpuncte  zu  berechnen;  diese  Endpuncte 
sind  nämlich  für  die  Kanten  der  Fläche  Fx 

(1)  der  Poleckpunct;         ^  ==  »a,  jr=*  0,    z=ä  0; 

(2)  der  normale  Mitteleckp. ;  ar=0,  jf=  0,    z=  1 ; 

n  n 

'    (3)  der  diagonale Mitteleckp.i  ^=0,y=^  ,  ^>  a^=^^  .  ^; 

und  zwar  wird  begränzt: 

die  normale  P^lkante  X  von  den  PuActen  (1)  und  (2) 

die0agonale  Polkante  y    ....     (l)und(3) 

die  Mittelkante   .  .  .    Z    -      -      •    -     (2)  und  (3) 

Nach  der  in  f.  318  stehenden  Form^  fir  die  Di- 

stamslinie  zweier  Puncto  erhält  man  sogleich  folgende 

Längen  dieser  Kanteii: 

-JC=        Vm^u^  +  i 

^-  n  +  i 

Für  den  Fall,  da  -Jt=  K,  oder,  da  die  Dreiecke 
der  dihexagonalen  Pyi'amiden  gleichschenklig,  und  folg-^ 
lieh  diese  selbst  regelmässig  zwölfseitig  würden,  folgt: 

*  —       2 
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'  Dieser  irrationale  Werth  von  n  verbürgt  ixm 
nicht  nur  die  Unmöglichkeit  dodekagonaler  Pyranü- 
^  den  im  Gebiete  der  Krystallformen,  sondern  lehrt 
uns  auch  die  Gränze  kennen,  diesseits  und  jenseits 
welcher  die  beiden  Polkanten  ihr  Grössenverhältniss 
vertauschen.  Es  ist  nämlich  die  normale  Polkante 
länger  oder  kürzer  als  die   diagonale   Polkante,  je 

nachdent  »  <  oder  >       ^   ;   und,   weil  1,366... 

der  Näherungiswerth  dieses  irrationalen  Co^fflcienteq, 
so  werden  dihexagonale  Pyramiden  wie  mP^j  miPi 
oder  «iPY  u.  S.  w.  den  regelmässig  zwölfseitigen  Py- 
ramiden mehr  oder  weniger  nahe  kommen. 

i    3?2. 

Fortsetzung;  VoittOMO, 

A  u  f  g  a  b  e.    Das  Volumen  V  der  dihexagonalen  Py- 
ramide mPn  zu  finden. 
Die  Basis  der  dihexagonalen  Pyramide  mPn  wird 
durch   die  Neben  -  und  ^wischenaxen   in  12  gleiche 
und  ähnliche  Dreiecke  getheilt,  von  welchen  ein  je- , 
des  die  halbe  Nebenaxe  3=  1  zur  Grundlinie  und  das 
Product   der   Coordinate    des    diagonalen   Mitteleck- 
.pHüctes  mit  sinGff*  zur  Höhe  hat    Der  Flächeninhalt 
jedes  solchen  Dreieckes  ist  daher: 
•    '         n^/3 
4(11  +  1) 
und  der  Inhalt  der  Basis  selbst : 
ani/3 
n+i   '    ' 
Da  nun  die  dihexagonale  Pyr^ide  aus  zwei,  in  - 
ihren  Grandflächen  verbdndenen  einfachen  Pyramiden 
von  der  Höhe  ma  besteht,  so  wird  ihr  Volumen: 

^ 2man^3 

■       ^    n  +  1 
and  das  Volumen  einer  jeden  von  den  24  Elementar- 
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Pyramiden,    ans  welchen  man  sich  die  ganse  Pyra- 
mide zusammengesetzt  denken  kann: 

§.    323. 

Fortsetzung;  Oberfläche.  ^ 

A  n  f  g  a  b  e.  I  Die  Oberfläche  S  der  dihexagonalen  Py- 
ramide «iPii  zu  finden« 

Das  Volumen  ist  auch  das  Product  der  Oberfla- 
che in  den  dritten  TheU  der  Fl&chennormale,  oder 

V  =  \NS 

folgUch      s  =  -^ 

^      Setzt  man  in  diesen  Ausdruck  die  Werthe  von 
V  und  Ny  so  wird : 

Ä  =  6>^^'<»K<»^— »+i)  +  3»*"  __   Mf 

und  daher  der  Flächeninhalt  jeder  einzelen  Pyrami- 
denfläche : 

M 


F= 


4(11  +  1) 


f.    334. 

Fortsetziug;  Fl&cheiiwkikd. 

Aufgabe.    Die  Flächenwinkel   der   dihexagonalen 

Pyramide  «iPii  za  finden. 

.  Wir  bezeichnen  die  ebenen  Winkel  der  FlAchen 
analog  den  ihnen  gegenüberliegenden  Kanten  mit  ^ 
t;  und  ^ ;  da  nun  der  Sinus  jedes  Dreieckwinkels  gleich 
dem  doppelten  Flächeninhalte  jF,  dividirt  durck  das 
Product  der  ihn  einschliessenden  Seiten,  so  wird: 
.  t        2F      .  2F      .  ^        2F 

Substituirt  man  für  jF,  IT,  Y  und  Z  ihre  Werthe 
aus  1.323  und  321,  so  fokt: 
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•  IT  (^^-^^^ 

M 

iinv  s= 


M 

^^  "^  2^m^aHn+iy+9n^  r^«ii««»+l 
Berechnet  man  aus  diesen  Sinus,  oder  besser, 
mittels  der  Gleichungen  der  Kantenlinien  die  Werth^ 
der  Cosinus,  so  erhält  man  endlich  für  die  Tangen- 
ten, als  die  im  Gehrauche  bequemsten  Functionen, 
folgende  Ausdrücke: 

tangv  =^       j^;^ 
M 

Anmerkung.  Braucht  man  den  Neigungswin- 
kel «  irgend  einer  vom.  Pole  der  Gestalt  auslaufen- 
den Kante  gegen  die  Hauptaxe,  so  darf  man  nur  in 
ihren  (aus  der  Combination  ihrer  resp.  Flächen  fol- 
genden) Gleichungen  4?  =  0  setzen,  und  aus  den  da- 
durch  bestimmten  y  und  z  die  Centraldistanz  D  ihres 
Durchschnittspunctes  mit  der  Basis  aufsuchen;   dann 

wird  PMga  =  — .    Im  Allgemeinen  aber  ist  die  Auf- 

Endung  des  Cosinus  des  Neigungswinkels  irgend  zweier 
Kanten  ein  sehr  einfaches  Problem,  weil  man  nur  die 
Gleichungen  beider  Kanten  zu  bestimmen  braucht, 
um  die  Grössen  zu  erhalten ,  welche  statt  der  Buch- 
staben a,  ß,  y,  *>  «  ™d  ?  in  die  Formeln  für  co»  V 
(§,  318)  substituirt  werden  müssen. 

§.    325. 
ForUetzung;  Kantenwiiikcl. 
Aufgabe.     Die   Kantenwinkel   der   dihexagonalcn 
Pyramide  mPn  zvl  finden.  ^ 
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Wir  lassen  den  Kanten  ihre  in  §.  321  gebranchte 

Bezeichnung,   und   setzen   die   Qleichnng   der   einen 

Fläche  F  ^  ^ 

-^  +  X  +  ^  =  1 

SO  sind  die  Gleichungen  der  drei  Flächen  jP,  F'  and  jP^, 
welche  mit  jP  die  Kanten  X,  Fund  Z bilden,  folgende: 

mrF' ^  +  ^!=l)y+z=l 

ma  n 

für  i?^ — +      y       +i=rl 

mri?^...  — — +     ^      +z=l 
ma  n        ' 

Setzt  man  in  den  Ausdruck  für  coi  W  des  {.  318 

statt  der  Buchstaben  m^  n  und  r  die  Parameter  der 

Gleichung  von  Fy   und  statt  der  Buchstaben  wt^  wf 

und  r^  successiv  die  Parameter  der  (Gleichungen  yon 

F'y  F*  und  F^^  so  erhält  man; 

^_       2gi»a^(»»+?ii  — 2)+3n^ 

^^'^~        4«»»aK«^— »+1)+3ä* 

~       4«i^a*(ii^— ii+l)+3i»* 

4«^a^(»»— »  +  1)+3ji» 
Die  Cosinus  der  halben  Winkel  sind; 

Hieraus  folgen  die  Propt^tionen : 

co9iX  :  cotiZ  =s  ma(2—n)  :  ny3 
cosi^Y:  coi^Z  =±  ma(n^\)  :    ». 
coi^X  :  co#4K=     2  — «     :  {n—i)y3 

und  wiederum  för  X  =  ^  die  Bedingung: 

»  ==.  ^-^^,  wie  in  §,  321. 
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Ferner  findet  sich:    ' 

teiv^y  = fl,a(«-.i)^ 

'««<ri^=    ^p3 

Setzen  wir  den  Winkel  je  zweier  Nachbarflächen 
eines  und  desselben  normalen  Mitt^leckes  =  T,  und 
den  Winkel  je  •  zweier  Nachbarflächen  eines  diagöna* 
len  Mitteleckes  =t=  l/,  so  wird: 

/^«^  L  TT  « ma(n  + 1) 

f.    326. 
Fortaetzung;  Kantenwinkel  för  Pyramiden  Ton  der  Fonn  mP 


M^l 


Da  dihexagonale  Pyramiden  von  der  Form  «P—-J- 

in  der  Natur  besonders  häufig  vockonunen,  und  die 
2nr  Berechnung  der  Kan'tenwinkel  dienlichen  Formeln 
für  sie  einige  Abkürzungen  erhalten,  so  ist  es  be- 
quem,    dieselben  für  den  Gebrauch  unmittelbar  zur 

Hand  zu  haben.    Man  findet,  wenn  n  =5 j, 

„ 2oHgw'— 2at— lH-3 

'""  '  "         4a'(»i»-«+l)+3 

"""^  -        4o»(«i^-«.+l)+3 
«(«-2) 


eo«|J[  SS 


|^4aH»»*— •»+l)+3 
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co»iFs= 


a^ 


1 


|'4a»(*i*-P«+l)+3 

rfa*(i»»— «+l)+3 
daker  die  ProportioB«ii: 

cotfJT  :  coti-Z  =  a(m~2) 
co$iY:  eoiiZ  =      a 
eotiX  i  coi^Ys=  «  —  2 
Endlich  wird: 

Ka^C«— 2)»+3 

§.    S27. 
Berechnung  der  dUiexagenalen  Prisaeo. 
Setat  man  in  den  Ansdrficken  der  vorhergehen- 
den H-'M  =  oo,  so  erhält  man  die  Formeki  inrBe- 
redinung  der  dihexagonalen  Prismen  ooP«,  wie  folgt : 

'^n  +  1 

2y»*—H+i 

.^vr__     4i,-„»-i 
2(«'— «  +  i> 

tans^X=:    -2ll 

2 — M 

För  »  =  — J-  würde  das  Prisma  ein  regel- 
massig awÖUseitiges,  welchem  daher  keine  ReaUtSt 
sagestanden  werden  k«ui.    Dasjenige  gleichwinklige 
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zwoUseitige  Prisma  aber,  welches  häufig  vorkommt, 

ist  nicht  die  einfache  Gestat  ocP~^^,  sondern  die 

Combination  ooP.(xP2,  deren  Flächen  eine  ganz  an- 
dere Lage  haben,  als  die  Flächen  jener  einfachen  Ge- 
stalt (§.  295). 

Aus  den  Werthen  für  coi\X  und  coi\Y  folgt  für 
je  zwei  Prismen  ocP»  und  ooPn^  in  welchen  die  dia- 
gonalen Kanten  des  einen  den  normalen  Kanten  des 
andern  gleich  sind,  und  umgekehrt,  und  welche  da- 
her alsinverse  Gestalte^,  bezeichnet  werden  können : 
2—»  :  («— 1)|^  =  (»'—!)>«:  2—«' 

and  daher  »^  =  _  ""^t. 
2n — 1 

$.    828. 
Bereclmiiiig  der  hexagonalen  Pyramiden  mP. 
Setzt  man  in  den  Formeln  der  ff-  '19  bis  325 
ji  s=  1 ,   so  .erhält  man  die  Ausdrücke  für  die  hexa- 
gonalen  Pyramiden  der  Hauptreihe,  wie  folgt: 

I.  CoSfßcient  der  Zwischenaxe: 

r  ==  1 

II.  Flächennormale: 

IIL  Kantenlinien:        ____ 

2Z=  f 
Die  Linie  Z  ist  nämlich  die  halbe,  und  daher  2Z 
I  die  ganze  MittelkantenKnie,  weil  je  zwei  über 
einem  Sextanten  liegende  Flächen  von  niPn  für 
11  =  1  in  eine  Ebene  fallen;  aus  demsdlben 
Grunde  verschwindet  die  Kante  Y  als  solche,  und 
Y  bedeutet  daher  nur  die  Höhei^linie  der  Flächen 
von  «P. 
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rV.  Yolamen: 

V.  Oberfläche :  . 

S  =Ä  zVirn^'a^  +  3 
VI.  Flächenwinkel: 

tang^  =  oo,  also  g  =,9(f 
r»  =  /to^a*  +3 


Es  ist  nämlich  ^  der  halbe  ^    und  ilaher  2^.  der 
gaoze  ebene  Winkel  am  Poleck. 
VH.  l^antenwinkel : 

4«»a*  +  3 

CO*  F  =  —      1 

^^,  «.  4«i»a»  -  3 

4«'a'+3 

Hieraus  folgt:   4cosX  +  coiZ  =:  ~  3;  und  ans 

den  Werthen    der  Cosinus  der  halben  Winkel: 

cos^X  :  eofiZ  =  «a  :  |/3 
Ferner  bestimmt  sich: 


ta^iX  =,  ?^ü!±lk! 


ma 


ra»^iZ  =  tangiU  ^  2««|4 


toj^ff^T  = 


iWtf^ 

t^m'a^+3 


$.    329. 
Beredmang  der  hexagonal^  Pyramiden  «>P2. 
Setzt  man  in  den  Formeln  der  §§.  319  bis  325 
«  a=s  2,   so  erhält  man  die  Ausdrücke  ffir  die  bexa^ 
gonalen  Pyramiden  der  Nebenreihe,  wie  folgt: 
I.  CoSfficient  der  Zwischenaxe; 
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n.  n&chennormale: 


N^        *"^ 


m.  Kantenlinien: 

X  =  Vm'a^  +  1 


Die  Linie  Z  ist  nSmlieh  die  halbe,  und  folglieh 
2Z  die  ganze  Mittelkantenlinie,  weil  je  zwei  in 
einer  normalen  Polkante  zusaramenstossende  Flä- 
chen von  niPn  für  f»  =  2  in  eine  Ebene  fällen; 
aus  demselben  Grunde  verschwindet  die  Kante  X 
als  solche,  und  X  bedeutet  hier  njir  die  H5heR* 
Unie  der  Flächen  von  mP2. 
rV.  Volumen: 

V.  Oberfläche:  ^ 

S  =  4i^/«i»a^  +  1 

VL  Flächenwinkel: 

tanglS  =  K3»4i*a»  +  1 
iangv  =s  oo,  also  üssOO"" 

Es   ist  nämlich  ^  der  halbe,   und  daher  2^  der 
ganze  ebene  Winkel  am  Poleck. 
Vn.  Kantenwinkel: 

CQ$X  =  —       i, 

«^a^  +  2 


2m^a^  +  2 
«•*a'  — 1 


Daher  ist  wiederum  4co«F  +  co$Z^^  —  3;  f3r 
die  Cosinus  der  halben  Kantenwinkel  folgt: 
€0iiY:co$lZ  sss  ma:2 
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Ferner  bestunnit  sich: 

fangiY  = ^ 

tangiZ  =  iang^T  =  ma 

§.    330. 

BerechnuDg  der  Abldtongscoeffidenten  ana  doi  Kontenwinkeln. 

Es  sey  in  jeder  dihexagonalen  Pyramide  mV» 
der  halbe  normale  Winkel  der  Basis  =  v 
diagonale     -  -        -        -      =  J 
üerner  der  an  der  Basis  anliegende  halbe  Winkel 
des  normalen  Hanptschnittes  3=5  v' 
des  diagonalen    -      -      -        =  d' 
so  wird  allgemein: 

iangv^^^,    to«ffd  =  ^±^ 

tafigy^  Ä  ma  ,     tangi'  =  ^^^t  ^^ 

'  So  lange  nun  keine  Relation  zwischen  den  bei- 
den AbleitungscoSf&cienten  m  und  n  bek»nnt  isl^  hängt 
die  Bestimmung  derselben  von  zwei  Winkeln  der 
Pyramide  lEÜb;  wir  wollen  daher  Je  zwei  dieser  letz- 
teren als  gegeben  betrachten,  und  daraus  m  und  11 
berechnen* 

1)  X  und  Z  sind  gegeben; -dann  wird: 

C09V  =  — r-fs,  und  ;r —  =  t/^fatutv 
uin  ^Z  *  2—1»      v^*^*^  ^ 

,       coiiZ        , 
coiv  s=s  „,  und  ma   ==     tangv^ 

2)  Y  und  Z  sind  gegeben;  dam^  wird: 


e0id   s=s 


coiirY 


,  und  —i—  f^iangd 


siniZ' 
^,        coi^Z        ,  «1/3  ^^_   ^ 
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3)  X  und  Y  sind  gegeben;  dann  wird:  ^ 

2  —  n  _  ^eos^X 
n  —  i~     cos^Y 
oder  auch: 

_2eQsiY+^eo8iX 

nnd    i^a  =  eote,  wenn  catc  = .  J  — ^— 


'Y^cpnx 


oder       com 

i.    331. 
Fortsetzmn^* 

Wenn  die  Pjxamide  von  der  Fonn  mP— — 7  ist^ 

•o  ist  es  am  vortheilhaftesten,  entweder  Yy  oder  Z% 
oder  auch  V  in  kennen;  man  findet  dann,  weil 

1)  ans  F....  co$S^rzz^cotiYyM.2m—i=^tangS' 

2)  ans.  Z  • .  • .  co^d  =  aept^Z,  n.  2ii — hxa^ungS 

3)  aus  17. . , .  2m— l=r  ^Ka»  +  1  /ä«^4-ü^ 

a 

oder,  kennt  man  den  Winkel  U^  in  der  Pyramide  2P2, 
to  ist,  wea  tang^V'^-^^ß^^  (§.  329) 

2si— 1  =  3tangiUeoiiU' 
FSr  die  hexagonale  Pyramide  miP  folgt: 

aus  X.^..  ma  =  cott^  wenn  cos€=^eoHX 
ans  Z....  sia  =  ^itang^Z 
und  für  die  hexagonale  Pyramide  «iP2: 
ans  F. . . .  ma  3=  cofc,  wenn  ce^e  ss  2cof }F 
aus  Z«...  sm  =2  tang^Z 
Endlieb  folgt  für  das  dibexagoliale  Prisma  ooPü: 
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ans  r....  J±J=|/3fa%iF 

B.    Berechnimg   der  hemicdrischcn  Gesäten. 
a)  B^rechnmg  der  htxagonalen  ShalenoÜir. 

§.    332. 

Vorbereitung. 

Wir  bezeichnetk  in  jedem  hexagonalen  Skale- 
noSder  +^  (Fig.  375): 

die  kürzeren  Polkanten  mit  X, 

die  längeren  Polkatnten  mit  F, 

die  Mittelkanten  mit  Z; 
ferner  eine  der,  in  dem  ersten  Sextanten  (der  +  y 
und  +  z)  gelegenen  Flächen  mit  JP,  und  die|eiiigen 
drei  Flächen,  welche  mit  ihr  die  Kanten  JT,  Fand  Z 
bilden,  mit  ^,  F"  und  jp^;  endlich  die  ebenen  Win- 
kel der  Flächen,  analog  den  ihnen  gegenüberliegen- 
den Kanten,  mit  5,  t;  und  5. 
Jst  nun  die  Gleichung 

^tF ä  +  -|+  ^=* 

mtt       n 

Bo  werden  die  calculativen  Gleicbungen  der  drei  an- 
dern Flächen  folgende: 

för    r -^-     ^      +^^^=^^1 

*       "^  ma  n        '        n 

^^ ^a-^   y    +   T  =* 


ma  n 


und  die  Gleichung  der  am  Mitteleckpuncte  gelegene» 
Nachbarflache  Ton  F 


«MI  '    ^     '         n 
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Aus  der  saccessiven  Combinatioii  4er  Gleichung 
von  P  mit  den  Gleichungen  von  F\  F^  und  JP^  ^- 
■h&lt  man  die  GleidiOngen  der  drei  Kantenlinien  von 
Fy  vfiM  folgt: 


für  X 


±  (3il-l)ff^  \ 

ma  n 

für  r  ....'1   .  «la  ^        II        ~  ^ 

\\      y  —        z        =  0 


für  ^ 


|flia(2— jr«)  ^        2)1 


0 


Die  Polkanten  fallen  ^o  in  die  diagonalen  B[aüpt- 
gehnitte,  und  die  Mittelkanten  in  ParaUelebenen  der- 
selben Hauptschnitte  (vergl.  §.  302). 

Endlich  erhält  man  durch  successive  Combina- 
tion  der  Gleichungen  von  Z  mit  den  Gleichungen  von 
X  und  F  die  Coordinaten  der  beiden  Mitteleckpuncte 
der  Fläche  F^  nämBch:     ' 
für  den  Mitteleckpunct  an  X: 

»mg(2-^) , 

für  den  Mitteleckpunct  an  Y: 

-     für  den  Poleckpunct  ist  aber: 

a;  =  »w,    jf  =s=  0,    z  sss  0 
Die  Axendistans  der  Mitteleckpuncte 'ist  ddher 
in  allen  hexagonalen  Skalenoödem  constant  tsz  f/4. 

$.333. 
Zwiflchenaxe,  Flächennonnale ,  KantenünieiL 
Der  vorhergehende  |.  enthält  die  Elemente  zur 
I.  27 


Digitized  by  VjOO^IC 


418  Bein^  Kry^toBographin. 

ToUstftncßgeii  Berechnung  der  hexagonalen  SkalenoS- 
d«r.  Da  die  Swiscbenaxen  nnd  ilächenftormale  Uuren 
ursprünglichen  Werth  behalten,  so  wird  die  Berech- 
nung der  Kantenlinien  das  erste  anfieulösende  Problem.- 
Es  sind  die,  drei  Eckpuncte,  weldie,  diese  Kanten- 
linieh  in  der  fläche  jPbegränsen: 

(1)  der  Pdeckpunct, 

(2)  der  Mitteleckpunct  an  X, 

(3)  der  Mitteleckpunct  an  F;  ^ 
und  zwar  wird  begränzt: 

die  Polkante      JT,  von  den  Puncten  (1)  und  (2) 
die  Polkante        F,    -       -        -    -      (1)  und  (3) 
die  Mittelkante  Z,    -       -        -    -      (2)  und  (3) 
Da  nun  ans  dem  vorigen  f.  die  Coordinaten  die- 
ser Punl;te  bekannt  sind,  so  findet  sich  nach  der  For- 
mel für  B  in  |.  318; 

^"^     V  3» ^™3ii 

V  —  gt^«»^^H»  +  i)'+3n^       2a 
^  ~  3n  "^  3n^ 

J.    334. 
Volomen  imd  Ob«ir£UU:lie. 
mPn 
Jedes  SkalenoSder  ±-^  wird  durch  die  norma- 
len und  diagonalen  Hauptschnitte  in  12  unregefanftssige 
Tetraeder  oder  ein&cha  dreiseitige  Pyramiden  getheUt. 
Betrachtet  man  für  Jede  dieser  Elenientart^yramiden 
die  in  den  normalen  HaupUchhitt  fiedlende  FUteke  als. 
Grundfläche^  so  bildet  das  Product  aas  einer  der  Coor- 
^dinaten  p  oder  z  des  Mitteleckpunctes  in  sin6(f  die 
Hohe  derselben.    Die   so ,  bestimmte  Grundfläche  ist 
aber   ein  gleichschenkliges  Dreieck,    dessen  Grund- 
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linie  =  3«ki,  dessen  tlShe  =  I9  und  dessen  Inhalt 
folglich  =  ma. 

Nun  ist  die  entsprechende  Coordinate^  des  Mittel- 
eckpnnctes:  y  =  4,  also  yHnW  =3  |4,  die  H5he 
der  Elementarpyramide;  folglich  ihjr  Ytthimen:  ' 

-  '  =  3^    .    • . . 

nnd  das  Yolnmen  des  ganzen  Skaleno^r^ : 

^  AT  1217  =  ^aY\ 
woraus  sich  ergiebt,  dass  das  Yolumen  der  hexago- 
nalen  Skalenoßder  gleichfalls  eine  rbn  der  Ableitnngs- 
zahl  n  gänslich  unabhängige  GrSsse  ist  (vergL  {.  236). 
.  Weil  das  Volumen  V  auch  ein  Product  aus  der 
Oberfläche  S  in  den  dritten  Theil  der  Flächennor- 
male, so  wird 

odeir>  nach  Sobstitutlon  dor  Werthe  von  V  und  N,   " 

n  » 

nad  der  Flächeninhalt  ^iner  Fläche  des  SkaletaoSders : 

J.    335. 

Flächenwinkel. 

Da  der  Sinus  jedes  Dreieckwinkels  gleich  dem 
doppelten  Flächeninhalte,  dividirt  durch  das  Product 
der  ihn  einschliessenden  Seiten,  so  wird: 

2F  2F  ^    *   2F 

•**S  =  Tz"'  '^'^  ==  X^'  '**^  =  -XY 
dvbitftituirt  man  tBac  F,  Xy  Y  und  Zihre  betann- 
ten  Werth«  aus  f.  334  und  $.333,  io  folgt: ' 


27' 
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'  r  —  3*^ 
'**''  —  2PQ. 
Sacht  man  hierauf  mittel«  der  Gleichangen  der 
KaqtenliBien  der  Fläche  F  nach  %.  318  die  Coainas 
derselben  Witokel  Si  v  und  C,  «fo  gelangt  man  end- 
lich durch  Combination  beider  Functionen  auf  die 
Tangenten,  als  die  im  Gebraitche  bequemsten  A«s- 

driieket 

UM 

*««««  «*      2«»«*(»+l)(2-*)+3«* 
3i»3f 

'«'V^**      2s»»«'(«+l)(2«— 1)+3»' 
Beieichnen  vir  den  Neigungswinkel  , 
der  Itegeren  Polkante  sur  Axe  mit  a 

-    kiinteren      -    -        -        -  '    ß 

beider  Polkanten  eines  Hauptschnittes   -    ^ 

I 

to  wird: 

;  «"=^ 

und  daher  fBr  V>   o*^^  «l^n  ebenen  Winkel  de«  dia- 
gonalen Hanptschnittes: 

3gMm»|/3 ^ 

|.    336. 
KantenwinkeL 

,  Setst  man  in  dem  Ansdracke  für  ca9  W  des  |.  318 
atatt  m^  »  «nd  r  die  Parameter  der  Gleidbung  ton  F^ 
und  statt  m',  n'  und  r'  successiv  die  Parameter  der 
Gleichungen  voni^'^j  ^P*  und  JP^,  »o  erhält  man  vor- 
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mSge  der  Bedeutung  dieser  fläcben  zu   einander  die 
Cosinus  der  Kantenwinkel  Xj  Y  und  Zf  wie  folgt: 

Die  Cosinus  der  halben  Kantenwinkel  finden  sich 
entweder  nach  der  bekannten  goniometrischeii  For- 
mel,  oder  durch  successive  Combination  der  Glei- 
chung von  F  mit  deu/  Gleichungen  der  diagonalen, 
fianptschnitte  in  den  Sextanten  (yz)  und  {zu)  und  des 
Schuttes  durch  die  Mittelkante,  wie  folgt: 

M  Ja 

W^en  des  einfacheren  Ausdruckes  und  der  dar- 
auf SU  gründenden  Vergleichungen  ist  jedoch  der  Si- 
nus Ton  \Z  noch  wichtiger  als  der  Cosinus,  nämlioh: 

Hieraus  fiolgen  die  Proportionen: 
cQi^X  :  cöiiY  «=  1  :  «-*  1 
'    c9i^X  :  iiniZ  ss  1  :      ii 
eo^iY  :  $imiSi  s=  n— 1  :  n 
and  die  Gleichung: 

iiHiZ  c=s  ee$\X  +  cos^Y 

=  2e6ii(Y+X)co$i(Y-^X) 
In  jedem  SkalenoSder  ist  also  der  Sinus  der  bei- , 
ben  Mittelkante  gleich  der  .Summ^  der  Cosinus  der 
beiden  halben  Polkanton. 
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■    ^Edüiah  .findet  tjch:     ■ 

,^     y«*a*(a»-^i)''+3»*  _     P 

ttt»g*y'^        «a(«— 1)^3  —««(«—1)^3 

«8  ist  ttämTich  der  Winkel  Z  in  den  Skalenofidem 
identUcli  mit  dem  Winkel  T  in  den  dihexagonalen 
Pjramiden. 
'   Anmerkung.    An«  den  halben  Kantenwinkdn 

bestimmt  sich:  ' 
\         '■  "'^  eo$iX 

$i»^Z   " 

Ueber  die  Beredinnng  der  AbleitpngssEaUen  wird 
weiter  ant«n  das  Nöthigste  beigebracht  werden. 

f.    837. 

^  Berecfaniuig  der  Gräazgeitalt  —z— 

Setzt  man  in  den  xinsdrucken  der  vorhergehen- 
den §§.  m  =  ob,  80  erhftlt  man  die  znr  Berechnung 
des  dihexagolen  Prisma'«  in  ßeitfer  «kalewHidiischen 
Hemiedrie  dienlichen  Formelii.  Da  r  und  iV"  ihre  ans 
1.327  bekannten  Werfhe  beibehalten,  »o  können  uns 
nur  die  Kantenwinkel  intere^sicen;  föt  :«ie  findet 
man: 

ir  —       2n^—2n—i 
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^  Bi«raii8  folgt,  dass  die  AKttejUcaBrcTiSiki  dea  Ska- 
leBoi^dem  vou  uaendlich  grosser  Axe  mit  der  Donna- 
len  Seitenkante  der  dihexagonalen  Prismen  ooP»  iden- 
tisch wird.  Diejenige  jfante  X  aber,  aufweiche  sieh 
der  vorstehende  Werth  von  ootJT  besieht,  ist  bei  der 
gewöhnlidhea  Erscheinungsweise  der  hemiSdriach-di- 

hexagonalen  Prismen  nicht  wahrzunehmen,  we|l 

selbige,  dann  mit  a^Ien  12  Flächen  aufbeten.  Wenn 
jedoch Hemimorphismns  Stattfindet,  dann  bUdet  sich 
auch  diese  Kante  in  der  Widdichkeit  aus,  indem  sie 
keine  andere  als  die  scharfe  Seitenkante  der  beiden 
ditrigonalen  Prismen  ist,  in  welche  ooP»  durch  den 
Hemimorphismus  wiiklich  serlegt  wird.  Die  Resul- 
tate des  Calcüls  stimmen  also  vollkömmeii  mit  jeneii 
der  Ableitung  überein  (vergl.  |.  298). ' 

i    338.  ' 

Berechinmg  der  Rh))mba^der  +  _  oder  -f  mA. 

Setzt  man  in  den  für  die  Skalenot^der  berechne- 
ten Formeln  «  ^  1,    so  erhält  man   die  Ausdrücke 

siP 

ftr  die  Rhomboäder  ±~-  oder  ±mR^  wie  folgt: 

I.  Coj6fficient  der  Zwischenaxe: 

r  =  1 
n.  Flächennormale:. 

Vim'^a'  +3 
in.  KantenUnien : 

r  =  4i^4»^<i^  +  3 

Z=      X 

Die  Linie  Y  tnit  jede^h  nicht  mehr  als  Kanten- 
linie hervor,  sondern  ist  nur  die  geneigte  Dia- 
gonale der  Rhombo^derffilchen;  das  Perpendikel 
vom  Mitteleck  auf  diese  geneigte  Diagoaale,  Qder 
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die   halbe   horizontale  Diagonale,    ist    in   allen 
Rhoinb.o^ern  constant  ='  1,  nnd  daher  dasVer- 
hältniss  beider  Diagonalen  =  3  :  /4m*ä*+3, 
rV.  Volumen: 

V.  Oberfläche: 

VL  Flächenwlnkel: 

3 

daher  co$2i  ==  2(iii^a^+3)  ^  ~  ""^'^^ 
$  nnd  C  sind  nftmlii^h  die  halben,    nnd  daher  3$ 
nnd  2C  die  ganzen  Flächenwinlcel  an  der  geneig, 
ten  Diagonale. 
Femer  wird: 

eofa  =  i2ma^i ' 
cotß  SB  ma^\ 
Der  Winkel  a  ist  aber  der  Neigungswinkel  der 
geneigten  Diagonale  gegen  die  Axe;    in  jedem 
Rhombo^der  ist  daher  die  Tangente  des  Neigunj^  ' 
'  winkeis  der  Flächen  zur  Axe  halb  so  gross  als 
die  Tangente   des  Neigungswinkels  der  Polkan- 
ten zur  Axe. 

Endlich  findet  sich  der  ebene  Winkel  des  dia- 
gonalen Hauptschnittes 

*^'^  =•  ^^ 

und,  als  Function  von  X 
1 


co%^  = 


29Ui\X 
Vn.  Kantenwinkel: 

co%X  =  -    ^  ^   .  . 
4M''a^+3 

eo%Y  z=:  —  1,  also  Y  =  180^ 
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tangiZ  =  ~^^  «==  ci^nX 

tüT  m'^a'^  =Ä  4  wird  X  i=  90*,  und  das  ^hom- 
boSder  verwandelt  sich  in  das  Hexaeder ;  daher 
scheint  der  Werth  w^a*  =  ^  in  der  NatUr  nicht 
vorkommen  zu  können« 

$.339. 

,  Berechnung  der  Gränzgestalt  —5«  . 

Setzt  man  dagegen  in  den  fSr  die  SkalenoSder 
berechneten  Formein  i»  =s  2,  so  erhält  man  diesel- 
ben Ausdrücke ,  welche  oben  für  die  hexagonalen  Py- 
ramiden iiiP2  gefunden  wurden.  Die  Resultate  der 
Ableitung  finden  daher  in  denen  der  Berechnung  ihre 
vollkommene  Bestätigung,  und  der  zwischen  den  Ska- 
lenoSdem  und  hexagonalen  Pyramiden  der  Meben- 
•  reihe  obwaltende  Zusainmenhang  folgt  aus  den^  Be- 
rechnungsfomieln  der  SkalenoSder  mit  derselben  Evi- 
denz wie  aus  ihrer  Ableitungsconstruction.  Wie  aber 
in  der  Ableitung,  so  geht  er  auch  in  der  Berechnung 
verloren,  sobald  man  die  Resultate  der  letzteren  als 
Functionen  der  8ecundäreaAbleitungsc0^fficienten  aus-' 
drückt 

|.    34D. 
Berechnuiig  der  hexagonalen  Skalenoeder  für  das  Zeichen  mÜ". 

r  ^  ,  '  ■ 

Wir  sahen  oben  in  §.  304 ,  dass  dem  seeundären 
Zeichen  m'jR"'  das  primitive  Zeichen  '^ 


**'*^nM^  «P« 


entspricht.  Wollen  wir  also  die  in  den  vorherge- 
henden |§.  enthaltenen  Resultate  der  Berechnung  so 
ausdrücken,  dass  sie  sich  nicht  auf  das  primitive  Zei-' 
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eben  ^^W^9  sondern  aof  das  seeundäre  Zeicjben  m^R^ 

bestehen,  so  kaben  wir  nur  darchgängig 
för  «r  den  Werth    mV 

für«     .       -    -     iqrj 

sn  substitolren,  worauf  sich,  nach  Unterdriickang  der 
Accente^  dieselben  Resultate  für  mB^  in  folgender 
Form  darstellen: 

I.  CofifiGlcient  der  Zwisehenaxe : . 
_     4n 
^  ~  3«+l 
II.  FIftcbennonnale: 

HL  l^antenlimen| * 

Das  Perpendikel  vom  Mitteleckpunct  auf  die  län- 
gere Polkante  ist: 

rV.  Yolomen: 

F  =s  4m»ayi 

V.  Obwflache: 


VI.  nSchenwinkel: 

^ 3M':  . 

''*^*~«»a*(3»  +  l)  +  3 
3Jlf' 

.     ^^^  =-  «>'an3— 1)-3 


•»»a*(3»+l)(3ii— 1)+6 
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Ferner  wird: 

ma(3n  + 1) 
.      .     /'""^        2^3 

Endlich  findet  sich  der  ebene  Winkel  des  diago- 
nalen Haaptschnittes: 

^^  ~  m^a^Cair— l)(3ii+l)— 12 
Vn.  KanCenwinkel: 

^^^'^  2m^«H3»'  +  l)+6 

y m»a^(3»»  +  6n— 1)+6 

•       -_  ii>a>(3ii»— 1)— 8 

F8r  die  halben  Kantenwinkel  folgen  die  Propor- 
tionen: . 

co$iX :  cosiY  =s  n  +  i:  »—1 

cosiXiiiniZ  =:i  n  +  i:   2u 

Endlich  findet  sich  auch: 

V     |.    341. 
Beieobnmg  yon  oo^. 

Setst  man  in  den  Formeln  des  Torhergehenden 
f.  M  SS  00,  so  erhalt  man  die  Ausdrücke  für  die  di- 
bexagonalen  Prismen: 

_      4» 
'"Sn  +  i 
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nn^  + 1 

3»  + 1 

3«2_6»— 1 


comX  =  — 

co#  r  =  — 

coiZ  =  — 


2(3«*  + 1) 

3»*+6/t  — 1 

2(3»^  + 1) 

3i»^  — 1 


3»*  +  l 

wobiei  zu  erinnern,  4a8S  Z  die  normale  Settenkante 
ist,  und  X  dieselbe  «Bedeutung  hat,  wie  lolohe  in 
§.  3^7  angegeben  worden. 

§.    342.  • 

Kantenwinkel  der  wichtigsten  SkalenoMer. 

Da  in  der  Natur  die  SlcalenoSder'  von  der  Form 
MÜl,  mK%  mjBl,  mR\fii^B^  undmil'^  besonders  häufig 
vorkommen,  und  die  Kantenwinkel  in  praxi  den  wich- 
tigsten Gegenstand  der  Berechnung  bilden,  so  ist  es 
gut^  die  SU  ihrer  Auffindung  für  Jene  Skaleno^der 
dienlichen  Formeln  besonders  zur  Hand  tu  haben. 
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Mw  findet  för  jedes  *     *. 


Skalen«»^ 
der 

coiX 

\     cosY 

.     .    COiZ    , 

1      j^'     »     •  » 

mm 

Am^a-^ 

>    S6m?ai^d 

22m'-a^^9 

2»mU^+9 

.    i^m^a\+9 

2Bm^a^^9 

mR^ 

wt««»— 6 

SSm^a-'+e 

llifc*'tf*-5 

^  tßm^a-+S 

aew^a^^s, 

_  1Sot'««+S 

mm 

2m' a^ +9 

'    44m'tf^+9- 

46j»^ä2— 9 

52m-a^4-9 

5^1112^2^9 

'  ■Öii['^4ri+9 

mR' 

4m'«2  4.3 

26m'«2_3 

2p«i^a'+3 

mB^ 

tim-^a^-^S 

6^m^a^-^3 

_  74m2^2_8 

76j»^ä»+S 

76w2a»+3 

•    >76m^a*H.3 

mB' 

62ifi'«5+8 

94m^a2^a 

146ä*«P--8 

14Sm^a^^S 

l48iit^«*4.S 

Ferner  gelten  für  die  halben  Kantenwinkel  die 
Proportionen: 

in  mRi;  ca^X  :  cöi^^Y  :  iin^Z  =s  4  :  1  J  6 

-  mR^; r   .  -  -  ?=?3  :  1  :  4 

-  mBi;    .  - , ='6  :  2:7 

-  «Ä^ -  «=  2  :4  :  3 

-  .«Ä*; -.-..==3:2:5 


.  mB' 


=  4  :  3  :  7 


§.    343. 

Beredmong  der  Ableitiingtcoe£ßcieiiten  aaa.  d«ii  Winkeln  von  mBß,  \ 

Mittels  der  beiden  Cotangenten:  .     ,  .      ,. 
ma(3n+i) 

2j/3 


cola  = 


(§.  340) 


c«^/? 


2^3 


nnd  der  Relationen,  welche  zwischen  coi^-X,  cos^Y  ^ 
uind  iin^Z  Statt  finden,  ist  man  im  Stande,  die  Ab- 
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leitoi^sahlen  m  xaA  n  «inet  SkalmoSdeis  mR^  aas 
je  zweien  fieiiier  Kaittenwitikel  za  bestimmen. 

1)  X  und  Y  sind  gegeben ;  man  findet  n  %xui 

n  —  i  —  cotjtY 
dann  för  den  HuUswinkel  a: 

und  endJUeh: 

.      ••  ~  «(3<i+l) 
oder  auch,  für  den  Hfilfswinkel  ßi 

«nd  endlich: 

••  —  «(3»— 1). 

2)  Jl  nnd  Z  sind  gegeben;  dann  wird: 

« + 1        co#|X      .    - 
woraus  sich  »  bestimmt;  hierauf  erh&It  man: 

^'^  "^    11/3        nysconz 
wo  /}^  der  Neignngswinkel  der  Polkante  des  eis- 
geschriebenen Rhomboßders  mB  sor  Axe;    und 
endlich: 

a 

3)  FnndZ  sind  gegeben;  dann  bestimmt  sich  ji  aus: 

n  — 1  ~  coiiY 
Mittels  n  bestimmt  man  coiß^j  wie  yerfaery  und 
daraus  wiederum 
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Fortsetsiing. 
Kennt  man  einen  der  AbleitangscoSffici^nten,  so 
ist  jedenfalls  ein  Winkel  zur  Bestimmung  des  Ska« 
lenoSders  iwÄ"  hinreichend.  «     \ .. 

A,  Ist  M,    und  folglich   auch    das   eingeschriebene 
Rhombo^der  mB  bekannt,  so  fihdet  man: 

1)  ans  jr . . . .  Ä  =  iang((p-^iSy)€otia' 

vrehn  nnq>^=  2 CM  iXe^i ff 

2)  ans  K  . . , .  «  =  tafig((p  +  ^Z'^cotiZ' 

Wenn  iintp  =  3tcoiiYcor^2!^ 

3)  aus  Z  ....  »  =  tangiZdot^Z* 

ihdenk  ff  in  allen  diesen  drei  FSUen  die  Mittel^ 
kante  des  eingeschriebenen  RhomboSders  mR  be- 
deutet. 

fi.  Ist  fi  bekannt,  so  findet  man: 

1)  ans  X. . . .  cosß  ==  /^  »  ^Oo  c^ti^X 

.       und      m=^ß^^, 

2)  aus  F.. ..co,a  =  ^^+^co/ir 

und      m^Äll^ 
a 

Unter  diesen  Fall  gehören  aach  sämmtliche  Rhom- 
bo^der,  indem  ffir  sie  » =  1  iat;  daher  wird  all- 
gemein für  mB: 

c(Uß  =  eonX)/^  = L__ 

'^       tditgiX^3 

nnd^=£?££j5  *^ 


and      ««V3«flf« 
a(3»  +  l) 
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Oder  hat  man  auf  irgend  eine  Art  den  Winkel  a 
beobachtet,  so  wird 
,  '  cot  a  t/3  1 

.2a 

I 

$,    345 

Polkantea ,  ▼on  mR»  ali  Fmictionen  4er  Polkant^  ihrer  Rhomboeder. 

Wie  die  Tangente  der  halben  Mittelkante  Z  in 
jedc^m  SlcalenoSdjer  mB^  ein  rationales  Moltiplum  der 
Tangente  der  halben  .Mittell^ante  Z^  des  -eingeschrie- 
benen Rhombo^ers  mB^  so  sind  auch  die  Tangenten 
seiner  halben  Polkanten  X  und  Y  rationale,  nur  von 
n  abhängige  Multipla  der  Tangenten  der  halben  Pol- 
kanten X'  und  X"  in  den  beiden  zugehörigen  Rfaom- 
boSdern;  und  es  lässt  sich  daher  der  Werth  Ton  m 
wie  aus  deh  Winkeln  Z  und  Z\  so  auch  aus  den 
Winkeln  X  und  X^,  oder  Y  und  X*  auf  eine  sehr 
einfache  Art  bestimmen. 

Wir  wissen,  dass  in  jedem  Skalenoßder  mB^i 

«•a(«+l)/3 

ma(n — 1)/3 
und  dass  in  jedem  Rhomboeder  M^/i  i 

^      '  may^ 

Nun  ist  nach  §.  307  für  mJR": 
das  Rhomboeder  der  kürzeren  Polk.  t=  \m{3n — l)ß 

längeren     -  -  =|«>(3*+l)/l 

Setzt  man  in  die  Formel   für  tajtgiX^  statt  «•' 
erst  im(3n—i)  und  dann  im{3n+i)j  so  folgt: 

ßr  ^«(3»-l)B ....  tafig^r  =>  ^t^  tang^X 


i 


ffir  |i»(3ii+l)Ä . . . .  tansiX"  =  ^^  tang'^Y 
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Kennt  man  also  bereits  einen  der  Winkel  X'  oder  X% 
wie  diese«  sehr  oft  der  Fall  ist,  und  hat  man  in  mR^ 
den  Winkel  X  oder  Y  gemessen,  so  fährt  diese  einzige 
Messung  anf  die  Bestimmung  von  n;   denn  es  wird:. 

^^  =  tangiXcot^X'      • 
^±i  =  tang^YconX'^ 

f.    346. 

Metaitatische  8kal!ei¥>€der. 

Wenn  ^wir  i|bs  irgend  einem  stumpfen  Rlioin- 
boSder  «Ol,  dessen  Polkante  jedoch  <  120"  ist,  die 
Beijie  der  $kfden^er: 

mR..,*^»^mB^*^ mR^ 

ableiten,  faidem  wir  deir  Ableitungssahl  n  sucoe^iv  im- 
mer grössere  und  grossere  Werthe  ertheilen,  so  werden 
4pJcü|MEeren  Polkanten  der  successiv  abgeleiteten  Ska-. 
I^m>ä4er,.  von  den  PoIka,nten  de&  lUiombo^ders  siit 
ausgeh^s^da  anfangs  iwner  ffchttrfer  und  jichärfer  wer- 
den,' für  «iiie)|  singulären  W^rtk  Ton  m  ein  Minimum 
ejcreM^b^a,  und  d^cauC  wiad/^  stumpfer  werden ;  bis 
sie  endlich  für  »•  =  oo'  den,  d^t  Gränzgestalt  mR^ 
5=  ooP2,.,wkomniende9,  Winkel  von  12Q**  erreichen. 

_  Da  Bic|i  nun  je  zwei^  V^  einer  olleren  (oder  unte- 
ren) Polkante  X  zusammenstossende  Flächen  von  mit" 
^.FW9f  Aiittelks|nt€^  des  eingeschriebenen  |lhomboS- 
;;^rB  i»4üt^n,  durc);^  welche  zugleich  eine  mitere  (oder 
obere)  Fläche  desselben  RhomboSders  geht,  so  schnei- 
den sie  diese  letztere  Fläche  immer  in  denselben  zwei 
linien;.  und  da  sie  beide  für  jeden  Werth  von  n  glei- 
che Neigung  gegen  die  RhomboSderfläche   haben,  so 
iolg^  aus  bekannten  Sätzen,    dass  ilir  gegenseitiger 
-Neigungswinkel  JT  ein  Alimno^v^'n  wird,  sobald  sie  selbst 
und'  folglich  auch  ihre  Durchschnittslinie  auf  der  be-^ 
zeichneten  RkoniboSderfll^he  rechtwinklig  sind.   Folg- 
I.  28 
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lieh  ist  das  gesuchte  Minimum  des  Polkantenwlnkels 
X  von  mR*  gleich  dem  Polfläcbei|\¥iQkel  des  ek^er 
schriebenen  RhomboSders. 

Weil  aber  die  Polkfmte  Xj  nachdem  sie  ihr  Mi^ 
nimum  erreichte,  wieder  bis  zu  120^  xunimmt,  so 
inuss  sie  oflfenbar  für  irgend  einen  zweiten  singulären 
Werth  von  »  der  Colkante  des  eingeschriebenen  Bhomir 
|M>ilders  gleich  werden. 

Hieraus  ergfebt  steh,  dass  es  in  jeder  Reihe  von 
ßkalenoßdern,  welche  sich  aus  einem  stumpfen 
Rhombo§der^  dessen  Polk.  <120%  ableiten  lässt,  zwei, 
durch  den  Winkelwerth  ihrer  kürzeren  Polhante  emi- 
nente SkalenoSder  giebf,  indem  dieser  Wfakel  ei- 
nerseits dem  Polflächenwinkel,  anderseits  > dem  Pol- 
kantenwinkel des  emgesehriebenenRhombo^ders  gleich 
ist.  Es  findet  also  gleichsam  eine  Uebertragung  oder 
Abtretung  (Meta$tMii$)  der  Winkel  des  RhomboMert 
auf  die  Skalenoßder  Statt,  weshalb  auch  diese  letx- 
teren  als  metastatische  Skalenoßder  bezeich- 
net worden  sind.    Wir  unteriebiiiden  sie  alsi 

1)  M,  S.  der  ersten  Art;  der  Polkantenwinkel X 
ist  dem  Polflächen winket  des  eingeschriebe- 
nen Rhomboßders  gleich. 

2)  M.  S.  der  zweiten  Art;  der Pölkantenwfnkel 
X  ist  dem  Polk  ante  nwinkel  des  einj^eschrie-« 
benen  Rhombo^ers  gleich. 

M.  S.  der  ersten  Art  giebt  es  übrigens  fSr  Jede« 
stumpfe  Rhomboßder,  seine  Polk«  mag  ^  oder  «^ 
120^  sejm. 

§.    347. 

Forttetziing. 

Ans  der  Gleichheit  der  Polkantenwinkel  X  ndt 
dem  Polflftchenwinkel  des  eingeschriebenen  Rhombo^ 
ders  mR  ergeben  sich  für  die  metastatisehen  Skale- 
noßder  der  ersten  Art  noch  folgende  EigenschiiftMit 
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1)  iBM9  ihre  Polkantenlinien  X  einseln  auf  den  ein- 
seien Flächen  von  mR  rechtwinklig  sind; 

2)  dasft  ihre  Mittelkantenwinkel  die  Supplemente 
der  Mittelkantenwinkel  von  mit  sind; 

3)  dasB  der  ebene  Winkelt;  ihrer  Flächen  ein  rech« 
ter  ist. 

Diese  letstere  EigMischaft   lässt  am  leichtesten 
auf  den  Bedingnngswerth  von  n  gelangen;  wir  fanden 
«allgemein : 

taMgv  =  -  -5-5^_^p^ 

da  nun  v  =  90°,  to  wird 

«««»(3»— 1)  —  3  =a  0 
.  «»a»+3 

Ans  diesem  Werthe  von  n  ergeben  sieh  nachste- 
hende Folgerungen: 

1)  Da  H  jederzeit  rational  gefordert  wird,  so  muss 
auch  a^  rational  seyn;  eine  Bedingung,  die 
jederzeit  erfüllt  ist,  sobald  a  rational,  oder  auch 
eine  Quadratwurzel. 

2)  Da  n  jederzeit  >  1  gefordert  wird,  so  muss 
m^a*  <iiy  und  folglich  das  Rhombo4Sder  mR  ein 
stumpfes  RbomboMer  seyn  (f.  287  und  338). 

3)  Da  n,  den  bisherigen  Erfahrungen  zufolge,  von 
•ehr  einfachem  numerischen  Ausdrucke  z.u  seyn 
pflegt,  so  muss  äuchM^a*  einen  dei^ichen  Aus- 
druck haben.    Setzen  wir  z.  B.  mit  Haüy 

für  Kalkspath:      «*  »  i 

für  Silberblende:  n'  =  -f- 
so  finden  sieh  die,  aus  den  beiderseitigen  Grund- 
gestalten jR  abzuleitenden  metastatischen  Skale« 
no&der  der  ersten  Art: 


für  Kalkspath      . . . .  jB* 
für  Silberblende  ....  R^ 


28* 
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Weil  aber  neuere  Beobachtungen  gezeigt  haben, 
dass  för  Kalkspath  a^  =  0,73,  ^r  Silberblende  a^ 
=  0,64  anzunehmen  ist,  so  werden  die  Werthe  von  n 
für  beide  Species  so  complicirt,  dass  man  das  wirk- 
liche Vorkommen  ihrer  metastatischen  SkalenoSder 
jR«  mit  Recht  bezweifeln  muss. 

Anmerkung.     Dass,   und  fBr  welchen  Bedin- 
gnngswerth  von  n  es  ein  Minimum  der  Pelkante  X 
geben  muss,   lässt   sich  auch  aus  dem  Ausdruck  für» 
co$X  finden,  den  ich  der  Kürze  wegen  mit  fpn  be- 
zeichnen Will.    Differentiirt  man  die  Gleichung 

eo$X  =  ^n 
so  wird 

d .  coiX  =s  dn  ip^m 
und  setzt  man  ip'm  s=  0,  so  ergiebt  sich  der  entspre- 

chende  Werth  von  «=        ^"^   ,  welchem,  weil  der 

zweite  Differentialquotient  positiv,  ein  Minimum  ent- 
spricht. 

f.    348. 
Fortsetzung. 

Aus  der  Gleichheit  der  Polkantenwinkel  X  mit 
dem  Pölkantenwinkel  des  eingeschriebenen  RhomboS- 
ders  mR  ergiebt  sich  für  die  metastatischen  Skale- 
nofider  der  zweiten  Art: 

dass  der  stumpfe  Winkel  v  ihrer  Flächen  dem  Pol- 
flächenwinkel des  eingeschriebenen  Rhombo€ders 
gleich  sey. 
Setzt  man  tmgkX  in  «H»  gleich  tatisiX'm  mR, 
so  folgt: 

Sm^a^M—i)n  =  3(ii+3)(ji~1) 
und  daher 

_  9 

*  ~  6m*a^—3 
Aus  diesem  Werthe  von  n  ergeben  steh  die  nach- 
stehenden Folgerungen: 
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1)  Da  n  rational  uejn  itmiSy  wenn  das  SkalenoSder 
Bealität  haben  soll,  so  wird  auch  fSr  a'  ein  rap 
tionaler  WerA  gefordert. 

2)  Da  n  jedenfalls  >  1  gefordert  wird,  so  mnss 
auch  m^a^  <  i,  und  folglieb  das  Bhombo€der 
mR  ein  stumpfes  seyn. 

3)  Da  m  immer  positiv  gefordert  wird,  so  darf  aach 
M'a>  ni^  >  4,  odejD  die  Polk  Z  nie  >  120^ 
seyn. 

4)  Da  n  in  allen  bis  Jetzt  beobaohteten  Fällen  von 
ziemlich  ein&chem  numerischem  Ansdmck  ist, 
so  wird  auch  m*a*  von  dergleichem  Ausdruck 
seyn  müssen.  Nehmen  wir  z.  B.  mit  Haüy  die 
im  vorigen  §.  angegebenen  Werthe  v^n  a^  für 
JSalkspath  und  Silberblende  an,  so  werden  die, 
aus  den  beiderseitigen  JB  abzuleitenden  "metasto* 
tischen  SkalenoSder  der  zweiten  Art: 

für  Kalkspath      B* 

für  Silberblende  ....  B^ 

§.    349. 
loYene  RhomboMor. 

Für  jedes  Bhombo^er  siJB  ist  ein  anderes  Bhom- 
boSder  m^R  möglich,  dessen  Kantenwinkel  den  Flä- 
chenwinkeln  jenes  gleich  sind,  und  umgekehrt.  Man 
kann  je  zwei  dergleichen  BhomboSder  nach  dieser 
gegenseitigen  Yertöuscbung  oder  Umkehrung  (inver' 
iU)  ihrer  Kanten-  und  Flächenwinkel  als  inverse 
Bho'mbo€der  bezeichnen.  Das  eine  derselben  nräss 
dUemal  ein  spitzes,  das  andere  ein  stumpfes  Bhom- 
beider  seyn,  weil  die  Polflächenwinkel  von  siJS 
den  Mittel  kanten  winkeln  von  M^it,  und  die  Pol- 
kantenwinkel von  mR  den  Mittelflächen  winkeln 
von  si^jR  gleich  sind,  und  umgekehrt. 

Da  nun  allgemein  für  den  Polflächenwinkel  2C 
des  Bhi»ibo<Sdenl  ziB 
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a»*«*— 3 


co#2?  = 

Ittelkante 

coiZ  = 


und  für  die  Mittelkante  Z  des  Bhomboeders  m'B: 

3  — 2«i'2a* 


3  +  4i»"»a* 

so  folgt  aus  der  Gleichsetzung  beider  Werthe 
/  3 

fMm    =   

2a^ 
als  die  Bedingungsgleichung  für  die  Ableitungszahlen 
je  zweier  inyerser  lUioinboäder. 

Setzen  wir  z  B.  imKalkspathe  mltJHailjra?  =t9 
Uo  würden,  folgende  Bhombo^er  ijiverse: 
J?  und  2Ä 
:  iB  und  4Ä 

iB  und  SB  u.  j.  w, 

oder  allgemein  mB  und  — Ä. 

Aus  der  Umkehrung  der  Kanten-  und  Flächen- 
winke]  folgt,  dass  auch  .die  Winkel  ihrer  jrespectiven 
diagonalen  Hauptschnitte  gleich  sind,  so  dass  nämlich 
der  am  Poleck  gelegene  Winkel  des  einen  dem  am 
Mitteleck  gelegenen  Winkel  des  andern  gleicht. 

.<  Das  Yerhähniito  der  inversen  Bhombo'gder  lässC 
sich  am  küraesten  und-  bestimmtesten  mittels  eines 
bekannten  Aasdruckes  '^r  Tri^drometrie  bezeichnen, 
iadelu  man  sie  als  solche  lUiomboßder  definirt,  de- 
ren-Ppleoke  supplementäre  Tri6d.er  raid.  Dar- 
aas iblgt  unmittelbar  nicht  mir  die  gegenseitige  Vor- 
tmnchnng  ihrer  Kanten-  und  Fläehehwnikel,  sondern 
aadi,  dass  von  je  zw«i  inversen  Bhoitibo^dern>,  wenn 
man  sie  in  gleicher  Stellung  um  einen  gemein- 
liobaftlichenMittelpunct  denkt,  die  obeien  oder  unte- 
ren Flächen  des  einen  auf  den  unteren  oder  4)beren 
Polkanten  des  andern  rechtwinklig  sind,  und  mee 
V€r$a.  Fragt  man  also  fiilr  irgend  ein  Rhomboäder 
HF  mB  nach  deqenigen  Gestalt,  4ereii  Flächen  auf  aei- 


Digitized  by  VaOOQlC 


Sysiemlehre.  Hexixgonahystem.Cap.IIL  430 
nen  Polkanten  rechtidnUig  sind,   m  kann  dteaelb« 

h)  ßirechumg  der  hexägonmlem  Pjfrgmidm  «m  cftiiorJMr  tVi- 
ekmuUOung. 

f.    360. 
BalbmeMer  der  Basis. 

Die  Resultate  4er  Berechnung  der  hexagonalen 
Pyramiden  der  dritten  Art  lassen  sich  unmittelbar  aus 
den  Formeln  für  die  Pyramiden  der  ersten  Art  ablei- 
ten, wenn  man  in  dieselben  statt  der  halben  Neben- 

ajLe  dm  Halbamtser  der  Basia  von  f^^  elnfiMirt. 

Das  einsige  zur  Berechnung  erforderliche  fÜement  ist 
daher  dieser  Halbmesser,  dessen  Bestimmung  von  den 
Coordinaten  des  Mitteleckpunctes  ^abhängt. 

Die  Gleichungen  dei({enlgei|  beiden  Mittelkanten, 
welche  sur  Darstellung  des  im  ersten  Sei^tanten  ge- 
legenen Mitteleckpunctes  contribuiren,  sind: 

^  =  0    und  i^  +       «:      =  1 


n^y  +^5=^cxl 


folglich  werden  die  Coordinaten  des  MiUeleckpuncte« : 


9 


»»— «+1 


and  die  Centraldistanz  dieses  Punctes,  oder  der  ge- 
suchte Halbmesser: 

Die  Gleichang  desselben  Halbmessers  aber  wird: 
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oder  ortbometriiefa  ausjgedr&ekl:    . 

iL ?f-  =  0 

f/3        211—1 

dahi*r  die  Tangente  de9  Winkels  ^,  welchen  er  mit 

der  Axe  der  if  bildet^  oder  des  Winkels  der  schein- 

baren  Verdrehung  der  Pyramiden  y  — —  2 

i   351. 
Resultate  der  Beredmuig. 

Mittels   des  gefundenen  Halbmessers  B  erhalten 
wir  nun  nach  der  angegebenen  Methode  aus  §.  328 

f  fttPn 

folgende  Resultate  för  t--^-. 
I.  Coef&cient  der  Zwischenaxe: 

r  =  -^,  wie  in  §-319, 
II.  Flächonnormale : 

m.  Kantenlinien 


iV=s!!l^,  wie  in  5,320, 


Polkante       = 
IVfittelkante  =5 


|/»*^+l 
n 


"VI.  Volumen: 

~  »«— f*+i 

V.  Oberfläche: 

~  n^— «+1 
VI.  Flächenwinkel: 

an  der  Basis,  tangg>  =?  — 
am  Pole,    tangy/  ass  -« 
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Vn.  Kant«n«InkeI: 

Polk.     co»^^-  ^.„.\n.-^i^^^ 

Mittelk.  co,Z  =  -  4^.^,;,,^^^!)^, 

Setzt  man  in  diesen  Formeln  »  =  1,  so  verwan- 
deln sich  selbige  in  die,  för  die  bexagonalen  Pyra- 
miden derHanptreihe  aufgefundenen  Formeln  des  f.  328, 
und  setzt  man  iiae2,  so  verwandeln  sie  sich  in  die, 
för  die  bel^a^nalen  Pyramiden  d^  Nebenreihe  auf- 
gelundenen  Formeln  des  §.  329;  wodurch  die  Resul- 
tate der  Ableitung  ihre  vollkommene  Bestäti||nog  er- 
halten, dass  die  hexagonalen  Pyramiden  mV  und  mP2 

als  Gr8nzgestalten  'von  -j—k;-  keine,  von  ihrer  ho- 

loSdrist^hen  Erscheinungsweise  verschiedeMn  Resul- 
tate liefern. 

FSr  M  =  oc  dagegen  erbilt  man  die.  Fömeln  I8r 
die  hexagonalen  Prismen  der  dritten  Art,  welche  von 
den  Prismen  ocP  und  ooP2  b^  durch,  den  Halbmes- 
ser ihrer  Basis  und  durch  die  scheipbare  Verdrehung 
um  den  Winkel  ^verschieden  sind. 

e)  Berechnung  der  hexßgonaUm  Trtq^ezoeier. 

%.    352. 

Vorbereitang. 

Wir  bezeichnen  in  jedem  heicagonalen  Trape- 
zo«der  r^  oder  l^  (Fig.  376) 

die  normalen  Mittelkanten  mit  Z 

die  diagonalen  Mittelkanten  mijt  Z^ 

die  Polkanten  mit  JT, 
unterscheiden  jedoph  für  eine  und  dieselbe  Fläche  die 
an  der  diagonalen  Mittelkante  anliegende  Polkante 
durch  X^.    Ferner  bezeichnen  wir  die  obere  Fläche 

im  ersten  Sextanten  mit  J^,  und  die  vier  Flächen, 

t 
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weiche  mit  Ihr  die  Kanten  Xj  X%  Z  vtad  Z^  bilden, 
mit  JP',  B^^  ir  und  jP"^;  endlich  die  ebenen  Winkel 
der  Fläche  F^  nämlich: 

den  Winkel  zwlBdien  X  und  X^  mit  ^ 

Z  und   Z'    -    ^ 

-    -        -      -      JT  und    Z     -     er 
.        .    .        .      -      JPund  E"    .     S 
Ist  nun  die  Gleichung 

RbF....~  +  ^  +  f«l 

80  werden  die  calculativeii  Gleichungen  f3r  die  übri- 
gen vier  Flächen  folgende: 

>1 

Die  aaccessiTe  ConiJbiiiatiQn  der  Gleiokting  toq  F 
mit  den  Gleichangen  von  JF^,  JP*,  jP*  and  iP"'  fuhrt 
auf  ^e  Gieidrangen  der  Kantenlinien : 

y    ^     i 


jr 


1 


Üir  JC' 


für  Z 


X 


I-     =^    0 
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Ans  den  zweiten  Gleiebrng^n  Ton  fi  waA  V  Mg^ 
dass  die  diagonalen  Mittelkanten  den  nonnaku  Hanp^ 
schnitten,  und  die  normalen  Bftlttelkanten  den  diago- 
nalen Hauptschnitten  parallel  sind. 

Endlich  finden  sich  die  Coordinaten  des  an  der 
Kante  X  gelegenen  Mitteleckponetes  durch  Combi- 
nation  der  Gleichung  von  F^^  mit  den  Gleichungen 
derselben  Polkaate,  wie  folgt: 

«»a(i>-l)(2-ii) 
^-         11(11+1)  • 

2 

^=^       i+i 

2(11-1) 

§.    353. 
Knatenlinien. 

Da  die  Zwischenaxen  und  FlächennonUfJen  in 
den  Trapezo^dern  denselben  Werth  behaupten  wie 
in  den  resp.  Muttergestalten,  so  bildet  die  Berech- 
nung der  Kantenlinien  X,  Z  und  Z^  das  zunächst  auf- 
zulösende Problem.  Wir  wollen  diese  Berechnung  an 
denjenigen  drei  Kanten  Toniehmen,  welche  in  dem 
Mitteleckpuncte  zusammenlaufen^  dessen  Coordinaten 
EU  Ende  des  vorigen  §.  bestimmt  wurden.  Oieseir 
Punct  ist  also  ein  gemeinschaftlicher  GrSnzpunct  für 
alle  dreiKantem  deren  zweite  Gränzpuncte  folgende: 
fik  JT,  der  Poleckpunct,  dessen  Coordinaten: 

^  =  «sa,  yszO,  :?=30 
für  fZ",   der  Endpunct  der  Zwischenaxe,   dessen 
Coonünaten : 
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für  iZ  der  Fläche  JF^f  iet  Endpnnct  der  Axe  der  y, 
dessen  Coordinateö* 

Die  Combination  der  Coordinaten  je  zweier  Gränz- 
pniicte  jeiner  und  derselben  Linie  nach  4er  Regel  in 
f.  318  giebt  sogleich : 

_      2(2— n)t^«i'a^(ii— l)^+y^^ 

2(11— l)>^gi^aH2~^)^+3ii^ 
^=  n(fi+l) 

Sollen  Z  und  Z'  gleich,  und  folglich  die  Flächen 
symmetrische  Trapezoide  werden,  so  moss 
(2-1»)«  =  3(«— 1)* 

oder      n    =      "^^ 

seyn;  es  kSnnen  daher  nur  die  regelmässig  zwolCsei- 
tigen  Pyramiden  von  dergleichen  Trapezoiden  inn- 
schlossene  Trapezo^der  liefern,  welche  also  eben  so 
unmöglich  sind  wie  Jene. 

§.    354. 
Volumen. 

Man  lege  durch  die  vier  Kanten  einer  Jeden  Flä- 
che jp  und  durch  den  Mittelpunct  der  Gestalt  schnei- 
dende Ebenen,  so  wird  das  TrapezoSder  in  12  vi^- 
seitige  (einfache)  Elementarpyramiden  getheilt,  von 
welchen  sich  wiederum  eine  jede  auf  folgende  Weise 
in  vier  dreiseitige  Theilpyramiden  oder  ünregelmässige 
Teträäder  zerlegen  lässt.  Man  verbinde  ih  jeder  Flä- 
che F  (Fig.  374)  den  Poleckpunct  mit  den  Mittel- 
puncten  der  beiden  Mittelkanten,  und  diese  beiden 
Pttncte  selbst  durch  gerade  Linien,  so  entsprechen 
die  drei  Verbindungslinien   den  Kantenlinien  dersel- 
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ben  Fläche  in  der  dihexagonden  Pyramide  «iP».  Legt 

man  nun  durch  jede  dieser  drei  Linien  und  durch  den 

Mittelpunct  der  Gestalt  schneidende  Ebenen,  so  thei- 

len  dieselben  die  Elementarpyramide  v  in  vier  Theil- 

pyramiden  y,  9',  (p'^  und  y*',  und  es  wird: 

ti  ==  <j)  +  9'  +  9''  +  ?)•' 

Nun  ist  zuTÖrderirt 

umn 
Volumen  9  =  1;  in  §.322,  =  4(114.1)1/3 

Für  9',  9*  nnd  qT  wählen  wir  diejenigen  ihrer 
respectiren  Flächen  sbu  Ckundiächen,   welche  an  9 
anliegen,  oder  in  den  normalen,  diagonalen  und  ba- 
sischen Hauptschnitt  fallen,^  sie  finden  sich: 
für  9^  c7    ima 
^      '         man  |/3 

Unter  Voraussetzung  dieser  Grundflächen  bestim* 
men  sich  die  Höhen  von  9',  9"  und  9*^  aus  den  Coor- 
dinaten  des  Mitteleckpunctes  in  }.352  wie  folgt: 

Höhe  von  9'  =  zsineoP  =  ^^'^^/^ 

-  -     -   9  =»^  «        «c«+i) 
Also  wird:  9 

Volumen  ,'=    5^57ä 

^  0M»(2 — ») 

-  -    •  f    -    2(»+l)V3 

,.,  _  «ia(«-l)(2— «) 

-  ■    ■  ^ 4(»+l)V^ 

und  das  Volumen  der  Elemi^ntarpyramide : 

.     /  ■     «  .     »        i»a(2» — 1) 
V  -  9  +  9'  +  9"'  +  »"'=  ^4-J)y3 
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tvMb^  das  Volumen  dM  Trapezoedera  seibat: 

$.    355. 
Oberfl&eh«^ 

Da  das  Volumen  eine  Function  der  Oberfläche 
S  und  FIäeh«nnormaIe  N.,  indem 

so  wird  auch 

3F 

und,  nacb  Substitution  der  bekannten  Wertbe  von  V 

und  Nj 

wo  Jlf,  wie  immer,  =  /4m«««(»«— »+l)+3Ä^ 

Der  Inhalt  ^iner  Fläche  des  TrapexoSders  wird 
2»~1 

und  der  Inhalt  der  nach  aussen  gewendeten  Flächen 
der  drei  Theilpyramiden  (p\  qf'  und  q>^ 

f.    356. 
Fläehenwinkel. 

Setzt  man  in  den  aweiten  Aoadmek  tut  eoiU 
des  §.318  atatt  der  Buchstaben. a,  /9,  /,  o.  i.  w.  sno-' 
cessiv  die  Parameter  aus  den  Gleichungen  von  X  und 
X%  Z  und  Z%  J:  and  1,   und  X  und  Z^,  m  erhalt 
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man  die  Cosinas  der  Winkel  ^  (»,  <7  tind  $,  von  Wel- 
chen ich  not  den  emteren  herscbreibe: 

Der  Sinus  von  ^  findet  sich  aus  diesem  Cosinus; 
die  Sinus  der  übrigen  drei  Winkel  aber  weit  leich- 
ter durch  die  Gleichungen: 

*9^      .  ^      Sw'      .  80)*' 

^  So  erbSit  man  endlidi  die  Tangenten,  als  die  im 
Gebrauche  bequemsten  Functionen:  nämlich: 

tauga ,- ?Ö»+1)^ 


2«»a»(»*— «+1)(2— «)-3n»(»-l) 
'""^^'^  2»»«»(»~J)(2-»i)-3»» 

S.    357. 
K«Bteawinkel. 
Combinirt  man  die  Parameter  der  Gleichung  ron 
'F  aaccerndv  mit  d«n  Parametern  der  Gleiehnngen  von 
F'y  jr  and  F"  nach  der  Regel  für  die  Auffindung 
Ton  cot  W  in.  $.318,  so  erhalt  man  nnraittelbar: 

co,x a«t«g»(*'-*+l)«f3it» 

'^^—      4iii»««(ji«-»+i)+3ii* 

4«»o*(«»--«+l)+3»« 

Femer  wird 

toV iZ'  n  «oiviCr  in  |.  326 
<i»vi^  =>  feiviT  ebenda«. 
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Für  die  aus  «P— — 7   abgeleiteten    Trapezo^der, 
welche  in  der  Natur  besonders  häafig  vorkommen,  wird : 

und  timgi27  s=z  (2m — 1)  Z),  wenn  man  die  für  jede 
Krystallreihe  constante  Grösse  ,  mit  D  be- 


zeichnet  Für  den  Quarz  ist  «.  B.  D  ä  KÜi  =  0,4272-.., 
und  daher 

2m  — 1  =  2j3*tmgiZ 

C.     Berechnung  der  tetartoedritchen  Gestalten. 
a)  Berechnung  iw  Rhombodder  von  abnormer  EiackenHeUung. 

§.    358. 
Methode  und  Resultate  der  Berechnmig. 

Die  Berechnung  der  RhomboSder  von  abnormer 
Flächensteliung,  oder  der  tetarto^drischen  Gestalten 

+  7~K^  ^^  ®^  ■®'i'  einfaches  GeschäftU    Weil  nftm- 

mV 

lieh  die  in  }*  338  für  die  RhQmboSder  —  aufgefun- 
denen Resultate  von  der  Flftchenstellung  dieser  Ge- 
stalten insofern  ganz  unabhängig  sind,  wiefern  sie 
überhaupt  für  jedes  Rhomboßder  gelten ,  das  aus  ei- 
ner bexagonalen  Pyramide  von  dem  Axenverhältnisse 
1  :  ma  abgeleitet  wurde,  so  haben  wir  nur  statt  die- 
ses Verhältnisses  das  Verhältniss  -  :  ma  zu 

Grunde  zu  legen,  um  aus  denselben  Formeln  die  Aus- 
4i$cke  für  unsre  tetartoädrischen  Rhomboßder  abzu- 
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leiten;   denn  diese  Rhom)l)o6der  werden  ja  aus  deni 
hexagonalen  Pyramiden    der   dritten    Art  gerade  se 
abgeleitet,  wie  die  Hhomboäde^  mR  aus  den  bexago- 
nal^  Pyramiden  der  ersten  Art.    Man  erhält  so: 
L  CoCf&cient  der  Zwischenaxe: 

n.  Flichennonnale: 

K  —  ?!Üy5 
^  —      M 

m.  Kantenlinien: 


_,       .2>^i»»a»(»'— <t-H)+3ti*         - 

A  ^  • /  = =  äi 

horizontale  Diagonale  =s 


geneigte  Diagonale       ==      ,t  =r 

IV.  Volumen: 


V.  Oberfläche: 

«  _      4iiJ!f 

VI.  Flächenwinkel: 

Polflächenwinkel  ?,  /aitgi^  =  -^ 
VII.  Kantenwinkel: 
Polkante      X,  co.X  =  ^^^^^^=^^±^t:^ 
Mittelkante  Z,  cotZ  =  -^  co$X 

%.    359. 

GrSnsgMtalten  diMer  Rhombo^er. 

Fuc  m  =s  ao  verwandeln  sich  diese  Formeln  in 
diejenigen  für  die  hexagonalen  Prismen  von  abnor- 
I.  29 
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iner  FI&chensteHnng,  deren  abwechselnde  FIttdien, 
Virie  fiberhaupt  die  aller  hexagonakn  Prismen,  wel- 
che Gränzgestalten  von  RhomboSdern  sind,  eine  ent- 
gegengesetzte Bedeutung  haben;  daher  jr=  60%  wäh- 
rend Z  =a  120*. 

Füt  »  =  1  gehen  dieselben  Formeln  in-  diejeni- 

mP 

gen  aber,  welche  für  die  Rhomboßder  -^  oder  mR- 

in  §.338  angegeben  wurden.  Diese  Rhomboßder  sind 
dalyBt  in  ihrer  Verbindung  mit  Rhomboßdem  der  drit- 
ten Art  als  tetartoßdrische  Gestalten  zu  deuten,  wie 
sie  denn  auch  eigentlich  nur  aus  den  vergrosserten 
Fl&chenhälften  der  abwechselnden  Flächen  von  mP 
bestehen« 

Für  n  =  2  beziehen  sich  die  Formeln  auf  solche 
RhomboSder,  welche  durch  Vergrdsserung  der  ab- 
wechselnden Flächen  von  mP2  zum  Vorscheine  kom- 
men, und  bereits  oben  als  RhomboSder  von  diagona- 
ler Flächenstellung  oder  R.  der  zweiten  Art  bezeich- 
net Wurden.    Man  erhält  fiir  sie: 

Kantenlinie,  X=  ^KW*a^+4 

Volumen,     V  s=s    ^  ^ 
Oberfläche,  S  =  i5£Ä^ 


Flächenwinkel,  taMg\t=^^^ 

Kantenwinkel,   cwJC  «    «*«*— 2 


2(»i«a*+l) 
h)  Ber^thiwg  der  ingmuO^n  TrMpnoiier. 
.   f  •    360. 
Vorbereitung. 
Wir  bezeichnen  in  jedem  trigonalen  Trapezoäder 

±r?!j?  oder  +/?^J*  (Fig.  377)  ^ 
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die  Polkanten  mit  Xy 

die  längeren  Mittelkanten  mit  Z, 

die  kürzeren  Mitlelkanten  mit  Z\ 
und  unterscheiden,  wo  es  nothig,  fdr  eine  jede  Flä- 
ehe  die  an  Z'  anliegende  Polkante  durch  X\  Fer- 
ner bezeichnen  wir  die  im  ersten  Sextanten  gelegene 
Fläche  mit  jP,  und  diejenigen^  vief  Flächen,  welche 
mit  ihr  die  Kanten  X,  X%  Z  und  Z^  bilden,  mit  i^, 
r'y  F^  nnd  JP"';  endlich  die  ebenen  Winkel  jeder 
Fläche  in  der  Folge,  wie  «ie  zwischen  X^  und  X, 
X  und  Z,  Z  und  Z\  JT  und  X'  liegen,  mit  ^  Cj  ^  und  $. 

Ist  nun  die  Gleichung 

für  jP —  +*-^  +  2  =  1 

so  werden  die  catculativen  Gleichungen  der  vier  an- 
dern Flächen  folgende: 

&.r ^-      9      --(5=il^«l 

ma  ^  n 


ma  n 


ma  n  n 

=  1 


+   -^ 

ma  n  n 

Die  aaccessive  Combination  der  Gleichung  tob 
F"  mit  den  Gleiehangen  der  übrigen  Flächen  fuhrt  auf 
folgende  Gleiehangen  der  Kantenlinien: 

Jf y       _        1 

fnrX....!""'(*''~*+^^      «(211-1)      ««-«+1 

JL j_  _* L 


fiirX'...,< 


«ia(»*— «+1)  ^  «(n+l)        »*— »+1 
»+1       ^    2-» 


=    0 
29» 
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f&tZ  .. 


iL 

2 


=    0 

=  1 


'für  Z' . 


iL       = 

n 


s=      « 


"■i«(2ii— 1) 

Ans  der  ersteren  ßleichnng  von  Z  folgt,  das«  diese 
Kaute  durch  die  Axe  der  z  geht,  und  aus  der  twi- 
schen  x  und  z  abzuleitenden  Gleichung  von  Z\  das» 
diese  Kante  durch  die  Axe  der  y  geht.  Die  Mittel- 
kanten jedes  trigonalen  Jrapezoeders  gehen  also 
durch  die  Nebenaücen,  und  zwar  schneiden  die  länge- 
ren Mittelkanten  ihre  resp.  halbenNebenaxen  in  der 
Centraldistanz  1,  die  kürzeren  Mittelkantea  die  ihri- 
gen in  der  Centraldistanz  »;.  übrigens  lehren  die  Glei- 
chungen zwischen  y  und  z,  dass  beiderlei  Kanten  in 
Parallelebenen  der  diagonalen  Hauptschnitte  fallen. 

Die  CombinatioB  der  Gleichungen  von  X'  mit  der 
Gleichung  von  F*"  führt  endlich  auf  die  Coordinaten 
des  dieselbe  Kante  begrftnzenden  Mitteleckpunctes: 
wa(2ii— 1)(2— ») 

*  —  3»  ' 

y  =        i(n+i) 

z  =  -1(2-1») 

'  i    361. 

Kanteiilinieo. 

Die  Coordinaten  des  Mitteleckpunotes  lasien  so- 
gleich zur  Berechnung  der  Kantenlinien  gelangen.  Es 
laufen  nämlich  von  4em  bestimmten  Mitteleckponcte 
aus: 

die  Polkante  X% 

die  Mittelkante  Z\  und 

die  Mittelkante  Z  der  Fläche  J^. 
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Berucksicfatigt  man  zunächst  die  halben  Mittel- 
kanten,  so  werden  die  drei  zu  berechnenden  Linien, 
ausser  von  dem  gemeinschaftlichen  Mitteleckpuncte, 
Ton  folgenden  Puncten  begränzt: 

X'  vom  Poleckpuncte,  dessen  Coordinaten  x^ssma^ 

\Z^  von  dem  durch  sie  bestimmten  Endpuncte  der 
Axe  der  y,  dessen  Coord.  47  =  0,  y  =  n^  r=0; 
|Z  von  dem  Endpuncte  der  Axe  der  Vj  dessen  Coor- 
dinaten ;r  =  0,  y  =  l,  z  =  —  1, 
Combinirt  man  ^ie  Coordinaten  je  zweier  Oränz- 
puncte  derselben  Linie  nach  der  bekannten  Regel,  so 
erhält' man: 


-  2(2»— l)K«»'aH2— »)'+3/i^ 

Z= 

§.    362. 

V  o  I  Q  m  e  Q. 

Die  Berechnung  des  Volumens  wird  für  diese 
TrapezoSder  ganz  auf  dieselbe  Art  geführt,  wie  für 
die  hexagonalen  TrapezoSder.  Man  zerlegt  nämlich 
erst  die  ganze  GestaJt  in  6  vierseitige  Elementarpy- 
ramiden ,  und  dann  jede  dieser  letzteren  in  vier  drei- 
seitige Theilpyramiden  y,  (p\  9*  und  y'^,  deren  Vo- 
lumina besonders  zu  berechnen  und  zu  addiren  sind, 
um  das  Volumen  jeder  Clementarpyramide  zu  erhalten. 

Nimmt  man  fär  q>  ihre  in  die  Ebene  des  Mittel- 
querschnittes fallende  Fläche  als  Grundfläche,  so  wird 
ma  ihre  Höhe ;  diese  Grundfläche  aber  ist  ein  Preieck, 
dessen  einer  Winkel  60°  beträgt,  und  von  den  Sei- 
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ten  1  and  n  eingeschlosseii  wird;  ^ein  lolialt  ist  da- 
her =  iiij/3,  woran«  sich  das  Volumen  von 

man 

bestimmt.  Betrachtet  man  ferner  diejenigen  Fläckea 
der  drei  übrigen  Theilpyramiden,  mit  denen  sie  an 
9  anliegen,  ds  deren  Grundflächen,  so  werden  dies^ 
Grundflächen 

für  9'  =  T^a 

für  y*'  =  iii|/3 
und  die  entsprechenden  Höhen   aus  den  (postitir  ge- 
nommenen) Coordinaten  des  Mitteleck^unetes 

für  q>'  =y  "ZiinW  ==  (2«— l)>/i 

für  9*^  =     z«»60^        =  (2— »)l4 

ftr  (f  =  X  =  ^ 

und  die  Volumina  von 

_      ««(2«-l) 

^  iMaii(2 — w) 

_,_»ta(2»-lX2— ») 

''  ^^ ü^' — 

folglich  das  Volumen  der  Elementarpyramide: 


r  =  9  +  9'  +  9"  + 


mu{H—n^—X) 


3^ 
u^  das  Volumen  des  Trape^oSders  selbst: 

F  =  6«  =  awa(4»-ii«-l)  |4 

%:   363. 
Oberfläche, 

Weil  Jederzeit 
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so-  wird  nach  Sabstitation  der  bekannteo  Werthe  ton 
F  und  A":  '  . 

ov_  2(4»— «*— l)ilf 

und  daher  der   Flächeninhalt    einer    jeden    einseien 
Fläche  dei  Trapezoeders: 

und  die  Flächeninhalte  der  nach  ^  auMen  ge\f  endeten 
Flächen  der  vier  Theilpyramiden: 
für  9 #  =      \M 

fBr9  ....f  =  -^— . 

för  <....  #•=  i(2-ii)Jf 

f.    364. 
Flftehenwinket 

Combinirt  man  nach  der  Formel  für  cof  V  in  §.  318 
snccessiv  die  Parameter  der  Gleichungen  von  JT  und 
X\  X  und  Zy  X'  und  Z%  Z  und  Z%  so  erhält  man 
die  Cosinui  der  Winkel  ^,  <r,  $  und  fy  von  denett  ich 
Jedooh  nur  den  erstoren  her^etse: 

Der  Sinus  von  t,  bestimmt  sich  leicht  aus  cof  T,  wäh- 
rend die  Sinus  der  übrigen  Winkel  aus  den  bekann* 
ten  Flächeninhalten  $\  /",  $'^  und  den  gleichfalls  be- 
kannten Werthen  der  M^  einschliessenden  Seiten  ge« 
fanden  werden.  S9  gelangt  pfm  endlich  auf  die  Tan- 
^«nten,  als  die  imGebimche  bequemsten  Functionen : 

tango^ 3^^ 
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\      ^ 3ii^3f    

^^^^  ~      2»i^iiK»*-«+0(2iir-l)— 3ii'(2— n) 

SnM 

tangQ  =ö  2«i«aH2ii— 1)(2— n>-^Ä* 

i    365. 
Kantenwinkel. 

Setzt  man  in  die  Formel  far  eoi  W  des  f.  318 
statt  m^  Hj  r  die  Parameter  der  Gleichung  von  F^  und 
'Statt  m\  n'  und  r'  successiv  die  Parameter  der  Glei- 
chungen von  -F%  F^  und  jP'%  so  erhält  man  unmit- 
telbar di<e  Cosinus  der  Kanten  JT,  ZuniZ%  wie  folgt: 

cot X  =      .    o   2/  tt T^CTo^  =  cofJT in §. 358 

f.    365  a. 

Granzgestalten  der  tri|;ona]eii  TrapeKoMcr. 

Ffir  «»  =s  oo  verwandeln  sich  die  Formeln  der 
vorhergehenden  |f .  in  diejenigen  für  die  ditrigonalen 
Prismen,  deren  Kanteüwinkel : 

C09X  =  i,  also  JT  =  60^ 

2(fi*— n+l) 
Z  und  Z'  sind  die  eigentlichen  Seitenkanten  dieser 
Prismen,  X  di^gegen  der  Neigungswinkel  je  sweier 
abwechselnder  Flächen  (vergt  §.  317), 

Fär  n  =  1  verwandeln  sich  dieselben  Formeln 

mP 

in  di^enigen  für  die  BhomboCder  ~  oder  mJB»  snm 
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Beweise,  das«  die  hexagonalen  Pyramiden  der  Haupt- 
reihe  anch  in  ihrer  trapexo^drischen  TetartoS- 
drie  f3r  die  Erscbeinnng  dasielbe  Resultat  liefern  wie 
in  ihrer  skaleno^drischen  Hemi€drie: 

Für  »  =  2  endlich  erh&lt  man,  ganz  in  Ueber« 
einstivimnng  mit  den  Resultaten  der  Ableitung,  die 
Formeln  für  die  trigonalen  Pyramiden,  wie  folgt: 

Kantenlinien:  . 

Z  =  2|/3,  und  2^  =  0. 
Yolumen: 

V  =  ima^ 
Oberfläche : 

Flächenwinkel : 


tanga  =  j^^m^a^+i 
Kantenwinkel: 


Viertes   Capitel 

Vo|i  den  Combinationen  des  Hexagonal- 
systemes. 

A,    Allgemeine  Entwicklung. 

f.    366. 
Gmndgestalt 

Die  Zähllgkeit  jeder  Combination  bestimmt  sich 
anch  in  diesem  Systeme  nach  der  allgemeinen  Regel 
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des  |.  66,  während  die  übrigen  Bestüamaiigea  der 
allgemeinen  Entwicklung  die  Grdkdgeatelt  der  Krj- 
itallreihe  oder  doch  wenigsten«  die  Lage  der  Axen 
als  bekannt  Toraussetsen ;  in  welcher  Hinsieht  fSr 
gegenwärtiges  System  die  in  §.  249  f3r  das  tetrago- 
nale  System  angestellten  Regeln  bnchstiblich  ansii> 
wenden  sind.  Wie  man  die  €irundgegtaU  in  jedem 
Falle  SU  denken  habe,  das  hängt  freilich  yon  dem 
Charakter  der  in  der  Combination  enthaltenen  Cre- 
stalten  ab.  Erscheinen  blas  holoädrische  Gestalten, 
oder  sind  bestimmte  Anzeigen  der  traj^ue^ofdrischen 
oder  pyramidalen  Hemil^rie  vorhanden ,  so  wird  die 
6rui\dgestalt  als  eine  hexagonale  PyraiKiide  irorgestellc 
werden  müssen,  während  sie  dagegen  als  ein  Rbom- 
boSder  zu  denken  ist,  sobald  rhombo^drische  E[emi6- 
drie  oder  auch  Tetbrto^rie  Statt  findet.  Wegen  die* 
ses  verschiedenen  Charakters  der  Gnmdgestalt,  und 
wegen  der  Uhsicherheit,  welcher  diese  Bestimmungen 
zum  Theil  unterworfep  sind,  scheint  es  vorthei]haf- 
ter,  zunächst  immer  nur  die  Stellung  des  Axensyste- 
mes  und  das  Grundvexhältnl^s  l;a  zu  bestimmen. 

f.    367. 
Charakter  dfr  (Gombinationen.  i 

In  den  meisten  Fällen  lässt  sich  der  Charakter 
finer  Combination  sehr  bestimmt  aus  den  Sjrmmetrie» 
Verhältnissen  derselben  beHctheilen^  indem  er  nur 
dann  entweder  ganiE  unbestimmt,  oder  doch  zweideu- 
tig bleibt,  wenn  die  Combination  nur  ans  den  d.er 
Holoädrie  und  Hemi^drie  gemeinschaftlichen  Gränz- 
gestalten  besteht,  oder  der  Krystall  mir  nach  einer 
Richtung  der  Hauptaxe  ausgebildet  ist.  Combinatio- 
nen  wie  oP.ooP,  oP.ooP2.ocP  u.  a.  gestatten  daher 
gar  kein  Urtheil  über  den  Charakter  der  Krystall- 
reihe,  jqxA  selbst  solche  Cofnbinaiion^n,  in  welchen 
hexngunAle  Pyriunidw  9M  e4n€(r  ßc^e,  o4^  nnoh 
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aus  denjenigen  beiden  Reihen  auftreten,  die  sich  im 
Verhältnisse  der  normalen  and  diagonalen  Flftchen* 
atellung  befinden,  lassen  es  unentschieden,  ob  die 
KrystaUrpihe  als  holo^driseh  oder  ah  trapezo^drisch« 
oder  pyramidal  •henüMrisch  bu  deaten  sey.  Diese 
Unbestimmtheit  liegt  in  der  Natar  der  Saclie  und 
kann  der  wissenschaftlichen  Methode  nicht  «um  Yor* 
wnrfe  gereichen,  weil  selbige  keine  Kriterien  fiir  Un- 
terschiede anfiaellen  kann,  welche  in  der  Erschei- 
nung selbst  durch  keine  Merkmale  heryorgehoben 
aind.  Die  rhombo^isohe  Hemi^drie  dagegen  offen- 
bart sich  jedenfalls  sehr  bestimmt,  sobald  nur  ausser 
•P,  ooP  und  den  Gliedern  der  Nebenreihe  noch  andre 
Gestalten  in  der  Combination  enthalten  sind.  Der  te- 
tartoSdrische  Charakter  endlich  giebt  sich  gleichfalls 
deutlich  zu  erkennen,  wenn  nur  ausser  oP  und  ooP 
noch  andre  Gestalten  auftreten,  wie  diess  doch  ge- 
wöhnlich der  Fall  ist.  Um  jedoch  über  die  Art  der 
Hemißdrie  oder  TetartoSdrie  mit  SicI\(Brheit  entschei- 
den zu  können,  dazu  wird  in  den  meisten  Fällen  er- 
fordert, dass  die  Krystalle  nach  beiden  Richtungen 
der  Hauptaxe  vollständig  ausgebildet  sind,  weil  diese 
Entscheidung  von  dem  gegenseitigen  Verhältnisse  der 
oberen  und  unteren  Hälfte  der  Gestalten  alihängt  - 

§.    368.         ' 
Allgemeine  Orientining  der  CombiDationen* 

Nachdem  die  Gmndgestalt  erwählt,  oder  doch 
,die  Lage  des  Axensyslemes  bestimmt  worden,  i&t  die 
allgelneiae  Orientirung  der  Combination,  oder  dieBe- 
atimmung  der  Stellen,  welche  ihre  Gestalten  in  den 
verschiedenen  Abtheilungen  der  Schemata  in  |.  296 
oder  {.306  einnehmen,  eine  sehr  ein&cbe  A^gi^* 
Man  erhält  ihre  Auflösung,  indem  man  für  4ia  ver- 
fldUedeneii  Gestalten  der  C^mbtoation  aogi^    ' 
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1)  welche  in  die  Hanptreihe, 

2)  welche  in  die  Nebenreifae,  und- 

3)  welche  in  die  Zwischenreihen 

gehören.  Zugleich  ergeben  sich  unmittelbar  ans  den 
Verhältnissen  der  zu  den  verschiedenen  Reihen  gehö- 
rigen Crestalten  folgende  Regeln: 

a)  Für  holoedrische  Combinationen: 

1)  Je  zwei  Gestalten  mPü  und  «iTn^  welche  hori- 
zontale CK.  bilden,  gehören  in  eine  und  die- 
selbe horizontale  Reihe,  oder  haben  ii'  =  fi. 

2)  Je  zwei  Gestalten  «iPn  und  mfPm'y  deren  Flä- 
chen geneigte  CK.  bilden,  welche  einem  der  nor- 
malen Hanptschnitte  parallel  laufen,  gehören  in 
eine  und  dieselbe  rerticale  Reihe,  oder  haben 

.«•'  =  «». 

b)  t^ür  rhomboSdrische  Combinationen: 

1)  Je  zwei  Gestalten  «Ä»  und  m'Ä*',  welche  hori- 
zontale CK.  hervorbringen,  gehören  in  eine  und 
dieselbe  horizontale  Reihe,  oder  haben  nf  =  n. 

2)  Je  zwei  Gestalten  ftiR"  und  mH*^',  deren  Mit^ 
telkanten  gleichlaufend  sind,  gehören  in  eine 
und  dieselbe  verticale  Reihe,  oder  haben  m^  =  si. . 

B.     Besondere  Entwicklung. 

§.     369. 
Vonftgtich  XU  beFficksichtigende  Coinbinatioiieiu 

Die  besondere  Entwicklung  der  hexagonalen  Com- 
binationen überhaupt  setzt  die  genauere  Kenntniss 
deijenigen  Verhältnisse  voraus,  von  welchen  die  ei- 
genthümliche  Erscheinungsweise  der  binären  Com- 
binationen abhängt.  Wir  haben  daher  die  Theorie 
dieser  binären  Combinationen  in  völliger  Allgemein- 
heit zu  entwickeln,  um  für  jeden  vorkommenden  Fall 
das  den  combinirten  Gestalten  entsprechende  Yerfaält- 
mA  ihrer  Ableitüngszahlen  unmittelbar  aus  der  Art 
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und  Weise  ihres  Verbundenseyns  auffinden  zu  kön- 
nen. Weil  nun  die  holoedrische  und  hemt^drische 
od^r  tetarto6drische  Erscheinungsweise  der  Gestalten 
meist  eine  eben  so  wesentliche  Verschiedenheit  ihrer 
Combinationen  xur  Folge  hat,  so  zerfällt  auch  die 
Theorie  der  binären  Combinationen  in  die  drei  Ab- 
schnitte Ton  den  holoedrischen,  hemiödrischen  und 
tetdrtoedrischen  Combinationen,  und  wiederum  jeder 
der  beiden  letzteren  Abschnitte  in  so  viele  Unterab- 
theilungen, als  es  verschiedene  Arten  der  HemiSdrie 
und  Tetartoedrie  giebt.  Wiefern  jedoch  nächst  den 
holoedrischen,  vorzüglich  die  rhomboedrischen  Com- 
binationen unsre  ganz  besondre  Aufmerksamkeit  in 
Anspruch  nehmen,  indem  die  meisten  hexagonal  kry- 
stallisirenden  Mineralien  der  rhomboedrischen  Hemie- 
drie  unterworfen  sind,  und  eines  dieser  Mineralien 
einen  solchen  Gestaltenreichthum,  eine  solche  Man- 
nichfaltigkeit  der  Combinationen  zeigt,  dass  sich  keine 
andre  Bubstanz  in  dieser  Hinsicht  mit  ihm  messen 
kann;  sofern  werden  wir  auch  nur  die  Theorie  die- 
ser beiden  Arten  von  Combinationen  ausführlich  be- 
handeln. 

ä)  HoloHdri$ch€  Combinationen. 

f.     370. 
Coml»iiatioBeo  sweiar  dihexagonaler  Pyraoudeo  mFn  and  mTn'. 

t)ie  Theorie  der  holoedrischen  Combinationen 
beruht  auf  den  Combinationsverhältnissen  zweier  di- 
hexagonaler Pyramiden  «iPn  und  m'¥m%  für  welche 
wir,  wie  verschieden  auch  in  der  Combination  ihre 
gegen3eitigen  Dimensionen  seyn  mögen,  jedenfalls  die 
durch  die  Ableitung  bestimmten  Verhältnisse  zu  Grunde 
legen  müssen.  Wir  denken  daher  beide  Gestalten 
um  einen  gemeinschaftlichen  Mittelpunct  in  paralle- 
ler Stellung, '  reduciren  sie  auf  gleiche  Nebenaxen, 
and  erhalten  dann 
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1)  tkt  die  HaupttfxeQ  h  und  V  die  Bedingung,  Awmm 

if>Gst<ih^  wenn  «•'>=»<«• 

2)  für  die  ZwiBchetiaxen  r  und  t^  die  Bedingung  das« 

r'>=3=<r,  wenn  ii'>2=r<it 

3)  für  die  beideneitigen  Quotienten  —  =  9   ^uid 
•-;^  SB  ^  die  Bedingung,  dasg 

/>  =  <y,  wenn      ^   T  />  =  <'^  J    ^ 

Sind  nun  beide  Gestalten  lu  einer  Combinatioii 
verbunden,  so  wird  die  Annahme  gleicher  Nebenaicen 
swvin  der  Wirklichkeit  widerlegt,  aber  dessenungeach- 
tet beibehalten  werden  müssen,  weil  alle  Yerglei» 
chungen  und  Bestimmungen  der  Gestalten  auf  den 
Voraussetzungen  der  Ableitung  beruhen.  Die  Erschei- 
nungsweise der  Combination  »PiijrTii^  hängt  nun  we- 
sentlich davon  ab,  welche  von  den  in  vorstehenden 
drei  Bedingungen  enthaltenen  Yerh&ltnissen  für  beide 
Gestalten  unter  der  Voraussetzung  gleicher  Neben- 
axen  Statt  finden. 

Es  bildet  i^ämlich  mTh^  an  mP» 
L  Zuschärfungen  der  Kanten,  und  zwar: 

1)  der  normalen  Polk.^  wenn  m^c:=»,  •'>»  und 
folglich  ^<q\  Fig. 378. 

2)  der  diagonalen  Polk.,  wenn  f'ae^  ii^<»  und 
felglich  0i^<0iiähBl.  Fig.  378. 

3)  der  Mtl^elkantea,   wenn  ii'=x»,  mf>^m  undi 
daher  ^>q\  Fig,379. 

n.  ZwolffL  Zusp.  der  Poleeke,  w«iafl»^<M, 
und  ^<q\  und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  Mit- 
telkanten von  mPIi 

4)  parallel, wenn  11^=»;  Fig.  38a 

6)  convgt  n.d.  noitn.  Mittel- 
edken *...., -  -  .  -  >-    .    381, 

6)  convgt  n.  d.  diag.  Mittel- 

eckea^ .  .    -  <.ähnL381. 
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ÜL  Vierfl.  Ziisp.  der  normalen  Mittelei^ke, 
wenn  «•'>«»,  und  «^  >  » ;  und  «war  sind  die  CK. 
mit  den  diagonalen  Polkanten  von  «tPü 

7)  parallel wenn /=y ;  Fig.  382. 

8)  convgt  n.  d.  Polecken   ,.**<-     .    383. 

9)  convgt.  n.  d.  Mittelecken  -  -  ->-  -  384. 
rV.  Yierfl.  Zusp.  der  diagonalenMittelecke, 

wenn  ^"^q^  und  n^ <^n\  und  zwar  iiinddieCIC 
mit  den  normalen  Polk.  von  mPn 
J    10)  parallel, wenn  m'=#i;ähnl.  Fig.  382. 

11)  contgt.  n.  d.  Pol- 
ecken   --    -<-    --     -    383. 

12)  convgt.  n.  d.  Mit- 
teledken ^ --    ->-    --     -    38*. 

Nachdem  wir  in  diesen  12  Fällen  die  allgemeine 
Grundlage  der  Combinationslelire  gefunden,  wollen 
wit  die  binären  Combinationen  der ,  einzelen  Gestal- 
ten durchgehen;  wobei  denn  wiederum  die  Combina- 
tionsgleichung  in  derjenigen  Form  mitgetfaeilt  werden 
wird,  in  welcher  sie  unmittelbar  die  Veihältnisse  der 
Ableitungszahlen  der  dritten  Gestalt  ahgiebt,  deren 
Flächen  die  CK.  der  beiden  gegebenen  Gestalten  A- 
stumpfen. 

f.    371. 
Coabiuadoiten  der  dibezagonalen  PTramide  tlPfi. 

1)  Alit  ml^n^x  ^iese  Gestalt  Teranlasst  die  im  vori- 
gen f.  nu%esählten  Combinationen  unter  den  da- 
selbst angegebenen  Bedingungen. 

CG.    iiiV(m^»--ÄiiO+«i''(«i— iw')«»'-!-»^— »)««»'===0. 


2)  MitMT;  da  ii^  =  l,  so  ist  es  jedenfalls  <C»,  und 
die  möglichen  CV.  werden  Kr.  2,  6,  10,  11  und 
12 ;  die  Flächen  von  mT  sind  immer  auf  4ie  dia- 
gonalen Pbikantbn  von  mP*  gesetzt,   und  bilden 
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m(n+i) 

a)  Abst.  dewelben,  .  .  .  wenn  «i^=-^^^-^;  Fig.  385. 

b)  Sechsfl,  Zusp.  der  Pol- 
ecke ..*. --    -<---        »-    386. 

c)  Zusch.  der  diag.  Mit- 

telecke  .........  wenn  f*'>--^7r-^—^;  und  «war 

•^ 

sind  die  CK.  mit  den  normalen  Polk. 

«)  parallel, wenn  m^sssm;  Flg. 387. 

ß)  convgt.  nach  den  Polecken        ---<-•-.       -    388, 
y)  convgt.  nach  den  Mittelecken    -  -     -  >   -        "    ^^• 

Ib  Falle  b  erscheinen  die  Zotpfl.  alf  Rhomben,  wenn  m^sssü^, 

n 

CG.      ••V(«'j»-H»)+«l''(«l-H»>— «"'(II— 1>W>|'===0 

3)  Mit  mT2;  da  ii'=2,  so  ist  es  stets  >ii,  und  die 
möglichen  CV.  werden  Nr.  1,  5,  7,  8  und  9;  die 
Flächen  von  i0lT2  Bind  immer  auf  die  normalen 
Polk.  von  mPn  gesetxt,  nnd  bilden: 

a)  Abst.  derselben,  ....  wenn  m^=0i;ähnL  Fig.  385. 

i)  SechsfiL  Zusp.  der  Pol- 
ecke       -  -    -  <-  Fig.386. 

c)  Zusch.  der  norm.  Mit- 
telecke      --    -  >-;  und  zwar  sind 

die  €K.  mit  den  diag.  Polk. 
a)  paraUel, wenn  w'=??§±l^  ihnl. Fig J87. 

ß)  conrgt  n.  d.  Polecken      -  -    -   < &hnLFig.S88« 

y)  convgt.  n.  d.  Bfittelecken  -  -    -  > &hBLFif.389. 

Im  Falle  b  encheinen  die  Zospfl.  ab  Rhomben,  wenn  mf  sss 

2m(2w— 1) 
8«       ' 
CG.    m''n\m'n—2m)+2m\m-^')n+fir{2—n)mm'=0 

4)  Mit  ooPä':  da  m'>»m,  nnd  y'>y,  so  werden  die 
möglichen  CV.  Nr.  3,  9  nnd  12;  die  Flächen  des 
Prismas  sind  immer  anf  die  Mittelkanten  Ton  mPm 
gesetzt,  und  bilden: 
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a)  Abst.  derselben,  ....  wenn  »^=i»;Fig,  390. 

b)  Zasch.   der  norm.  Mit- 
telecke  .  .^ .  .    .>.  Fig.391. 

e)  Za8ch.    der   diag.  Mit- 
telecke     -<.  ähnl.Fig.391. 

CG.  mV— »'>+»V— »)»»=0 

5)  Mit  cx)P;  da  ausser  den  Bedingungen  tuh  4  auch 
noch  »'  <  »,  so  bildet  ocP  jedenfalls  Abst.  der 
diag.  Mittelecke;  Fig.  392. 

CG.    «>•— l)ii— ii^(»— l)«i=0 

6)  Mit  oqP2;  da  ausser  den  Bedingungen  9ub  4  auch 
noch  »'>»,  so  bildeltcx)P2  jedenfalls  Abst.  der 
norm.  Mittelecke ;  ähnl.  Fig.  392. 

CG.    «'^(2— «>— »«^(2— fi)i»=0      . 

7)  oP  bildet  Abst.  der  Pplecke;  Fig.  393. 
CG.    n'  =  H. 

§.    372. 
Combinationen  der  hexagonalen  Pyramide  mP. 
1)  MitmTii';  da  »i  =  l,  so  ist  »'>ii  und  die  mögli- 
chen CV.  werden  Nr,  1,  5,  7,  8  und  9;   die  Flä- 
chen liegen  imme'r  paarweis  an  den  Polk.  von  mP, 
und  bilden: 

a)  Zuschärfungen  derselben,    wenn  «»^=:«i;  Fig.  394. 

b)  Zw5lffl.  Znsp.  d.  Polecke,     -  -    -  <-   Ilg.395. 

c)  Vierfl.  Zusp.  d.  Mittelecke,  -  -  -  >- und  zwar 
sind  die  CK.  mit  den  Höhenlinien  d^r  Flächen 
von  «iP 

«)  parallel, wenn  ?^^±l)=:i2w;  Flg.  dQ6. 

,     /J)  convgt  n.  den  Polecken <--     Kg.  S97. 

y)  conrgt.  n.  den  Mittelecken  --      .-^      >--     Fig.  398. 
Im  Falle  cy  werden  die  CK.  den  Polkanten  von  mP  parallel, 

m' 

wenn  .,.  =  m. 

nr 

CG.    «iV(«i'— aiiO+««'(m.-iii')ii'+Är(it'— l)««i'=0 
I-  30 
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2)  Mit  mT;  die  FiXohen  sind  immer  auf  die  Flächen 
von  ffiP  gerade  aufgesetzt,  und  bilden: 

a)  Sechsfl;  Zusp.  der  Polecke ,  wenn«i^<»;  Fig. 399. 

b)  Zusch.  der  Mittelkanten,       ,  -    .  >.     Fig.400. 
CG.    11^=1 

3)  Mit  i»'P2;  da  ii'>ii,  so  werden  wiederum  Nr.  1,. 
5,  7,  8  und  9  die  möglichen  CV.;  die  Fbichen  dnd 
immer  auf  die  Polk.  von  mf  gesetzt,  und  bilcUn: 

a)  Abstumpfungen  derselben,  wennm^ssiii;  Fij[,401. 

b)  Sechsfl.  Zusp.  der  Polecke     .  .    -  <  -    Fig.  402. 

c)  Zusch.  der  Mittelecke  -  -  -  ^  -  und  zwar 
sind  die  CK.  mit  den  Höhenlinien  d^  Flächen 
von  m9                       • 

q)  parallel, .     w«im  m^acc^ai;  i^g.  409. 

ß')  convgt.  nach  den  Polecken      —     -   ^  . .    Fig.  4o4. 
y)  oonvgt.  nach  den  Alfittelecken    --     -  >• --    Flg.  405. 
Im  Falle  b  eniehein«i  dieZnspfl.  ids  Rhomben,  wenn  m^saB|iN, 
nnd  im  Falle  cy  werden  die  CK.  den  Polk.  yoa  mP  parallel, 
wenn  ift's=2m. 
CG.    «iV(m^— 2«i)+2«i''(«i— i»0+«»«iV=O 

4)  coPi»'  bildet  jeden&lls  Zusch.  der  Mittelecke,  die 
Zu8ch£L  auf  die  Mittelkanten  gesetst ;  Fig.  406. 

CG.    «•>•-#'>+«•'(«•'— l>t=FO 

5)  ooP  bildet  Abst.  der  Mittelkanten;  Fig. 407. 

6)  ooP2  bildet  Abst.  der  Mittekcke;  Fig,408. 
CG.    2wi'—n\nf  +  m)^{^ 

7)  0?  bildet  Abst.  der  Polecke;  Fig. 409. 

f.    373. 
Combinationen  der  hexagonalen  Pyramide  mVfL 

1)  Mit  M^Pn';  da  n'^it,  so  werden  die  möglichen 
CV.  Nr.  2,  6,  10,  11  und  12;  die  Flächen  von 
üi'Pii'  liegen  immer  paarweis  an  den  Polk.  von 
iliP2,  und  bilden: 
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a>  ZusolbäiC  der- 
selben,   .  .  .  wenn??^±ü^4m;iaiia,FIg,39^ 

b)  Zwölffl.  Zusp.  , 

der  Polecke <..   ähnlFig.396. 

c)  Vierfl.  Zusp.  4. 

Mittclecke  . >  -  -  und  z>var  sind 

die  CK.  mit  den  Höhenlinien  der  Flächen  von  mP2  : 

a)  pamS«l» wem  m^aiEms}  ahaL  Fig.S96. 

ß)  convgt  n.  d.  Polecken      -  -     -  <  -     fihnl,  Fig.  S97. 

y)  convgt.  n.  d.  ]lfit(elecken  -  -     -  >'  -     älml.  Bl^.  S98. 
Im  FaHe  cy  werden  die  CK.  den  Polk.  von  mVt  paKÜlel,  wenn 

CG.    «•V<2iii'— «/*')+2«i^{«i-H»i'X--,»»(2— »^)ii«i'=0 

2)  Mit  «iT;  da  M^iedernia  ä'<«,  «qi  g^ten  d%«selbe9 
CV.  wie  «lÄlj  die  Flächen  sind  immer  auf  die 
PoUe.  Ton  «iP2  gesetzt,  und  bitden: 

a)  Abst.  derselben,  .  ;  .  wenn  «i^;s=3Jffi;ät^.F^.  401. 

b)  Sechsä.  Zusp.  der  Poi- 

^cke    .  .    .  ^..  flhnl.Fig.402. 

c)  Zusch.  der  Mittelecke  •  -    -  >--  und aswar sind 
die  CK.  mit  den  Höhenlinien  der  Flächen  von  «P:^  : 

o)  parallel, wenn  m^scsm;  ähnL  F!g.  403. 

P)  conygt  n.  d.  Polecken   .  .    -  -    -   <  -    älml.  Fig.  404. 

y)  convgt.  n.  d.  Mittelecken      -  -    -  >  -    ähnl.  Kg.  405. 
Im  Fi^e  b  erscheinen  die  Zuspfl.  aU  Rhomben,  we^n  pi'^ss^m^ 
und  im  Falle  cy  werden  die  CJK.  den  PoBc.  von  mP^p^al- 
lel,  wenn  m^scs^ni.  * 

Ca    «•V(2«'— ^)+2fli'^(iii— fliO~«ffV  =  0      . 

3)  «T2  badet; 

a)  Sechsfl.  Zusp.  der  Pol- 

ecke, .  wenn  fli'<«i;  ähnl.  Fig. 399. 

b)  Zusch. der  Mittelkanten  -  -    .  >.    ahnt. Fig. 400. 

4)  ooPn'  bildet  Zusch.  der  ÄKtteleöke,    <l8e  Zuschfl. 
auf  die  Mittelkanten  gesetzt;  ähnl.  Fig.  406. 

CG.    2«i>"'— «0— »"(2— i»0»i=O 

30* 
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5)  ooP   bildet  jedenfalls  Abst.  der  Mittelecke,    ftha). 
Fig.  408. 

CG.    »"(2«»*— m)— 2»i''=0 

6)  ocP2  bildet  Abst.  der  MiUelkanten;  Fig,407. 

7)  oP  bildet  Abst.  der  Polecke;  Fig.  409. 

§.    374. 
Combliiatloiien  des  dibexagonalen  PrismM  ooPfi. 

Es  bildet  an  ooPn: 

1)  m^Vn\  zwöLGIl.  Züsp.  beider  Enden,  und  zwar  sind 
die  CK. 

a)  horizontal, wenn  n'z^n*) 

ß)  nach  den  norm.  Seitenkanten  fallend,    —     ~   >•  ~ 
y)  nadi  den  ^g.  Seitenkanten  fallend»    -  -     ~    <;  ~ 

CG.    m\n-r'fr)n'  +  n\n'~n)m'=0 

2)  mT,  secbsfl.  Ziisp.  beider  Enden,  die  Zuspfl.  auf 
die  diag.  Seitenkanten  gesetzt. 

CG.    «•"(ii— «V- «"(«— 1>'==0. 

3(  MiT2,  secbsfl.  Znsp.  beider  Enden^  dieZospfl.  auf 

die  norm.  Seitenkanten  gesetzt. 
CG.    2m\n—tii+n\2—n)mmr 

4)  oP,  gerad  angesetzte  Endflächen. 

5)  ccPn',  Zosch.  der  norm,  oder  diagonalen   Seiten- 
kanten, je  nachdem  i»'>  oder  <». 

6)  ooP,  Abst.  der  diagonalen ,  und 

7)  ooP2,  Abst  der  normalen  Seitenkanten. 

§.    375. 
Cofflhiiiatiaoen  des  hexagonalen  Prisma»  ocP« 
Es  bilden,  am  Prisma  ocP : 


*^  Man  vergleiche  die  analogen  Flgmren  zumTetragonalsTstaBie« 
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1)  mTii',  sEWÖlffl.  Znsp.  beider  Enden. 

CG.  «v—i>»'— «»>"'— iK=o    - 

2)  mT,  secfasfl.  Zusp.  beider  Enden,   die  Zospfl.  auf 
die  Flächen  gerad  angesetzt;  Fig.  410. 

3)  »iT2,  sechsfl.  Zusp.  beider  Enden,  die  Zospfl.  auf 
die  Kanten  gesetzt;  Fig  411. 

CG.    (2fli*— «'K— 2«»'=0 

4)  9P,  gerad  angesetzte  Endflächen. 
b)  oqPh,  Zusch.  der  Seitenkanten. 
6)  ooP2,  Abst.  der  Seitenkanten. 

§.    376. 
Combinationen  des  hexagonalen  Prismas  ooP2. 

Es  bilden  am  Prisma  ocP2: 

1)  v^Vn\  zwölCGL  Zusp.  beider  Enden..  ^ 
CG.    i»'^(2— ü")»'— «'^(2— »0»'=0 

2)  ffiT,  sechsfl.  Zusp.  beider  Enden,  die  Znspfl.  auf 
die  Kanten  gesetzt;  ähnl.  Fig.  411. 

CG.    2«!"'— n''(»i^+«0=0 

3)  m'lf2j  sachsfl.  Zusp.  beider  Enden,  dieZuspfl.  auf 
die  flächen  gesetzt;  ähnl.  Fig.  410. 

4)  oP,  gerad  angesetzte  Endflächen. 

5)  cx)Pii,  Zusch.  der  Seitenkanten. 
6>  dpP,  Abst  der  Seitenkimten. 

-   «. .  377. 
CoBibfaiatioo«n  von  oP. 

Es  bilden  mit   dem  basischen  Flächenpaare  als 
Toriierrschender  Gestalt: 

1)  mPyi,  eine  dihexagonale  Tafel  mit  zweireihig  schief 
angesetzten  Randflächen. 
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2)  mV  und  ffiP2y  eim  hexagonde  Tafel  Bdt.ziVBireL 
hig  schief  angesetzten  Banaflächen. 

3)  ocPn,    eine  dibexagonale   Tafel  mit  gerad  ange- 
setzten Randflachen. 

4)  ocP  und  ooP2,   eine  hexagonale  Tafel  mit  gerad 

h)  Hemiedriichi  CeMÜHi^iämiL 
1)  Rhofflboedrisohe  CombioatiomeiL 

i    378. 
VerBchiedenö  Dairstelluo^  dieser  Combinationen. 

Die  rhombo^drisiffaMi  {}c4iAfnati<meta  sind  düjV 
nigen  Iiexagonalen  Combinationen,  in  welchen  die 
Glieder  der  Hauptreihe  als  Rhombo^der,  die  Glieder 
der  Zwischenreihen  als  SkalenoSder,  alle  übrigen  Ge- 
stalten aber  mit  ihrer  volTeii  fläc^^h^ahl  ^dtöinen 
(§.306).  Da  w#  Htm  Ih  A^r  L^fate  von  iier  AMei- 
tiing  den  Zusamnie&ha'ibg  imd  ^  ^aierclibull]^  iitt 
Gestalten  ^es  Uexagonalaystemes  in  seiner  skaleno^ 
drischeh  Erscheinungsweise  von  einem  zweiüekchen 
Gesichtspuncte  ans  dargestellt  haben,  indem  wir  dabei 
einerseits  die  ursprünglichen  Beziehungen  der  hemi€- 
drtiich^h  ^»tkltdh  'Mh  iMifh  ie^bdv^lflMutg^Üal^ 
ten,  anderseits  abfer  ^ewli^ls  äb^tfcSibdft 'J^^ehtMgen 
der  SkalenoSder  zu  den  flbomboädem  zu  Grunde 'legw 
ten,' so  fragt  es  sich,  welche  yon  beiden , ^sichten 
wir  der  Combinatiotislelire  zu  .  Gründe  legen  holten. 
Wegen  der  grösseren  AüidldhliUMeit  ttndfilbfa'Aiheit 
der  secundären  Ableitung  würden  wir  derselben  je* 
denfaUs  den  Vorzug  geben  m&ssen,  wenn  nicht  bei 
ihrer  Anwendung  de^  Zmanm^vAiflaig  der  hexagonalen 
PjrraBiidßn  d^r  Nebenreihe  mit  den  RhomJxiMem  und 
Skalenoßdern  gänzlich  verlorenfgingtß;  ^tojgltsamiwlim 
hang,  den  wir  wegen  des  nicht  seltnen  Auftietene^ 
jener  Pyramiden  in  rhombo^i«chen  Combipationen 
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ja  nicht  aojs  dem  Auge  verUeren  dürfen.  Um  daher 
beiden  Anforderungen  Genüge  zu  leisten,  sind  wir 
gendthigt,  die  Combinationsgesetze  zuvörderst  für  die 
primitive  Ableitung  und  Bezeichnung  aufzusuchen, 
und  mchher  sämmtliehe  auf  die  >8kakno#der  bezüg- 
liehe  Begebt  m  die  Sprache  d^  Aecundftren  Ablei- 
tung* zi^  übersetzen. 

a)  Coml>ination8regeln  für  die  primitiTe  Bezeich- 
nang. 

§.    379. 
CombiimtiQnea  zweier  Slcalen^Sder. 

Die  Theorie  ,df^  hinftrea  rbombo€drischen  Com- 
UnatioBen  beruht  auf  den  Combinationsgeaetzen  zweier 

Skalenoßder  -7^  und  — jr— ,  für  welche  wir  jedoch, 

wie  für  die  hemiSdriscken  Gestalten  überhaupt,  die 
zweifache  Teilung  .zu  berücksichtigen  haben«  Aus 
den  Gleichungen  der  Kantenlinien  in .  §.  332,  oder 
auch  unmittelbar  ans  den  Cotangenten  der  Winkel 
a  und  ß  in  §.33$,  und  der  leicht  zu  berechnenden 
Cota^gmte  des  Neigungswinkels  y  der  JMBttelkanten 
gegen  4ie  Basa»,  .folgt  für  je  zw^  Skaleno^der 
A»    b^  gleicher  8t(»llung: 

(<>  =  <a,   wenn -7^-=^<=>       J 

n  M 

Br    bei  vernFendeitear  SteUung: 

>->  =  <„,  wenn*^><=>2^) 

n  n 

Aus  diesen  Bedingungen  ergeben  sich  foHgimde 
Combinationsverhältnisse  beider  Gestalten: 
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A.   bei  gleicher  Stellung;  dann  bildet  + —^— 

mPn 

als  untergeordnete  Gestalt   an  +  — ^• 

I.  Zuschärfungen  der  Ka^iten;   und  «war 

1)  der  stumpferen  Polk.,  wenn  a'  =  a,  ß'>ß  und 
daher  auch  «'  <  » ;  Fig.  424. 

2)  der  schärferen  Polk,  wenn  /9'  =  /J,  a'>a  und 
daher  i»'>«,  Fig.  425. 

3)  der   Mittelkanten,    wenn  /  =  y,   af  <a  und 
»'>«•;  Fig.42&. 

II.  SechsfL   Zusp.   der  Polecke,    w6nn  c/^.a 
und  (f^ß\  und  zwar  sind  die  CK. 

4)  horizontal, wenn»'=»;  Fig.  427. 

5)  nach  d,  sohärt  Polk.  ein- 
fallend     .  .   .  >  :    Flg.  429. 

6)  nach  d.  stumpf.  Polk.  ein- 
fallend ...........    -  -   -  <  -    Fig.  428. 

Im  Falle  6  werden  die  CK.   den  Mittelkanten  par^ 

allel,   wenn  — ^^—^ •'^  =;  — . 

TU.  Zusch.  der  Mittelecke,  je  zwei  ZuschlL  auf 
die  stunrpferen  Pol-  und  die Mittelkanten  ge- 
setzt, wenn  a'  <  a  und  /  >  y;  nnd  zwar  sind 
die  heteropolaren  CK. 

7)  horizontal, wenn  nf=n;  Fig.  430. 

8)  nach  d.  stumpf.  Polk.  ein- 
fallend      .  .   .  >. 

9)  nach  d.  schärf.  Polk.  ein- 

faHend -  -   -  <- 

Im  Falle  9  werden  die  CK.   den  schärf.  Polk.  par- 
allel, wenn  ß'  =  ß;  Fig.  431. 
rV.  Zusch.  der  Mittelecke,  jö  zwei Zuschfl. arf 
die  schärferen  Pol-  und  die  Mittelkanten  ge- 
setzt,   wenn  /?'</?,  und  /  <  y,  daher  »'>»; 
und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  stumpferen  Polk. 
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10)  parallel, wenna^sa;  Flg. 438.' 

11)  convgt.  n.  d.  Mittelecken    -  -    -  <  - 

12)  convgt.  n.  d.  Paleeken      -  *    -  >- 

—jii'Pji' 
B.  Beiver>¥^ndeterStellung;  dann  bildet -| — ^— 

an  der  vorherrschenden  Gestalt  +  —5—. 

I.  Znsch.  der  Kanten,  und  zwar  nnr 

13)  der  schärf.  Polk,  wenn -a''=/? und /J'^arähn!.- 
Fig.  426. 

IL  Sechsfl.  Zusp.  der  Polecke,  wenn  of^ß 
and  /^>a,   und  zwar  sind  die  CK* 

14)  stets  ii.  d.  schärf.  Polk.  fallend;  fthnl.  Flg. 429. 
in.  Zusch.  der  Mittelecke,  je  zwei  Zuschfl.  auf 

die  schärf.  Pol-  und  Mittelkanten  gesetzt,  wenn 
a'<C.ß\  und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  stumpfe- 
ren Polk.  '    . 
16)  parallel, wenn /S'csrra;  Fig. 438. 

16)  convgt.  n.  A  Mittele|c]ken,    -  -    -  <  - 

17)  convgt.  n.  d.  Polecken,      -  -    ->►- 

In  diesen  17  Fällen  sind  ^  alle  möglichen  CV. 
zweier  Skalenoßder  erschöpft,  weshalb  sie  die  Grund- 
lage der  folgenden  §§.bildeja,  in  welchen  wir  die  bi- 
nären*  Cpmbinationen  der  einzelen  Gestalten  durch- 
gehen werden. 

§.380. 
ComHnationeii  des  Skaleno^ders  ?!i!- . 

1)  Mit  ^^^;  diese  Gestalt  bildet  bei  gleicher  Stel- 
lung die  im  .vorigen  §.  #«8  A,  bei  verwendeter 
Stellung  die  ebendaselbst  sub  B  aufgeführten  CV. 
unter  den  angegebenen  Bedingungen. 

2)  Mit  ?^;  . 

A.  bei  gleicher  Stellang;. weil  »'<»,  so  wer- 
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ikik  die  mdglicbea  CY.  Nr.  1,  6  imd  9;  die  FlSI- 
eben  des  RhomboSders  »titd  immer  auf  die  stum- 
pferen Polk.  des  SkakiloMers  gesetzt,  nod  bilden : 

a)  AJ)st.derselben^  wenam't5=5^±i^;Fig.432. 

b)  Dreifl.  Ässp.  d. 

Polecke,    ....    --   -  <    ---     Fig.433u.434. 
c)Ab8t.  der  IÜIk 

t^I^ecke,  ....    -.  <*  «  ^    «.  *  •     imd  sww  sind 
die  CK.  mit  den  schärferen  Polk.: 
tt)  paraHel,  .........  .  wenn  <=?^?!=dD;  Pig.  485. 

fi)  OQOTgt.  n.  d.  Polecloen,        r  "    *    <    "  "  ""        ^«  *^ 

y)  oonygt.  n.  d.  Mittelecken    -  -    -    >.    -   -  -        Fig.  4^7. 

Im  Falle  b  erscheinen  die  ^tt«pH.  als  Rhomben,  wenn  st'  :^ 

:^&^^  Flg.  43S.,  im  FaUecy,  wenn  is'=^^'''--*+^>. 

B.  Bei  verwendeter  Stellung;  die  flächen  des 
fifaomboSders  sind  immer  auf  dfe  scfaärC  Polk. 
des  Skal.  gesetzt,  und  biMen: 

a)  Abst.  derselben,      wennsi^=^  T^  ^;F^439. 

V)  Dreifl.  Zusp.  d.  Pol- 
ecke,       -..«<    -.*      Fig. 440. 

c)  Abst.  d.  Mittelecke,    -  -    -  ">•    -  -  -     und  zwar 
sind  die  CK.  mit  den  stumpferen  Polk.: 

«)  parnnel, wenp  m'  =  !ü^±ü;  Fig. 441. 

ß)  convgt.  B.  d.  Poleken,    .  .    -  -     -   <    -  -  - 
y)  coQYgU  n,  d.  Blittelecken       -  -    -  > ' 

3)  Mit  «»T2;  da  »'>«,  so  werden  die  möglichen  CY. 
Nr.  2,  6,  10,  11  und  12*);  die  Flächen  von  «i'P2 
liegen  immer  paarweis  an  den  schärferen  Polk. 
und  bilden: 


-*)  Mr.3  und  8  skd  «asil^gfiiJh,  w«a  /^dcsO,  und  ddlier  <  y. 
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a)  Äüscli.  detsetben, Weim«i'=f=:^5iS^Ii:*} 

b)  Sechsfl.  Zusp.  der  Polecke,      -  *    -  <  -    ^    . 

c)  Zusch.  der  Mittelecke,    .  .    1  -    -  >   -    -    . 
und  zwar  sind  4ie  CK.  nit  d^  fttumpfereil  Kto- 
ten  des  SkalenoSders : 

ff)  parallel, ^enn  »i'  =  !2^?L±l) 

•  Sn 

ß)  convgt.  n.  d.  Poledcen         ---<... 
y)  conTgt.  n.  d.  Mitteteckea    *  -    -    >    -  .  .         '^ 

4)  Mit  ooP«';  da  «•'>»•,  «e  ^öid  Nr. 7,  8  und  9  die 
möglichen  CV.^  tlie  Flädien  dfs  Prismas  bilden 
jedenfalls  Zusclu  der  Mittelecke-,  und  4swar  sind 
die  CK.:         . 

ff)  hoiizontal, wmiii  »'  ää  » 

/O  a.  d.  gtmnpfen  Pplk.  fallend    --.->. 
y)  n.  d.  Bohärf.  Polk.  fallend       .  .    -    ^   ^ 

5)  ö^P  bildet  Äbat.  dw  MittfelecTke,  iFig.  442. 

6)  ooP2  bildet  Abst.  der  Mittelkanten;  Fig.  443. 

7)  oP  bildet  Abst.  der  Pofecke;  Fig.  444! 

:  -  i  381. 

ÖWftüil«rtieh -«et  iüidttte)««**!  !S. 

DMit??!?:; 

A.  bei  gleicher  Stellung;  da  Ji'>l,  so  wer- 
den  die  möglichen  CV.  Nr.  3,  S,  6,  «,  «0,  li:und 
12;  die  Flächen  des  Skalenoßders  ersdieincn  im- 
mer  paarweis  und  bilden: 

a)  Sechsft  oZogp.  i^..  Poleek%  ^^nii 

— — ;^ <i»unä  -^^^p — /<Äi;  Fig.4i3. 

b)  ÄoBch.  d.  Polk.,  wenn 

— ^p — <fl»1ind  — ^~p — -^=»1;  Fig.  412. 
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c)  Zusch.  d.  Mittelecke,  die  ZuBchü  auf  die  Pol- 
und  Mittclkanten  gesetzt,  wenn 

n  n 

d)  Zusch.  ^  Mittelkanten,  wenn 

mX2--n')^^,  Fig.  414. 
n 

e)  Zusch.  d.  Mittelecke,   die  Zuschfl.  paarweis  auf 
die  Flächen  gesetzt,  wenn 

iii^(2-«0  y.     4|g 

w 
Im  Falle  c  sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Diago- 
nalen der  Rhomho^derflächen : 

a)  parallel,  . wenn  — gp ■» 

fi)  convgt.  n.  d.  Polecken         -  -      --.-<- 
y)  conygt.  n.  d.  Mittelecken    -  -      -    -    -    >  - 
B.  Bei  verwendeter  Stellung  bildet  das  Ska- 
lenoSder : 

a)  Zusch,  d.  Polk.,    .   .  ^.  .  wenn  ?L(l+J  =  «| 

b)  Sechsfl.  Zusp.  d.  Polecke <  - 

c)  Zusch.  der  Mitteleeke  .  .    -  -      -.-->- 
und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Diago- 
nalen der  Rhombogderflächen: 

«)  paraUel,    .   .  . wenn  ?i^^^Zll2=» 

ff)  conTgt  XL  d.  Polccken  .4--     ----<- 

y)  convgt.  n.  d.  Mittelee](en  .--     ---->- 

2)  Mit  Y-; 

A.  bei  gleicher  Stellung;  die  Flächen  sind  im- 
mer auf  die  Flächen  gesetzt,  und  bilden: 

a)  dreifl.  Zusp.  der  Polecke,  wenn  ivi^<  101 ;  Fig.. 417. 

b)  Abst.  der  Mittelecke    .  .     -  -     -  >  -    Fig.  418. 

B.  Bei  verwendeterStellung;  die  Flächen  sind 
'  immer  auf  die  Polk.  gesetzt,  und  bilden: 
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a)  Abgt  derselben, wenn ffi^:F=4M ;  Flg. 419. 

b)  Dreifl.  Zusp.  der  Polecke    -  -    -  <--    Fig. 420. 

c)  Abst.  der  Mittelecke  .  »  .  .-->►-.  und  zwar 
sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Diagonalen  der 
Flächen  des  vorherrschenden  Rhombo^ders : 

a)  parallel, wenn  m^ssSm 

/ff)  4:onygt  n.  d.  Polecken  .  .    -  -    -    <;  --  Flg.  421. 
y)  coQTgt  n.  d.  Mittelecken    -  -    -    >»  -- 

3)  Mit  in^P2;  die  Flächen  dieser  Pyramiden  sind  paar- 
w^is  anf  die  Polk.  des  RhomboSders  gesetzt,  und 
bilden : 

a)  Zusch.  derselben, wenn  m^  =  |^ 

b)  Secfasfl.  Zusp.  der  Polecke    -  -     -   <;  -  . 

c)  Zusch.  der  Mittelecke  ...  -  -  .  >  -  -  und 
zwar  sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Diagona- 
len der  RhomboSderflächen : 

oe)  parallel, wenn  iit'  =  4»i 

/?)  conTgt.  n.  d.  Polecken    .---<;-- 

y)  convgt.  n.  d.  Mhtdecken    --->--  .    - 

4)  ocP»'  bildet  stBts  Zusch.  der  Mittelecke,  die  Zuschfl. 
auf  die  Mittelkanten  gesetzt,  die  Zuschärfungskan- 
ten  vertical;  ähnl.  Fig.  415. 

5)  ooP  bildet  Abst.  der  Mittelecke ;  ähnl.  Fig.  418. 

6)  acP2  bildet  Abst.  der  Mittelkanten;  Fig. 422. 

7)  oP  bUdet  Abst  der  Polecke;  Fig. 423. 

§.    382. 
Combinationen  der  hexagonalen  Pyramide  fliP2. 

1)  Mit  — —  ;   da  »'  <  2,    so  werden  die  möglichen 

CY.  Nr.  1,  6  und  9;  die  Flächen  des  SkalenoS- 
ders  sind  paarweis  auf  die  abwechselnden  Polk. 
der  Pyramide  gesetzt,  und  bilden: 

a)  Zusch.  derselben,  wenn  ^'5^'+^^=4jw;  Fig. 445. 
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MiKke wenn  5^Ö^^<^;  Flg.  446. 

isl  &scL  der  Büttel- 

•Ae --      -    -    ->-•  und  »war 

sM  die  heteropolaren  CK.  mit  den  Höhenlinien. 
der  Pyramidenflächen: 

m)  parallel, wenn  m^tssm 

(f)  coDTgt.  n.  d.  Polecken  .  .    —     "  <C.  ' 
y)  MMTgl  s.  4iA  BlktolMken  *  -     -  >  -    Fif.4i7. 
Jm  FoUe  €9^  Tm4w  dieaelbca  CIU  dea  Pi^k^ta  «JbF  PlynBiide 
parallel,  wenn  ^\^\—^)  --  ^ 

2)  Mit  ^;  diese  Geatab,  deren  Fliidien  inntr  tuf 

die  abwechselnden  Polkanten  der  Pjramide  ^esetst 
sind,  bildet: 

a)  Abst  derselben, wenn «i'=|«i; Fig. 448. 

b)  Dreifl.  Zusp,  der  Polecke    -  -    -  <  --  Rg449. 

c)  Abst.  der  Mittelecke  .  .  «^  -*  .  ^  *.  and  zwar 
sind  die  heteropolaren  CK.  mit  den  Hojienlinien 
der  Pyramidenflächen: 

a)  parallel,    wenn  m'sssm 

ß)  comrgt.  n.  d.  Polecken    •    •  -     -    <^  - 
y)  coargt  a.  d.  Mittelecken    -  -     -    >  -    PIf  •  450^ 
Im  Falle  oy  werden  dieselben  CK.   den  Polkanten  der  Pyrasiide 
paraUel,  wenn  si'czai|9i;  Flg«  450. 

§.    383. 
Cofflbinationen  von  ooP»  ooP2  und  oP. 

Es  bilden  an  ocP: 

«'Pn' 
1)  — ^ — ,  beiderseits  sechsfl.  Znsp« ,  die  Ziitpfl.  paar- 
weis auf  dfe  abwechselnden  Flächen  oben  und  un- 
ten widersinnig  aufgesetzt,  so  dass  auf  jeder  Flä- 
che von  ooP  ein  oberes  und  ein  unteres  Paar  Cora- 
binationskanten  entsteht,  welche  rilein  ein  Ddtoid 
bilden  wurden;  die  Flächen  von  ok^P  werden  da- 
her unregelmässige  Sechsecke;  Fig.  451. 
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2)  -^y  dreifl.  Zusp.,  dieZuspfl.  auf  die  abwechseln- 
den Flächen  oben  und  nntm  widerainnig  ange- 
setzt ;  auf  jeder  Fläche  von  ocP  entstehen  eine  ho- 
rizontale (heteropolare)  und  zwei  geneigte  (amphi- 
polare)  Combinationskanten,  weshalb  diesB  Flächen 
selbst  als  unregelmässige  Fünfecke  erscheinen; 
Fig.  458. 
Es  bilden  an  ocP2: 

1)  — ^— y  beiderseits  sechsfl.  Znsp.,  so  dass  auf  je- 
der Fläche  des  Prismas  swei,  derMitteUcante  des 
Skalenoßders  parallele  CK.  entstehen,  weshalb 
diese  Flächen  selbst  als  Rhomboide  erscheinen; 
Flg.  452. 

2)  ---,  beiderseits  dreifl.  Zusp.,   die  Znspfl.  auf  die 

abwechselnden  Kanten  von  odP2  oben  und  unten 
widersinnig  aufgesetzt;  die  CK.  liegen  wie  im  vo- 
rigen Falle,  und  es  erscheinen  daher  die  Flächen  des 
Rhomboäders  als  Rhomben,  die  Flächen  des  Pris- 
mas als  Rhomboide;  Fig,457. 
Es  bilden  mit'oP: 

fli'P»' 

1)  — ^ — ,    zwolfseitige   Tafeln,   mit  12  trapezischen 

Randflächen,  welche  paarweis,  abwediselnd  schief 
angesetzt  sind;  Fig»453  und  454. 

2)  —^y  sechsseitige  Tafeln  mit  sechs  trapezischen,  ab- 

'  we^be«lnd  schief  angesetzten  Randil&chen;  Fig.  455 
imd  456. 

ßy  CdAblnationsregeln  für  die   secundäre  Bezeich- 

nang. 

f.    384. 
Costbinationeii  zweier  Skaleno^der  vü^  und  m'B^', 
Wollen  wir  die  in  den  vorhergehenden  §§.  ent- 
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haltenen  Regeln  'der  binären  rhombo^drischen  Combi- 
nationen  in  die  Sprache  der  s^cnndären  Ableitung 
und  Bezeichaung  übersejtsen ,  so  haben  wir,  weil  dem 

Zeichen  mR^  das  Zeichen  MitP~-p^  entspricht,  in  den 

allgemeinen  Bedingungen  des  f.  379  mn  und  mV  statt 

Hfl  *2sik 

m  und  «•',    —TT  und    ,  ,  .    statt  n  und  nf  zu  schrei- 
1^+1  n  +1 

ben;  dann  erhalten  dieselben  Bedingungen  fnr  die 
Combinationen  zweier  SkalenoSder  mi^  und  m'R^'  fol- 
gende Form: 

A.  Bei  gleicher  Stellung  ist: 

o'>  =  <a,  wenn  «i'(3»'+l)<  =  >ai(3ii+l) 
/?'>  =  </?,  wenn  «'(3«'— 1)<  =  > «t(3i»— 1) 
/>=:<y)  wenn        «i'        >  =  <;    « 

B.  Bei  verwendeter  Stellung  ist: 

o'  >  =  <  /?,  wenn  «»'(3»'+l)  <  =  >  »i(3)i— 1) 
/?'>==<«,  wenn  «i'(3ii'— 1)  <  =  >  »(3»+l) 
Aus    diesen  Bedingungen    ergeben   sich  folgende 
Combinätionsverhältnisse  beider  Gestalten. 

Es  bildet  das  untergeordnete   Skalenoßder  m'R^* 
an  dem  vorherrschenden  Skalenoßder  mB^\ 
A.  Bei  gleicher  Stellung^ 
I.  Zuchärfungen  der  Kanten,  und  zwar 

1)  der  stumpferen  Polk,  wenn  mX3n^+l)=m(3»+i)y 

m">m  und  »'<»:  Fig. 424. 

2)  der  schärf  Polk.,  wenn  iii'(3»'— 1)  =Ä(3fi— 1), 

j»'  < «I  und  I»' >  »;  Fig.  425. 

3)  4er  Mittelkanten,  wenn  !»'=«•  und  »'>rf;  Fig.426. 
II.  Sechsfl.  Zusp.  der  Polecke,  wennffiX3i»^+l) 

>«i(3«+l)  mnd»f'(3ii'— l)>»i(3ii— 1),  und  zwar 
sin^d  die  CK. 

4)  horizontal,    wenn »'=ii;Ilg. 427. 

5)  nach  d.  schärf  Polk.  fallend    -  -   -  >  -  Fig.429L 

6)  nach  d.  stumpferen  Polk. 

fallen* .  .   .  <  .  Fig.42& 
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Im  Falle  6  werden  die,  CK.  den  Mittelkanten  ron 

mR*  parallel  5  wenn  «i'=r». 

Tu,  Zusch.  der  Mittelecke,  je  swei  Zuschfl.  aaf 

die  stumpTferenPal*  und  Mittelkanten  gesetzt^ 

wenn  mX3n'  +  i)>m(ß»  +  l)y  und  «i'>«i;  und 

zwar  sind  die  CK. 

7)  horizontal,    .  , Wenn ii^=±ji; Fig. 430. 

8)  nach  d.  stumpf.  Polk.  fallend  *  -    -  >'- 
9)  nächd.8chärf.Polk.  fallend  -  -    .<^    Flg431. 

Im  Falle  9  werden  die  CK.  den  schärf.  Polk.  Ton 

«iB«  pÄrallelj    wenn  «l'(3»'— 1)  =±  «(3«^1); 

Fig.  431, 

lY.  Zuscfa.  dfer  Mittelecke,  je  zwei  Znschfl.  auf 

die  schär  ferenPoI-  und  Mittelkanten  gesetzt^ 

wenn  «i'(3«'— 1)  >  «•(3ji— 1),  und  K^'  <  m ,  nf>>m\ 

und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  stumpferen  Polk« 

10)  parallel ,     wenn  «•'(3ii'+l>=i»i(3ii+l)j  Fig^438» 

11)  convgt.  n.  d. 

Miueleeken  ••-     :-*.*.^-.. 
13)  convgt.  II.  d. 

Pelecken       ^»*     ;..^<^*i* 

ß,   6ei  tttwendeteir  Si^lhmg^ 

I.  Zusch.  der  Kanten,  und  zwar  ünir 

13)  der  schäif.  Polk  >  Wenil  «•'(3ii'+l)  =  it(3i»— i) 
iL  Sechsfl.  ZuSp.  der  Polecke,  V^eilnffiX3»^+i> 

<Cin(3ii — 1);  und  zwar  sind  die  CK.  jederseil 

14)  nach  d.  scbdrf.  Polk.  falletid. 

IIL  2usch.   der  Mittelecke,  wenn  «i^(3ft^4-l) 
>  «»(3ft-^l);  und  zwar  sind  die  CK.  mit  den 
Stampferen  Polk.  Fon  mR^ 
.16)  parallel^ W(BnnM'(;3s^~i)s«n(3*-f^l) 

16)  convgt.  n«d.  Mittel« 

ecken   .i»....**»      i-j.>.^*- 

17)  cohvgt.  ti.   d.  Pol- 

ecken   .....i4--      a    i.    ,<*'-- 
t  ,  31 
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Föt  die  ^peciellen  Regeln  der  binftren  Combina« 
tionen,  wie  solche  in  den  §§.380  —  383  mitgetheilt 
\nirden,  haben  wir  gleichfalls  nur  die  primitiven  Ab- 
leitungscoßfficienten  aller  Skalenoßder  als  Fonctioneü 
der  secttndären  Coßffi^ienten  auszudrücken,  d.  h.  för 

jedes  m  den  Werth  »»,  für  jedes  n  den  Werth  ^j— 

mPn 

M  sttbstituiren,  darauf  «iB"  statt  —5-  Und  mR  statt 

—  zu  schreiben,  um  dieselben  Regeln  In  die  Sprache 

der  secundären Bezeichnung  zu  übersetzen;  wobei  es 
sich  ton  selbst  versteht,  dass  die  Ableitungsco€fficien- 
ten  ZI  und  m^  der  RhomboSder  und  hexagonalen  Py-^ 
rtimiden  der  Nebenreihe  ganz  unverändert  Ueiben 
müssen.  Wiewohl  iiun  hiernach  die  Transformation 
der  in  den  §§.  380  —  383  enthaltenen  Regeln  leicht 
auszuführen  ist,  so  glaube  ich  doch  die  Resliltate  der^* 
selben  mittheilen  zti  müssen,  weil  die  rhomboMri- 
schen  Combiitationen  eine  so  wichtige  RoUe  im  Mi< 
ner aireiche  spielen,  und  die  secundftre  Bezeichnung 
für  die  Mineralogie  der  primitiven  vormzieben  ist« 

|.    385. 
Coiftbiiiatioiien  des  SiuOeiioMen  ü»^. 

1)  Mit  «i'Jl»';  diese  0«fsta1t  bringt  die  im  Vonged  f 
aufgezählten  17  CY.  unter  den  daselbst  erwähn- 
ten Bedingungen  hervor. 

2)  iMit  ä'Ä} 

A.  bei  glfBicbet^telliing;  da  n'<<il,  M  werden 

die  m<iglichen  CV.  Nr.  1,  6  und  9;   die  ÜUehen 

des  Rhombo^ders  sind  immer  auf  die  «Mmpferon 

Polkanten  gesetzt,  und  bildeil 

a)  Abst.  derselben,  wenn  m^:=^\m(din+i)\  Fig.  432. 
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b)  Dreifl.   Zusp. 

i.  Polecke,   wenn  f»'<X3ii+l);Fig.433u. 434. 

c)  Abst.  d.  Mit- 

tetecke  .  ;  .    -  -    -  >  -    -    *i    nnd  «war  sind 
die  CK.  mit  den  scbärferen  Polk. 

«)  parallel, wenn  jfi'=4m(5j»--l);  Pig.4S6. 

ß)  conTgt  n.  d.  Polecken         -  -  -   <     i    -    -      Fig.  436. 
^')convgt.  n.  4.  MHtelecken    -  -  -   >     -    -    -      Rg.4S7. 
Im  Falle  b  erseheinen  die  Zusjpfl.  alsRhombeo,  wenh  mfxsam^ 
Sm  Falle  cy,  wenn  m,  t=a  :J^  (3«^  4-  l)iil. 

B;  Bei  verwendeter  Stellung;  dieFlfichen  ron 
m^B  sind  immer  auf  die  schärf  Polk.  von  mR^ 
gesetzt,  und  bilden: 

a)  Abst  derselben,    Vfennm^=im(3n — 1);  Fig. 439. 

b)  Dreifl.  Zusp.  der 

Polecke -  -     .  <    -    .    -     Pig.440. 

e)  Abst.  der  Mittel- 
ecke       --     ->--.  und  zwar 

sind  die  CK.  Init  den  stumpferen  Polk« 

0)  parallel, wend  m'3=:,:M(3jt4-l)s  Flg. 441. 

/})  convgt  n.  d.  Polecken       .-■-    <^ 

Y)  ooQTgt  n.  d.  Bfitteleckeo    --     ->. 

3)  Mit  m^2;  die  Fliehen  der  Pyr^njüde  liegen  immer 
paarweis  an  den  scbäirfaren  Polk.  dei|^  SkalenoS- 
ders,  und  bilden:   . 

a)  Zusch.  derselben,  .....  weA9  m' =&= -jUi^Sii — 1) 
li)  Sechsfl.  Zusp.  der  Polecke    -  -     -  <    .    .    . 
e)  Zusch.  der  Mittelecke    ,  .    .  «     <.  ^    .    •    . 
und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  stumpferen  Polk. 

et)  parallel, wenn  «i'c^  j«i(3ii+l) 

ß)  convgt.  n.  d.  Polecken      -  -      -    <    -  -  ^  - 
y)  coBvgt.  n  d.  Mittelecken    —      -> 

4)  ooJB«.  bildet  Zusch.  der  Mittdiecke,  die  Znschfj. 
auf  die  Mittelkanten  ge/letzt,  und  zwar  sind  die  CK. 

n)  horizontal, wenn it'scm;älinl. Fig. 4S0. 

ß)  nach  d.  stampf.  Polk.  fällend      -  -    -  >  - 

f)  nadr  d.  fckiff.  Polk.  Mlttid      .  -    .    <- 

31^ 
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6)  ooR  bildet  Abst.  der  Mittelecke;  Kg.  442. 

6)  ooP2  bildet  Abst.  der  Mittelkanten ;  Fig.  443. 

7)  oB  bildet  Abst.  der  Polecke;  Fig.  444. 

f.    386. 
Comlntiatiotiea  des  Ehoniboöden  miL 

1)  Mit  m'Ä»'; 

A.  Bei  gleichet  Stellung;  da  n'  >  n,  »o  sind 
die  mogUchenCV.  Nr.  2,  3,  5,  8,  10,  11  nnd  12; 
die  Flächen  de«  Skaleno^derg  liegen  immer  paar- 
^eis  beisammen,  und  bilden: 

a)SechsfLZasp. 
d.Mecke,  wenn«i'<«iu.i«i'(3li'— l)<«i;Fig.413. 

b)Za8ch.  der 

Polkanten    -7 *      "    "•    =•  I'**!^. 

e^Zosch.  der 

Mittelecke, 

die  Zasehfl. 

auf  die  Pol- 

und  Mittel- 

kanten  ge* 

setzt  .  .  .    ^  *     *  ^  -   .      .    -    *    >.  rig.416. 

d)  Zülch.  der  Mittelkanten,  wenn  «'s»;  Fig. 414. 

e)  Znsch.  der  Mittelecke,  die 
Znschfl.  paarweis  auf  die 
Ahomböederflächeto  gesetzt    «-  *  m'>m;  Flg. 415* 

Im  Falle  c  ^ind  die  CK.  mit  den  geneigten  Dingo-» 
nalen  der  Rhomboßd^rflächen : 

to)  patTiltel* 4  .  .  w«m  ^«i'(Sji'+l)a=»s» 

ß)  ooavgt.  A.  a.  PoledtÄn        ----.-     <^- 
y)  coQTgt  n.  d«  MitUleckeh  ------     >.* 

B.  B^i  Verwendeter  Stellung  bildet  m^R^' 

a)  Znsch.  der  Polkanten,    .  .  trenn  4«l'(3i»'+l)=s«» 

b)  Sei^sfl.  Znsp.  d.  Polecke  *  -  -      -    -    -     <  - 
«)  Zaseh.  der  Mittelecke   %  .     -  *      -    *.    »     >  - 
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und  zwar  sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Dia* 

gonalen  der  Rhomboäderflächen : 

it)  parallel, wenn  ^^»'(S)!^— 1) s^ 9i 

f)  conTgt.  n.  den  Polecken        -  -    -    -    -    -    <;  - 

y)  conygt.  n.  d.  Mittelecken      --    -    -    -    *    >- 

2)  Mit  m'R\ 

A.  bei  gleicher  Stellang;  die  Flächen  sind  im- 
mer auf  die  Flächen  ^n%esetzt,  nnd  bilden: 

a)  DreifiLZasp.  d.  Polecke,    wenn«i^<Ciii;  Fig.  417«. 

b)  Abst.  der  Mittelecke  .  .  .    *  *    -  >-     Fig.  418. 

B.  Bei  verwendeter  Stellung;  die  Flächen  yon 
m'R  sind  immer  auf  die  Polk.  von  VkR  genetst, 
nnd  bilden: 

a)  Abst.  derselben,  ....  wenn  m' ^=i\m\  Fig. 419. 

b)  DreiflLZusp.  d.  Polecke    ...     -  <  •-    Fig.420. 

c)  Abst.  der  Mittelecke  .  -  •  -  >  ••  und  zwar 
sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Diagonalen  der 
Flächen  von  siü: 

a)  parallel,  ........  ,^^  wenn  m'  =  2M 

f)  ^nTgt  n.  d.  Polecken        -  •      -   <  "-    fig-^i. 
y)  conygt  n.  d.  Mittelecken     -  -      .  ^  •• 

3)  Mit  «iT2;  die  Flächen  sind  immer  paarweis  auf 
die  Polk.  des  Rhombo^ders  gesetzt^  nnd  bilden: 

a)  Znsch.  derselben,    .  .  .  wei^n  m'^=^\m 

b)  Sechsfl.  Znsp.  d.  Poleck^    -  -     -   <  -  - 

^)  Zusch.  der  Mitteleck^  r  -  -  ^  -  "*  iind  zwar 
sind  die  CK.  mit  den  geneigten  Qiagoiialen  der 
BhomboSderflächen ; 

ne)  parallel, wenn  m' isss\m 

ß)  convgt  n.  d.  Foleck^  -  -     -    <  -- 

y)  coQvgt.  n.  d.  Mittelecken      -  -     -    >,  •- 

4)  ooB^'  bildet  Zusch.  der  Mittelecke,    die  Znschfl. 
auf  d|e  Mittelkanten  geiietzt;  ähnl.  Fig.  415. 

5)  ooR  bildet  Abst.  der  Mitteleoke;  ähnl.  Fig.  418. 

6)  ooP2  bildet  Abst.  der  Mittelkanten;  Fig. 423. 

7)  oB  bildet  Abst.  de^  Belecke;  Fig.  423. 
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f.    387. 
Combinationen  der  bezagonalen  Pyramide  «iPS. 

X)  Mit  «i'it»';  die  Ambignität  der  Stellung  des  Ska- 
ienoSders  ist  ohne  Einfluss;  seine  Flächen  liegen 
immer  paarweis  an  den  abwechselnden  Polkanten 
von  mP2)  and  bilden: 

a)  Zusch.  der  abwech- 
selnden Polkanten,  wenn  im\3n^+ 1)  s»  m  ;  Fig.  445. 

b)Sech8£[.  Zus(p.  d^r 
Polecke,  ......--       -•-     <-  Rg.446. 

p)  Zusch. d. Mittelecke-  r       -    -    -     >  -  und  zwar 
sind  die  heteropolarei)  CK.  mit  den  übrigfi^Polk. 
der  Pyramide: 
<k)  parallel,  ........  wenn  ^m'(S*'— l)«» 

/J)  convgt.  n.  d.  Poleck^n     --     ----^-   Fig.  417. 

y)  coDTgtn.d.Mttelecken    --     ----•>-. 

Im  Falle  ^  werden  dieselben  CK.  den  HöbenKniea  der  Pyrand* 
denflächen  paralell,  wenn  m'n'sBQt. 

2)  Mit  m'R;   die  Ambiguitftt   der  Stellung  ist  ohne 

Einfluss;    die  Flächen   des  RhomboSders  sind  auf 

die  abwechselnden  Polk.  der  Pyramide  gesetzt  und 

bilden: 

p)  Abst.  derselben,    .  .  .  wenn  mfsss^m;  Fig. 448. 

b)  DreiflZusp.derPol^cke    -  -     -  <  ..    Fig. 449. 
p)  Abst.  der  Mittelecke  .  .    -  -     -  >  -..  und  zwar 

sind  die  heteropolareq  CK.  mit  den  übrigen  Polk. 
der  Pyramide: 

*    a)  parallel, wenn  it^'s=i\tf{i  Fig. 450. 

ß)  convgt.  n.  d.  Polecken        .  -    -    <^  -  - 
y)  convgt.  n.  d,  Mitteleckeii    -  -    -    >  -  - 
Im   Falle  cß.  werden  dieac|lbe(i|  CK.    den  fldhenfii^  pandlel, 
wenn  m^sss^i. 

y)  Combinationagleichun^eii  f(lr  die  rl\OBibo€dri': 
iobei|  Combinatipi^ei|. 

|.    388. 
CG.  f&r  die  primitiTe  Bezeichnung. 

Weil   in  den  Cqmbinationeq  hemi6drischer  Ge- 
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«talten  überhaupt  mehre  verschiedenartige  Combina* 
tionskanten  zu  berücksichtigen  sind,    so  haben  wir 

auch  für  die  Combinationen  zweier  SkalenoSder  — g- 

und  — ; —  mehre  Combinationsgleichniigen    anfamsu- 
chen,  und  namentlich  folgende  Fälle  zu  unterscheiden : 

A.  Bei  gleicher  Stellung  der  beßen  gegebenen  Qe- 
italten. 

a)  Für  heteropalare  CK.  =  11.. 

Die  diesem  Falle  entsprechende  CG.  ist  identisch 
mit  der  oben  in  §.  371  sub  i  stehenden  CG.  für 
fliPii  und  m'Pn^j  und  wird  daher: 

Die  dritte  Gestalt  ^—^  hat  jedenfaUs  gleiche  Stel- 
lung mit  jeder  der  gegebenen  Gestalten. 

b)  Für  amphipolare  CK.  =  JI^ 

Aus  der  gegenseitigen  Lage  der  Flächen  beider  Ge- 
stalten ergiebt  sich,  dass  die  diesemTalle  entspre- 
chende CG.  aus  der  CG-  Nr.  I.  folgt,  sobald  man 
in  derselben  m*  negativ,   und  statt  s'  die  Grösse 

', setzt;  danii  wird  die  gesuchte  CG.: 

n.  «"«'[mn'+m'wy-l)]  -  m''(»t+»i')n»'+»''[w'-n(n'— i;]m»i'=rO 
Bei  dem  Gebrauche  dieser  und  der  folgenden  Glei- 
chungen wird  jedoch  durchgängig  vorausgesetzt,  dass 
dicf  abstumpfenden  Flächen  der  dritten  Gestalt  glei- 
che Lage  mit  den  Flächen  der  ersten  Gestalt  haben, 
und  dass  sich  die  dritte  Gestalt  selbst  mit  der  er- 
sten in  gleicher  Stellung  befinde.     Man  hat  daher 

jedenfalls  diejenige  der  gegebenen  Gestalten  s—^ 

zu  setzen,  deren  Flächen  mit  den  Flächen  der  ge- 
suchten Gestalt  analoge  Lage  haben. 
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'  B.  Bei  verwendeter  Stellung  der  beiden  gegebenen 
Oeif alten. 
a)  Für  heteropolare  CK.  =  jti. 
Aus  den  Verhältnissen  der  beiden  gegebenen  Ge* 
stalten  ist  einleuchtend ,   dass  man  nur  in  der  CQ. 
Nr.  n.  die  Grösse  m'  negativ  zu  setzen  braucht,  um 
|iuf  die,    dem  gegenwärtigen  Falle   entsprechende^ 
CG.  zu  gelangen;  'es  wird  selbige  demnach: 
m,  w''Ji^[«»'-si'«(ji'-l^]— si''(«i-s»';iui'-h''[ii'-iiCji'— l)]«»i's=:^ 

und  ist  bei  ihrem  Gebrauche  nur  darauf  zu  sehen, 

SiPl» 

dasi;  man  diejenige  der  bekannten  Gestalten  als  — ^ 

einfuhrt,   welche  gleiche  Stellung  mit  der  gesteh-» 
ten  Gestalt  hat. 

»  Für  amphipolare  CK.  =  JT,. 
Die  für  diesen  Fall  gültige  Gleichung  ist  keine  an* 
dre  als  ^le  CG.  Nr.I.  mit  negativem  m'y  also: 
IV.  m'n''(m'n+mf^'y^\n^'+m)nn'+n\n'—n)mm'=<i 
Die  Bedingung   ihrer  unmittelbaren  Gültigkeit  ist 
^briKei^s  41®s®l!>®  w|e  in  den  yo](^hergehenden  fälleq. 

i    889, 
CG«  Ar  die  Mcand&re  Bezeichniuig, 

Die  im  vorigen  |.  mitgetheilten  CG.  beziehen  sich 
nur  auf  die  primitiven  Zeichen,  besitzen  aber  eben 
deshalb  den  Vortheil  einer  allgemeinen,  von  der  Be- 
schaffenheit der  <;ombi|urten  Gestalten  gi^iz  nnabhän- 

mPh 
gigen  Gültigkeit,  weil  das  SSeichen  r-^  eben  sowohl 

^in  Skalenq§der  und  Rhomboäde^,  i^s  eine  hexago* 
nale  Pyr^nnide  der  Nebenfeihe  bedeutep  kann.  Für 
die  secundäre  Bezeichnung  wenden  di^se  Gleichungen 
liicht  nur  überhaupt  einer  angemessenen  Transforma-r 
tion,  sondern  auch,  wegen  der  von  dieser  Bezeich- 
nung ausgeschlossenen  Pyramiden  der  Nebenre;ihe^  ei^ 
pef*    i|nv9^eidlichei|    Vervielfftitigung     unterworfea 
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werden  müssen,  indem  dadarch  zanäcfast  die  Unter- 
scheidung der  Fälle  nothwendig  wird,  ob  4>eide  ge- 
gebene Gestalten  von  der  Form  mit"  sind,  oder  ob 
eine  derselben  von  der  Form  fiiP2  ist.  Die  Trans- 
formation selbst  ist  ganz  einfach,  und  besteht  darin, 
dass  in  den  vier  CG.  des  vorigen  §.  für  jede  Gestalt 

2n 
mR^  statt  m  und  n  die  Grossen  mn  und  —j^   einge- 
führt werden,  während  fSr  jede  Gestalt  mP2  ii=a2  sa 
setzen  ist.    Die  Gleichungen  gewinnen  dadurch  sehr 
an  Einfachheit  und  Uebereinstimmung. 
Man  erhält  nämlich: 

1)  Für  «lil»  und  «'/!•' 

,  (l.  Bei  gleiche?  Stellnng  derselben: 

t  «V(«i— wO±mV(m''— m)— «i»(»i''— «•0====O 

wo  das  ober^  Zeichen  für  heteropolare,  das  untere 
Zeichen  für  amphipolare  CK.  gilt.  Im  letzteren 
Falle  könnte  sich  die  dritte  Gestalt  m^B^"  in  ver- 
wendeter Stellung  zu  mR^  befinden ;  dann  ist  mf'  ne- 
gativ zu  nehmen;  auch  könnte  die  dritte  Gestalt 
von  der  Form  m^PZ  seyn;  dann  wird  die  CG.: 

a)  m\m—m')  +  «i«'(»4-«0  =  0 
B.  Bei  verwendeter  Stellung  derselben: 

n.  «iV(«+»io+«»v(«i*-^)— «wi(«i''+«iO=o 

wo  wiederum  das  obere  Zeichen  für  heteropalare, 
das  untere  Zeichen  für  amphipolare  CK.  gilt.  Wenn 
die  dritte  Gestalt  von  der  Form  »'^P2  ist,  wird 
diese  CG.: 

a)  m\m+my-^mXn±n'y^O 

2)  Für  mR*  und  m'V2; 

da  der  Unterschied  der  Stellung  hier  wegfällt,  «o 
gilt  die  einzige  CG.: 

ni.  «iv— »>•+«»'(«»•— ^)=0 

mit  oberem  oder  unterem  Zeichen,  je  naohdem  die 
CK.  heteropolar  oder  amphipolar  ist.    Im  letzteren 
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Falle  könnte  sich  die  dritte  Gegtalt  m^'A**'  in  ver- 
wendeter Stellang  su  mjR'*  befinden;  dann  wird  m" 
negativ  genommen. 

t)  Pyramidal-hemiSdriscbo  Comblnatioaen. 

i     390. 
Mftitonale  denelben. 

Die  pyramidal- hemiSdriflchen  Combiqatlonen  itndl 
föjr  die  Erscheinung  nnr^  dadurch  von  den  holoedri- 
schen Combinationen  unterschieden,  dass  die  Pyrami- 
den und  Prismen  der  Zwischenreihen  als  hexagonale 
Pyramiden  und  Prismen  von  abnormer  Fiächenstellong 
auftreten.  Da  sich  also  diese  Hemiädrie  nur  inso- 
fern ani  erkennen  geben  kann,  inwiefern  Gestalten  ans 
den  Zwischenreihen  vorkommen  und  die  E^rystalle 
an  beiden  Enden  hinreichend  ausgebildet  sind,  so 
ist  begreiflich,  dass  der  Charakter  einer  hexagona- 
len  Krystallreihe  überhaupt  problematisch  bleiben 
muss,  so  lange  die  beobachteten  Krystaile  nur  Ge- 
stalten der  Haupt  -  und  Nebenreihe  enthalten  und  nur 
an  einem  Ende  vollständig  ausgebildet  sind.  Daher 
ist  denn  auch  diese  merkwürdige  Hemi^rie  erst  vor 
einigen  JiJiren  durch  Haidingers  Beobaohtungen  am 
Apatite  nachgewiesen  worden,  dessen  KrystaUreihe 
man  früher  für  holoedrisch  gehalten  hatte,  weil  die 
gewöhnlichen  Varietäten  nur  Gestalten  von  der  Form 
mP  und  mP2  seigen,  und  an  den  beobachteten  dihexa- 
gonalen  Pyramiden  der  hemißdrische  Charakter  über- 
sehen, oder  mit  einer  asufäUigen  UnvoUsähligkeit  der 
Flächen  verwechselt  worden  war.  Wo  jedoch  diese 
liemiedrie  wirklich  Statt  findet,  d&  giebt  sie  /ich  an 
gehörig  ausgebildeten  Krystallen  auf  eine  so  auJBTal- 
lende  Weise  durch  das  einseitige,  links  oder  rechts 
gewendete,  und  in  Bezug  auf  oben  und  unten  gleich* 
«i  nnige  Aufitreten  der  Flächen  idler  mPm  mt  erken- 
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nen,  dass  die  genauere  PrSfong  einiger  weniger  In- 
dividuen lur  Anerkennung  ilires  Yorhandenseyns  fiili- 
ren  muss.  Die  Combinationen  selbst  haben  in  ilirer 
Entwiddung  durchaus  keine  Schwierigkeit,  indem  für 
sie  unmittelbar  die  f3r  die  holoedrischen  Combina- 
tionen gegebenen  Regeln  anzuwenden  sind. 

9)  TrapesoSdrisch'-henii&drische  CombinatlonaD. 

f.    391. 

Merkmale  derselben. 

Obgleic|i  das  Vorkommen  der  trapeze§drischeD 
Hemifdrie  an  und  für  sich  sehr  wohl  möglich  ist,  so 
dGrfte  doch,  neueren  Beobachtungen  xufolge,  der 
Quars,  für  welchen  allein  man  diese  H^id^rie  an- 
zunehmen berechtigt  war,  nicht  sowohl  ihr,  al«  viel- 
mehr der  gleichnamigen  Tetarto§drie  unterworfen  seyn. 
Dadurch  wird  jedoch  die  Mdglichkeit,  ja  selbst  die 
Wahrscheinlichkeit  derselben  keinesweges  zweüelhafit 
gemacht.  Ihre  Anerkennung  ist  übrigens,  eben  bq 
wie  jene  der  pyramidalen  Herai^drie,  abhängig 

1)  Ton  dem  Vorkommen  der  Glieder  der  Zwisdien- 
reihen,  weil  sich  die  Gestalten  der  Haiq>t«  und 
Nebenreihe  ihrer  stereometrischen  Erscheinung 
nach  dem  Einflüsse  derselben  gänzlich  entsiehen; 

2)  von  der  vollständigen  Ausbildung  der  Krystalle 
an  beiden  Enden,  weil  der  Unterschied  zwischen 
der  trapezoSdrischen  und  pyramidalen  Hemißdrie 
in  der  verschiedenen  Lage  der  oberen  gegen  die 
unteren  Flächen  begründet  ist. 

Sind  aber  die  Krystalle  hinreic^hend  ausgebildet, 
so  wird  das  einseitige,  links  oder  rechts  gewendete, 
aber  in  Bezug  auf  oben  und  unten  widersinnige 
Auftreten  der  Hälfte  der  Flächen  aller  mPn  die  tra- 
pezoedrisch-hemiädrischen  Combinationen  auf  den  er- 
sten Blick  erkennen  lassen.  Ihre  weitere  Entwick« 
lun^  ist  ohne  Schwierigkeit. 
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c)  Taariotdriicke  CmMneiumeiu 

1)  TrapezoSdriach  •  tetartoSdrische  Comblaationea. 

f.    392. 
Moluaale  und  Botwidüang  deraolbeo. 

Die  UrapezoSdrische  Tetarto6drie  ist  nach  |.  317 
daran  zu  erkennen ,  dass 

1)  die  Pyramiden  der  Hauptreihe  als  Rhomboßder 
and  das  Prisma  dieser  Reihe  als  bexagonales 
Prisma, 

2)  die  Pyramiden  der  Nebenreihe  als  trigonale  Py- 
ramiden und  das  Prisma  derselben  Reihe  als  tri* 
gonales  Prisma, 

3)  die  Pyramiden  der  Zwisehenreihen  als  trigonale 
TrapezoSder  und  die  Prismen  derselben  als  di- 
trigonale  Prismen 

auftreten.  Da  also  alle  Gestalten  dem  Einflüsse  die- 
ser TetartoSdrie  unterliegen,  so  wird  sich  dieselbe 
jedenfalls  leichter  und  bestimmter  zu  erkennen  geben, 
als  die  verschiedenen  Arten  der  HemiSdrie ;  nur  setzt 
diese  Erkennung  gleichfalls  voraus,  dass  beide  En- 
den der  Krystalle  zu  beobachten  sind,  weil  ausserdem 
der  Charakter  der  Tetarto§drie  unentschieden  bleibt; 
es  müsste  denn  diese  Entscheidung  durch  das  eigen- 
thSmliche  Vorkommen  der  Prismen  opPü  oder  ooP2 
noch  möglich  werden. 

Die  besondre  Entwicklung  der  Gorabinationen  hat 
keine  Schwierigkeiten,  indem  dabei  theils  die  Regeln 
der  holoedrischen  und  rhomboödrischen  Combinatio- 
nen,  theils  die  allgemeine  Corabinationsglejchung  za 
Hülfe  genommen  werden,  wobei  freilich  auf  dio  rich- 
tige Bestimmung  der  Gleichungen  der  zi|m  Durch- 
schnitte kommenden  Flächen  besonders  gepau  gese- 
hen werden  muss.  Uebrigens  ist  der  Quarz  bis  jetzt 
die  einzige  bekannte  Species,  an  welcher  sich  diese 
merkwürdige  Tetarto^drie   ye^nirkUcht  findet,    und 
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fleine  Kfyttallreihe  wird  darck  dieselbe  vor  allen  übri- 
gen Krystallreihen  des  hexagonalen  Systemes  auf  eine 
höchst  auffallende  Weise  ausgezeichnet 

2)  Rhomboddrisch-tetartoedrische  Combinationen. 

f.    393. 
Merkmale  der  rfaomboidrisdieii  Tetartoedrie. 

Die  Merkmale  dieser  Tetartoedrie  sind  gleich- 
falls sehr  anffallend,  indem  für  sie  die  sämmtlichen 
Pyramiden  des  Systemes  als  RhomboSder  auftreten. 
Da  nun  nächst  den  Gestalten .  der  Hauptreihe  jene  der 
Nebenreihe  besonders  hSufig  Torsukommen  pflegen^ 
so  kann  es  als  ein  hervorstechendes  Merkmal  dieser 
Tetartoedrie  betrachtet  werden,  dass  auch  die  Pyra- 
miden siP2  als  Rhomboeder  auftreten,  weil  dieser  Um- 
stand zur  Unterscheidung  derselben  von  den  verschie- 
denen Arten  der  Hemiedrie  sowohl,  als  von  der  tra- 
pezoCdrischen  TetartoSdrie  dienen  kann,  von  welchen 
jene  dieselben  Pyramiden  ganz  unverändert  lassen, 
Während  diese  sie  auf  trigonale  Pyramiden  reducitt. 

Das  Titaneisen  (von  Gastein,  Oisans  undMiask) 
ist  bis  jetzt  die  einzige  bekannte  Substanz,  an  wel*- 
cher  sich  die  rhomboedrische  Tetartoedrie  vei^virk- 
licht  findet.  Seine  Combintftionen  erhalten  zumThefl 
ein  sehr  unsymmetrisches  Ansehen ,  sind  jedoch  leicht 
m  entwickeln,  wenn  man  nur,  mit  steter  Berücksich- 
tigung 4^r  Lage  der  verschiedenen  Flächen,  die  Re- 
geln für  die  holoedrischen  und  rhomboedrischen  Com-, 
binationen,  so  wie  die  allgemeine  Combinationsglei« 
ehnng  lu  Hülfe  nimmt. 

C«    Berechnmig  der  G>mbinationBkanten. 
i    394. 

CottbioatioMkaiiten  boloSdriicher  Geitalteit. 

Zwischen  je  zwei  holoedrischen  Gestalten  kSn- 
Ben  bei  regelmässiger  Ausbildutig  imr  heteropolare 
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CiL  derselben  Art  entstehen,  indem  Ton  beiden  Ge^ 
stalten  immer  nur  analog  liegende  Fliehen  snmDorcb- 
Bchnitte  kommen.  Bezeichnen  wir  diese  CK.  trie  bis- 
her  mit  JT,  so  findet  sich  allgemein  für  Je  swei  di- 
hexagonale  Pyramiden  mPa  und  si^Pi»'y  indem  die 
Fläche  der  einen  darch  die  Gleichung 

^  +  iL  +  ,=,i 

ma        n    ^ 
üe  Fliehe  der  andern  durch  die  Gleicbttng 

ma       ff  ^ 
reprttsentirt  wird,  nach  der  Formel  flür  cot  IT  in  |.3i8 

wo 

und  af' =  |^4«i'*a'(ii'^— fi'+l)+3i»'* 
Setzt  man  in  diesen  Ausdruck  für  m'  und*»^  snc- 
cessiv  die  den  übrigen  Gestalten  entsprechenden  Wer- 
the,  so  erhält  man  die  Cosinus  der  CK.  für  alle  bi- 
nären Combinationen  der  dihexagonalen  Pyramide 
»Pit)  und  setzt  man  hierauf  eben  so  für  mundüsnc- 
cessiv  dieselben  Werthe,  so  erhält  man  die  Cosinus 
der  CK.  aller  binären  holoedrischen  Combinationen 
fiberhaupt,  welche  sich  in  folgender  Tabelle  susam- 
menstellen  lassen  t 
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f.    395. 
Combinaüonskaiiteo  der  Skaleno^er  ond  Rhomboeda^. 

Zwischen  je  zweien  Skaleno§dern  — ^—  und 


2       •       ^ 
sind  nicht  nur  heteropolare,  sondern  auch  amphipo- 

lare  CK.  möglich,  wobei  noch  ausserdem  der  Unter- 
schied der  Stellung  zu  berücksichtigen. 

A.  Bei  gleicher  Stellung;  bezeichnen  wir,  wie 
oben  in  $.  388,  die  h^teropolare  CK.  mit  ü^  die 
amphipolare  mit  n\  so  ist  zuvdrderst  11  iden- 
tisch mit  n  im  vorhergehenden  §•  und  daher : 

„          Qmmfa^  (2jiii'— «--ii'+2)+3fMi' 
eoin=^  — ^gjjT 

Dagegen  findet  sich 

2mm'a'  (nn^-f-n+n^— 2)— 3im" 
MM' 

B.  Bei  verwendeter   Stellung;   wir  bezeich- 
nen wiederum  die  heteropolare  CK.  mit  J7|,  die 
amphipolare  CK.   mit  JT^,   und  erhalten   durch 
Substitution  der  den  tesp.  Fl&chen  zukommen-, 
den  Parameter  in  die  Formel  för  eoi.  W 

„            2flisi'a'(iiii'-|.|i+ii'— 2)-|-3jmi' 
coMn,  = ^^, 


cot  JI': j^^r 


eo$n/=-.  ^^^ 


MM' 

Aus  diesen  allgemeinen  Formeln  wird  man  leicht 
die  jedem  besonderii  Falle  entsprechenden  Wertha 
abzuleiten  vermögen. 

i    396. 
Fortsetxung. 

Will  man  toj^stehetade  Cosinus  ierCfL  als  Föne- 
tionen  der  sebuddären  Ableitungsco^Sffcientea  auflo 
drücken,  so  hat  man,  treil  allgemein 

mR*  a  MnP  ~ 
»+1 
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für  jedes  Skaleno^der  mn  statt  m  und  — —-  statt  n  zu 

«+1 

sabstituiren ,  während  man  für  die  hexagonalen  Pj- 
]:amiden  m  unverändert  lässt,  und  i}==2  setzt;  man 
erhält  so: 

fiir  zwei  SkalenoSder  «lÄ»  und  «'Ä«' 

A.  bei  gleicher  Stellung, 

B.  tei  verwendetei'  Slelluftg, 

'^'''JJI/"^       NW 

wo  ^e  oberen  Zeichen  für  heteropofare ,  die  unteren 
für  amphipolare  CK.  gehen,  und 

N  =  l/«|2a'(3»'^+l)+3 

Ist  eine   der  Gestalten   eiöe  hexafgonde  Pyra- 
mide m^Vi^  so  rerschwindet  di6  Ambiguitfit  der  Stel- 
lung,  und  man  erhält: 
für  das   SkalenoMer  mU^  und  die  Pyramide  m'92 

Da  die  meisten  CK.,  welche  in  den  übrigen  he- 
miSdrischen  und  tetarCo€drisch«tt  Combination^n  zum 
Vorscheine  kommen,  ndt  gewissen  CK.  theils^  de*  ho- 
loedrischen, theils  der  rhomboßdrischeit  Combinatio- 
neA  identisch  sind,  so  werden  die  vorstehentden  For- 
meln fiir  die  meisten  der  vorkommenden  Fälle  aus- 
reichend seyn;  wo  sie  es  nicht  sind,  hat  man  nur  die 
Gleichungen  der  zum  Durchschnitte  kommenden  Fla- 
chet zu  bestimmen,  um  die  gesuchte  CK.  nach  der 
Formel  cq9  W  in  §.  318  berechnen  zu  können. 

I  i2      ^ 
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D.     Beitpide   der  Entwicklung  von  Combinationen. 

§.    397. 
Combiiiation  des  Beryllei. 

l^ig.  459  stellt  eine  sechszählige,  holoedrische 
Combination  des  Berylles  dar,  deren  Gestalten  sich 
für  P  als  Gmndgestalt  ordnen,  wie  folgt:  es  gehören 

der  Hauptreihe ,  m,  P,  tr,  Jf, 

der  Nebenreihe,  ^, 

einer  Zwischenreihe,  v. 
Unmittelbar  bestimmen  sich  als  die  Gränzen  der  Haupt- 
reihil 

«I  SS   OP 

und  M  =5=  ooP 

Weil  die  Flächen  von  t  =  «•''1^2  die  CK.  zwi- 
schen je  einer  Fläche  von  P  und  einer  im  JVebensex- 
tauten  gelegenen  Fläche  von  ocP  abstumpfen,  so  gilt 
iur  sie  die  CG.  TL*  in  %,  388,  oder  noch  kiirzer,  die 
CG.  I.,  a  in  $.  389 ;  setzt  man  daher  m  :?£  n  =  n'  =  1, 
und  m'ssoq,  so  folgt  «i'^s±:2,  und  es  wird  daher: 
i  =  2P2*) 

Da  nun  die  Flächen  dieser  Pyramide  die  Polkan-^ 
ten  der  Pjrraikiide  u  regelmässig  abstumpfen,  so  folgt : 

Die  Flächen  v  der  dihexagonalen  Pyramide  sind 
gleichfalls  der  CG.  H*  in  $.  388  unterworfen ;  cla  je- 
doch ihr  Comhinationsverhältniss  auch  so  aufgefasst 
werden  kand^  dass  sie  die  CK.  zwischen  2P2  und 
ooP  abstumpfen,  so  gelangt  man  noeh  kiirzer  zu  ih- 
rer Bestimmung  durch  nnmittelbare  Anwendung  der 


*)  Man  sieht  y  dass  die  Flächen  •  die  Combinationsecka  Ton 
P  und  acP  so  abstompfen,  dass  sie  als  Rhomben  ersdietnenj  d:e 
80  eben  angefSüirte  CG.  giebt  allgemein  für  diejenige  Pyramide 
der  Nebenreihe,  deren  Flächen  die  CE.  zwischen  mP  «od  oeP  aGt 
Rhomben  abstompfen,  das  Zeichen  tm^t. 
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CG.  $.  375,   3,  aus  welcher  folgt,    dass  sie  von  der 

Form  mP r  seyn  mnss;   doch  ist  die  Bestimmung 

iw — 1 

des  Coäf&cienten  m  von  einer  Messung  abhängig; 
misst  man  z.  B.  die  CK.  v  :  itf ,  so  findet  man  unge* 
föhr  142H.  Nan  ist  142^^  —  90^  =  52^  =»  il^  in 
{.326,  und,  nach  demselben  §,, 

a 
Da  nun  ini  Beryll  sehr  nahe  ^==0,5,  so  folgt 
2m  —  1  :^  5,002 
und  dfiher 

V  =  3P4 
Die  Combination  ist  also  vollständig  entwic|celt, 
und  ihr  Zeichen;  (xP.0P.P.2P.2P2.3Pi. 

§.    398. 
Combination  des  Apatites. 

Fig.  460  stellt  eine  neunzählige,  holoedrische  ConH 
bination  des  Apatites  dar;    wählt  man  die  mit  x  be-« 
zeichneten  Flächen  zur  Grundgestalt,  so  wird  a*  ^-—^ 
und  die  Gestalten  selbst  ordnen  sich  wie  folgt: 
es  gehören 

in  die  Hauptreihe  P,  r,  Xj  ar,  J/, 
in  die  Nebenreihe,  a,  ^,  J,  ^. 
Zuvörderst  bestimmen  sich  unmittelbar   als  Gränzge* 
stalten  der  Haupt*  und  Nebenreihe 
P  =  OP 
4f  =  ocP 
e  =t  ooP2 
Da  nun  die  Flächen  a  ^ie  Polkanten  de^  Grund- 
gestalt abstumpfen,  so  folgt 

a  =3  P2:  §.372,  3,  a 
und  da  die  CK.  $ :  x  den  Polkanten  der  Grundgestalt ' 
p^allel  sind,  so  folgt 

$  =  2P2;  §372,  3,  cy. 

32* 
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Aus  derselben  Regel  ergiebt  sich  auch,  dass 

r  =  iP 
und  aus  dem  YerhähRisse  der  Flächen  i  und  z,  dass 

z  =  2¥ 
so  wie  endlich,  wiederum  nach  der  Regel  §.  372,  3,  cy, 
dass  d  =  4P2 

Die  Combination  ist  sonach  vollständig  entwickelt, 
und  ihr  Zeichen:  cx>P.ooP2.0P.|P.P.2P.P2.2P2.4P2. 

§.    399. 
Combinationea  des  Kalknpathes. 

Fig.  461  stellt  eine  siebenzählige,  rhoroboSdrische 
Combination  des   Kalkspathes   dar,    deren  Gestalten 
sich  für  P  als  Grundgestalt  ordnen,  wie  folgt:  es  gehören 
der  Hauptreihe ,  P,  g^  y,  f,  c, 
Zwischenreihen,  t  und  r. 
Die  yerticalen  Flächen  c  bestimmen  sich  sogleich 
als  die  Gränzgestalt  ooR. 

Da  nun  die  Mtttelkanten  des  SkalenoSders  r  den 
CK.  r  :  P« parallel  sind,  und  P=  Ä,  so  muss  das 
SkalenoSder  aus  der  Grundgestalt  abgeleitet,  und  folg- 
lich von  der  Form  Ä"  seyn.  Die  Bestimmung  von  n 
kann  auf  verschiedene  Art  Statt  finden,  ist  jedoch, 
wie  die  Entwicklung  der  ganzen  Combination,  von 
einer  Messung  abhängig.  Am  leichtesten  findet  sich 
n,  wenn  man  seine  Bestimmung  von  der  des  Rbom* 
boSders  /*  abhängig  tpacht,  welches  die  schärferen 
Polk.  von  Ä«  abstumpft,  und  folglich  —  ^(3»— 1)11 
ist  ($.385,  2,  Ba).  Misst  man  nämlich  die  CK.  /:  c, 
und  subtrahirt  davon  9()%  so  findet  man  den  Neigungs- 
winkel der  Flächen  J*  zur  Basis,  dessen  Tangente 
genau  doppelt  so  gross  ist  als  die  Tangente  dessel- 
ben Winkels  der  Flächen  P;  folglich  ist 
/  =  —  2Ä 
und      r  =  Ä^ 
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Das  Rhombo^der  g   stampft   die  Polkatilm   der 
Gnmdgestalt  ab,  und  ist  daher  -^^R  ($.386,  2,  Ba). 
Weil  ferner  das  Skaleiio^der  t  mit  jR'  hosisan- 
tale  CK«  bildet,  so  gehört  es  in  dieselbe  hocisaiitale 
Reihe  unsers  Schemas,  und  ist  daher  ein  mR^\  qfm 
werden   aber  seine  schärferen  Polk.   durch  die  Flä- 
chen de»^oi|il^iä4ers  — \R  abgestumpft,  fplgii^hist 
i  =2i» 
und      ^  =  iB* 
Das  Rhombo^der  9  ist  irgend  ein  —  «ijl,    (iir 
welches  ffi<2  und  >|;   weil  aber  seine  PoU^it^li 
von  dem  in  verwendeter  Stellung  befindlichen  Ska- 
lenoßder  iH^   zugeschärft  werden,   und   mithin   den 
stumpferen  Polk.  desselben  parallel  sind,  so  folgt 
.si  =  K3.3+l),  (§.386,  1,  Ba) 
und  daher  y  =  —  \R 
Die  Combination  ist  nun  vollatlüidig  entwickelt» 
und  ihr  Zeichen:  Jl\iÄ\oQil.— iÄ.-H|l.— 2iL^. 

f.    400. 
Foftaetzvng. 

Fig.  462  stellt  eine  «eehscählige,  rhambeSArBKriHi 
Kombination  des  Kalkspathes  dar;  weil  sie  also  der- 
selben firystallreihe  angehört,  w^  die  vorige  Combi- 
nation, so  haben  wir  zuvörderst  nachzusehen,  oh  et^wa 
die  im  vorigen  (.  angenommene  Grundgestalt  hier 
wiederum  erscheint.  Eine  Messung  lehrt,  dass  in  der 
That  die  Flächen  P  in  beiden  Combinationen  diesel- 
ben sind»  nnd  haben  wir  daher  Fsss/l  pi  se4>eji; 
dann  gehörejp 

in  die  Hauptreihe,  o,  P,  1»,  c, 
in  Zwischeivreihen,  r  und  9 
Es  bestimmen  sich  sogleich  als  die  Grtosgc*tal- 
(en  der  Rhombo^df  r 

o  =  OiR 
c  =3:  oOjB 
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Die  Bestimmung  des  RhomboSders  m  fordert  eine 
Messung;  misst  man  die  CK.  m  i  o^  so  findet  man, 
dass  die  Tangente  ihres  Supplementes  genau  viermal 
so  gross  ist,  als  die  Tangente  des  Neigungswinkel» 
von  P  gegen  o ;  woraus  folgt,  dass 
m  =  4jR 

Da  die  Kanten  des  Rhombo^ders  B  seinen  CK. 
XU  r  und  er  parallel  laufen ,  so  müssen  beide  Skale- 
no§der  aus  der  Grundgestalt  abgeleitet,  oder  von  der 
Form  jR*  seyn.  ^(un  schärft  das  flaehere  Skaleno^der 
die  Polkanten  des  Rhombo^ders  ^jR  2u,  folglich  ist 
^3»-l)  =  4  (§.  386,  1,  A  b) 
und  daher  r  =^  jR^ 

Das  spitfzere  SkalenoSder  'stumpft  aber  die  am- 
phipolaren  CK.  zwifchen  4/1  und  ooit  ab,  nnd  ist 
daher  mittels  der  CG.  I.  in  $.389  zu  bestimmen,  in- 
dem man  aus  selbiger  die  allgemeine  Regel  ableitet, 
dass  dasjenige  SkalenoSder,  welches  die  amphipola- 
ren  CK.  zwischen  mR  und  ooR  abstumpft,   von  der 

Form  m^R  m'     seyn  müsse ;  da  nun  in  unserm  Falle 
«I  SS  4  und  m*  =  1,  so  folgt 
c  —  R' 
Die  Combination  ist  nun  vollständig  entwickelt, 
und  erhält  das  Zeichen;  4il.0/l.ooli.üMlMi. 

S.    401. 
Fortsetzung. 

'    Fig.  463  stellt  gleichfalls    eine    rhon^bo^drisehe, 
sechszählige  Combination   des  Kalkspathes  dar,    in 
welcher  man  sogleich  das  RhbmboSder  JP  als  die  6run4^ 
gestalt  erkennt;  es  gehören  daher 
in  die  Hauptreihe,  P,  m,  c, 
in  Zwischenreihen,  r,  y  und  t. 
Die   verticalen   Flächen   e  gehören  dem  Prisma 
op/t.    Die  beiden  Skaleno§der  r  nnd  y  sind  wegen 
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des  ParaUelismas  ihrer  Mittelkanten  mit  jenen  von 
il  allgemein  von  der  Fonn  BZ  und  R^' \  das  Skale- 
no^der  z  dagegen  muss,  wegen  seiner  horizoi^talen 
CK.  mit  r,  denselben  Ableitungscoßfficienten  rechter 
Hand  haben,  und  daher  ein  mü'*  seyn.  Die  nähere 
Bestimmung  der  SkalenoSder  r  =11  und  y  =  R^'  lässt 
sich  am  <  leichtesten  mittels  des  Rhomboßders  «i  ge- 
ben, welches  durch  Messung  seiner  CK.  zu  op^  als 
4£  erkannt  wird.  ^  Es  haben  nftihlich  die  Polkantcai 
dieses  RhoraboSders  dieselbe  Lage  wie  die  schärfe- 
ren Polkanten  des  Skalenoeders  /l"|  folglich  ist 

.  daher        r  ===  Ä*  >,       /  t 

und        1  =  »lÄ» 
tKe   Fläeh/Bn   desselben   RhomboSders    stumpfen 
aber  dieiBljumpferen  Pelkanten  sowohl  des  Sk^lenols- 
ders  £"'  als  auch  des.Skaleno^ders  mR^  ab;  £»Iglji^h 
gilt         ■■.■.",.■  ■    .    '.'     . 

füs    JB;*'  die  Gleichung..  i(3»'-fl)  =4, ■  r 
-  «ß^     -        -      -  .  ..^     4m     "=4"' 
und  es  wird  daher 

Das  Zeichen   der.  nun   vollständig  entwickelten 
Combination  ist:  kKR\RAR,ooR.\R\ 

i    402. 

Combiuaüoii  des  Bisenglanzed* 

Pig.  464  isteilt*  eine  fünfzählige,    rhombö^drische 

Combination  des.  Eisengtanzes  dar,   deren  Gestalten 

sich  für  P  als  Grundgestalt  ordnen  wie  folgt:   es  ge-* 

hören      '"^ 

in  die  Hauptr'eihe  j  f  j  v,  P, ' 

in  die  NebenrejUie^  n^^ 
in  eioß  Zwischenreihe^  ^. 
Dass  itörnlich  n  eine  hexagonale  Pjrf^Aide  «•P2 
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sey,  ergiebt  isich  unmittelbar  aus  ihren  horizontalen 
Afittelkanten. 

In  der  Gmndgesta^  ist  a*=r-!^,  ond  daher  die 
Neigung  ihrer  Flächen  gegen  die  Horizontalebene  = 
570  ^/.  nrisst  matn  nun  die  CK.  9  :  P  mid  v  :  P,  so 
findet  man,  nach  Abzug  voa  122°  18^,  lEds  d^m  Sup- 
plemente je^es  Winkels ,  die  Neignngstnnkel  der  Flä- 
chen i  unti  t;  gegen  dieselbe  Horizontalebeiie,  und 
durc^  "V^rgtoichung  ihrer  Tangeüien  mit  iangUf  42^ 
.  =  ^Ä 
v  —  ^R 

Die  hexagonale  Pyramide  n  bestimmt  sieh  un- 
mittelbar dadurch,  Aass  B  ihre  abtirecliseliiden  Pol- 
kanten abstumpft,  als 

«  =  ^P2  (8.  387,  2,  a) 

Das  SkalenoSder  y  endlich^  welches  sich  in  glei- 
cher Stcdhtng  mit  den  RhomboSdern  befindet,  ist  ein 
solches,    dessen  stumpfere  Polk.  von  R  abgestumpft 
werden;  folglich  gilt  für  dasselbe  di«  6leichnng 
1  ^  M3ii+1) 

"^^'•*  =  3iq:T' 

Nun  giebt  Haüy  die  Polkanten  dieses  ^SkaJenoS- 
ders  zu  108^6^  und  152^50'  an;  fofgWch  wird,  'nach 
1.343  '  ^  ' 

n+l  _  cof54°3^    _  , 
«-1  ~  co#76°25   ~^ 
und  d«s  gesuchte  SkalenoSder  =  -^jR  %  dessen  Polkan- 
ten jedoch,  (nach  dem  hier  angenommenen  richtigeren 
Werthe  von  a,  107°  23^  und  152°  32'  messen. 

Da9   Zeichen   der   nun  vollständig  entwickelten 

Combination  ist:  ^V2.R.\R,1i,B.^R\ 

».•40^. 

HemiSdrische  Coihbiindioiien  des  Ap&Ütes. 
Dfe  in  F^.  465  dargestettte  zehnzähtige  Combi- 
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natlon  des  Apatites  gieht  sich  sogleich  als  eine  py- 
ramidfiU hemi§drische  Combination  zu  erkennen,  in- 
dem die  mit  u  und  h  bezeichneten  Flächen,  einseitig, 
aber  sowidd  oben  als  unten  naeh  links  gewendet  er- 
scheinen; sie  sind  also  die  Flächen  dihexagonaler 
Pyramiden,  welche  parallelflächig  hemiSdrich,  als  hexa^ 
gonale  Pyramiden  v<m  abnormer  Flächenstellung  aaf-^ 
treten.  Uebrigens  ist  die  Combination  fast  g^nz  iden* 
tisch  mit  der  bereits  in  f.  398  entwickelten  Combi- 
nation desselben  Minerales,  indem,  sie  sich  von  selbi- 
ger, ausser  doith  ären  hemiSdiischen  Charakter,  nur 
noch  durdi  den  Mangel  der  Pyramide  4P2  unterschei- 
det; weshalb  wir  es  denn  auch  zunächst  nur  mit  der 
Bestimmung  der  Flächen  h  und  %  za  Ann  haben. 
Beide  stumpfen  die  CK.  zwischen  $  =  2P2  und  M 
^ss  ooP  ab,  und  sind  daher  von  der  Form 

si— 1 

Ausserdem  erscheint  aber  auch  u  zwischen  jr  =s  P, 

unde=^cx>P2,  so  wie  &  zwischenir  =  2P,  unde=sooP2 

ndt  parallelen  CK;,  weshalb  beide  Pyramiden  der  CO. 

in  |.  372,  6  Genüge  leisten,  welche  für  sie  folgende 

Cvestalt  annimmt: 

für  « 2«i  —  n(M+i)=zO 

für  4  ....  2«i  — »(«i+2)=0 

also  wird 

2«!      -.. 
/  n  ssB  — —r    fUr  u 

m+i 

<<CZI         .   0—  m 

für  beide  Pyramiden  gilt  Uberdiess 

m 

m — 1 
folglich  wird 

/  3P4 


^  =  7   2 
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.        I4P4 

*  =  7-2-  , 
Fig.  466  stellt  eine  ttnliche  CombinatioB  des  Apa- 
tites dar,  in  welcher  jedodi  die  Pyramiden  4P  und 
4P|  felilen,  und  dagegen  zwei  iMxagonale  Prismen 
von  abnormer  flächensteDnng  auftreten«  Das  eine, 
links  gewendete  nnd  mit  c  bezeielmete  Prisma  giebt 
«ich  dwcli  seine  horisontalenCK.  mit3P4  aoglekhals 

das  Prisma  -^  —^  zn  erkennen,  wälirend  die  Bestim* 

mnng  des  «weiten ,  rechu  gewendeten  «nd  mit/ bc- 
seickneten  Prismas  eine  Messnng  eifeidect.  Miast 
nmn  z.  B.  die  CK.  /:  e,  se  findet  man  naoh  ikbzng 
von  90"^  die  halbe  normale  Seitenkante  des  Prismas, 
nnd  JMS  dieser  naeh  der  fformel  in  |.  3H 

weshalb  das  Zeichen  von  /  =  y  —^  wird.    Uebri- 

gens  verdient  es  erwifant  zu  werden,  dass  die  beiden 
dihexagonalen  Prismen  00P4  nnd  ooPj^,  als  die  Mutter- 
gestalten dieser  hemi^driscben  Prismen,  naoh  |,  S27 
inverse  Gestalten  sind. 

|.    404. 
CoiabinatiMi  det  TÜaneisens  vod  Oisaot. 

Diese,  in  Fig.  468  nach  Glocker's  Angaben  darge- 
stellte Combination  giebt  sich  sogleich  durch  dierhom- 
bo§drische  Erscheinung  der  hexagonalen  Pyralnide  aus 
der  Nebenreihe  als  eine  rhomboßdrisch-tetarto^drische 
Combination  zu  erkennen.  Wählt  man  die  mit  P  be- 
zeichneten Flächen,  welche  ein  sehr  spitzes  Rhom- 
boeder  darstellen,  zur  Grundg^talt,  so  wird  m  sehr 
nahe  =  7;  da  nun  die  Flächen  z  nicht  nur  vertical, 
sondern  auch  als  Abstumpfongsllächen  der  Mittelkan- 
ten dies  RhomboSders  P  erscheinen,  so  wird 
2:  =s  <x>P2 
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und  daher  nothwendig  x  irgead    eine  tetartc^riscb 
«rscheinende    hex^onale  Pyramide  der  Nebenreihe. 

Die  Flächen  /  geboren  einem  RhomboSder  4er 
Hanptreibe,  weil  je  ein  aberes  P  mit ^inem  unteren/ 
borizontale  CK.  bildet;  woraus  zugleich  folgt,  dasB 
sich  beide  Rbombo^der  in  verwendeter  Stellung  befin«- 
4en.  Nun  sind  aber  diebeteropolarenCK.  von  /  und 
Jf  den  CK.  von  P  und  %^  d.  h.  den  Mittelkanten,  wid 
folglich  auch  den  Polkanten  der  Grundgestalt  paral- 
lel; also  muss  /  dasjenige  Bhomboäder  von  Terwen* 
deter  Stellung  seyn,  dessen ,  Flächen  den  Polkanten 
«von  jR  parallel  laufen,  d.  h.  es  ist 
/  =  —  iÄ 

Aus  demselben  Grunde  müssen  auch  die  Fikchen 
as  von  derjenigen  hexagonalen  Pyramide  fliP2  stam- 
me|i,  welche  die  Polkanten  der  Grundgestalt  tuschärft, 
oder  es  ist 

X  =  JP2  (§.386,  3,  a) 

Da  endlich  o  die  basische  Fläche,  so  ist  die  Com- 
bination   vollständig   entwickelt,    und    ihr   Zeichen: 
|P2 
4 


OÄ.Ä.— iÄ.ooP2.^. 


§.405. 
Combinatioo  di»  Tüaseiaeni  von  Gastein. 

Diese  in  Fig.  467  nach  Mobs  dargesteUte  funlzäh- 
lige  Combination  zeichnet  sich  durch  ihr  unsymme- 
ti'isches  Ansehen  auf  eine  sehr  auffallende  Art  aus, 
ist  aber  demungeachtet  unabhängig  von  allen  Messun- 
gen zu  entwickeln.  Wählen  wir  das  von  den  mit 
P  bezeichneten  Flächen  gebildete  Rhomboöder  zur 
Grnndgestalt  H,  so  ist  zuvörderst  a  =  O/t.  Da  nun 
die  heteropolare  CK.  von  P  und  b  auf  der  CK.  von 
P  und  a  rechtwinklig  ist  (was  sich  freilich  aus  der 
perspectivfscheli  Zeichnung  nicht  bestimmt,  wohl  aber 
an  dem  Krystall  in  nuiura  ersehen  lässt),    so  folgt, 

.  33* 
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dats  diese  CK.  der  geneigten  Diagonale  der  Rhonir- 
boSderfläche  parallel  ist;  dasselbe  gilt  von  der  Iiete« 
ropolaren  CK.  l  :d  und  P:dy  indem  ja  drei  dieser 
CK.  nicht  nur  einander,  sondern  auch  der  geneigten 
Diagonale  der  zogehörigen  Fläche  von  R  parallel  lau- 
fen. Nun  ist  <{  ein  in  verwendeter  Stellung  befind|i-* 
ches  RhomboSder,  da  Je  eine  untere  Fläche  d  mit  ei* 
ner  oberen  Fläche  P  horizontale  CK.  bildet;  folglich  ist 
da  — 211  (8.368,  2,  Ba) 

Die  Flächen  b  können  ihrer  Stellung  nach  nur 
Ton  einer  hexagonalen  Pyramide  der  Nebenreihe  her- 
stammen, welche  jedoch  hier,  eben  so  wie  ki  dem 
Titäneisen  Ton  Oisans,  nur  als  RhomboSder,'  und 
mithin  tetartoädrisch  erscheint  Da  nun  dieselben 
Flächen  mit  B  CK.  bilden,  welche  seinen  geneigten 
Dii^nalen  parallel  sind,  so  folgt ,^dass 
4  =  ^P2  (8.'368,  3,  a) 

lieber  dem  RhomboSder  —  2R  erscheinen  die 
Flächen  c  eines  flacheren  Rhomboäders  von  gleicher 
Stellung;  da  seine  CK.  zu  B  auf  seinen  CK,  zu  OA 
rechtwinklig  sind,  so  folgt 

c  ;f=  —  4Ä 

Weil  jeddch  diese  Rechtwinkligkeit  aus  der  per- 
spectivischen  Zeichnung  nicht  zu  ersehen  ist,  so  wol- 
len wir  lieber  den  sehr  auffallenden  Parallelismus  der 
CK.  von  i  :  c  und  b  :  d  im  Auge  bebalten,  welcher 
uns  lehrt,  dass  die  Pyramidenflächen  b  die  amphipo- 
laren  CK.  beider  RhomboMer  abstumpfen.  Es  kon^nt 
daher  die  CG.  I.,  a  in  §.  389  zur  Anwendung,  und  man 
findet,  indem  man  0i''=4,  «i=m,  fli'=2  und  n=H':=^i 
setzt,  wiederum 

c  =  —  4iB 

Die  Combination  ist  nun  vollständig  entwickelt, 

und  erhält  das  Zeichen:  OÄ.^.Ä.— 2jB.— fß. 
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f.    406. 
ComblnatioiieB  des  Qoaraet. 

Fig.  470.  giebt  sich  durch  die  Lage  der  FIftchen 
$  und  or  sogleich  als  eine  traj^exoSdrisoh-tetartoSdri« 
sche,  sechszählige  Combination  in  erkennen.   Betrach- 
ten wir  den  Inbegriff  der  mit  P  bezeichneten  F1mII||^ 
als  die  Grandgestalt  ll,  so  sind  die  noch  ausserdem 
in  der  Combination  enthaltenen  CkstUten  folgende: 
z  ein  ,Rhombo§der  in  yerwendeter  Stellung, 
/  ein  RhomboSder  in  gleicher  Stellung^, 
r  das  hexagonale  Prisma  ocP, 
$  eine  trigonale  Pyramide,  und 
S  eih  trigonales  .Trapeao§der. 
Aus  dem  Parallelismus  der  CK.  z  :  P  und  P :  r 
fol^,  mittels  Anwendung  der  allgemeinen  CG.,  dass 
z  =^  -  «•) 
Weil  die  Flächen  $  nicht  nur  zwischen  P  und  r, 
sondern  auch  zwischen  z  und  r  mit  parallelen  CK. 
erscheinen,    so  folgt  nicht  nur,  dass  sie  einer  Pyra- 
mide der  Nebenreihe  angehören,  sondern  auch,  dass 
diese  Pyramide  ==  2P2  ist;  ^a  sie  aber  nur  mit  der 
halben  Flächensfahl  nach  dem  Gesetze  der  trapezolS- 
drischen  Tetarto§drie  erscheint,  so  muss 

2P2 

gesetzt  werden. 

Da  nun  die  Flächen  ^,  weUhe  ursprünglich  von 
einer  dihexagonalen  Pyramide  herstammen  die  CK.  zwi- 
schen s  und  r  abstumpfen,   so  wird  ihr  Zeichen  all« 

gemein  von  der  Form  mP-^i*    Ihre  vollständige  Be* 


*)  Prot  Breithanpt  hat  jedoch  nenlidi  Mesfuogen  bekaimt  ge- 
macht, nach  welchen  das  Rhombodder  %  etwas  flacher  seyn  müsste 
als  II;  dann  fiele  fireifidi  auch  der  P^nOMiaaus  der  CK.  s :  P 

«md  P  i  r  weg. 
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Brimmqng  ist  jedoch  enlweder  von  der  Messning  einer 
CK.,  oder  von  der  Kenntnis  des  RhemboSders  t  ab- 
häogigi  Misst  man  s.  ß.  diejenige  CK.  xiTy  welche 
der  CK.  j; :  s  parallel  ist,  so  findet  man  i6S^  V ;  nnn  ist 

168**  —  90°  =  78"^  =  iZ'  in  §.  367 
^^Iglich  2m  — i^  2,3itanf76^  =  ii 
^^  nnd        or  r=  6P4 

Da  nmn  dieselben  Flächen  ^  mit  parallelen  CK. 
cwiflchen  i  nnd  r  erscheinen,  oder  bestimmter,  da  sie 
die  amphijpolaren  CK.  beider  Gestalten  abstumpfen, 
so  findet  sich  nach  der  CG.  U  in  f.  388,  dnrch  Ein- 
führung dier  Werthe  «i*a*6,  ii*:>=|f  «issm,  m'sstoo^ 
i»=ii'=l 

f  3=  5  Ä 

Die  Combination  ist  nun  voUständ^  entwickelt, 

und  erhält  das  Zeichen:  ooP.lt.^lt.511.^.^. 
/  4     4 

«.    4Ö7. 
Fortsetzung. 

Auch  die  m  Fig.  469  nach  Haidinger  dargestellte 
swolfzählige  Combination  des  Quarses  ist  eine  trape- 
zo§drisch-tetarto§drische  Combination,  obgleich  die 
Gestalten  der  Hauptreihe  als  hexagonale  Pyramiden 
gezeichnet  wurden.  Die  Erscheinungsweise  der  Flä- 
chen $  sowohl,  als  der  Flächen  or,  y^  «»  f  ,  o  nnd  der 
Flächen  d  verbürgt  uns  diesen  tetartoSdrischen  Cha- 
rakter hinlänglich.  Setzt  man  die  mit  P  bezeichne- 
ten Flächen  sa  P,  so  wird 

r  —  ocJf 

t  =  2P2 

und  mP r  die  aDgemeine  Form  sämmtliclier  in  der 

Combination  enthaltenen  l^rape^oSder.  Die  Bestim- 
mung dieser,  so  wie  der  hexagonalen  Pyramiden  £, 
M,  a  nnd  de/i  ditrigonalen  Prismas  ist  jedoek  fik  jede 
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Gestalt  von  einer  Messung  abhSngig.    Misst  man  zu» 
Torderst  die  CK.  &:r,  m\r  und  a:r,  so  findet  man 

*  ==  JP 

••  =t  3P 

a  =  4P 
und  misst  man  hierauf  die  CK.  der  Flächen  or,  y^  Uy 
V  und  0  zu  der  analog  liegenden  Fläche  r,  so  findet 
man,  nach  A])zQg  ^on  90%  mittels  der  Formel  2m — 1 
=  2Mtang^V  in  (.  357 

o  =  3P4I 

X  =  4P4 

H  =5P4   ^ 

«  =  6P| 
und    t;  =  8Pf 
endlich,  durch  Messung  der  Kante  didj 

d^  ooP4 
Die  Flächen  o  gehören  einem  rechten,  die  Flä- 
chen ir,  y,  u  und  V  linken  trigonalen Trapezoädern. 
Anmerkung.  An  vielen  Quarzkrystallen  er- 
scheinen allerdings  die  Flächen  9  sowohl,  als  die  Flä- 
chen Xy  y^  u.  s.  w.  auf  eine  solche  Weise,  dass  noch 
ein  anderes  Gesetz  der  trapezoSdrischen  Tetartoädrie 
angenommen  werden  müsste.  Doch  ist  diese  Erschei- 
nungsweise an  vielen  Fällen  durch  eine  Zwillingsbil- 
dung zu  erklären,  welcher  zumal  der  Bergkrystall 
sehr  häufig  unterworfen  ist 
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ßfacitrag  zum  dritten  Capitel  des  ersten  Ab- 
schnittes der  Systemlehre. 

Bei  der  Redaction  des  Mannscriptea  ist  durch  ein 
Versehen  im  Tesseralsystem  die  Berechnung  der  Ab- 
leitnngszahlen  ans  den  Kantenwinkeln  vergessen  wor- 
den; daher  ich  diesen,  in  praxi  nicht  unwichtigen 
Gegenstand  hier  nachträglich  mittheite. 

I.  Holoedrische  Gestalien, 
Zur  Berechnung  der  Ableitungszahlen  eines  Hexa- 
kisokta^ders  mOn  sind  im  Allgemeinen  zwei  Kan- 
tenwinkel erforderlich,  und  daher  entweder  A  und 
B,  oder  C  und  Aj  oder  B  und  C  als  Beobachtungs- 
elemente  gegeben. 

1)  A  und  B  sind  gegeben;  dann  sey: 

cosiAi/2  +  cos-i:B 
cosv  =  —     ^.   ,  p — 2— 
stn^B 

so  wird  n  =  tangv 

m  =  tangiBsinv 

2)  C  und  Ä  sind  gegeben;  dann  sey: 

r^^^  _  2cosiA  +  cos^C 
siu^C^ 
a'=144^44'— € 
tangS  =:  sini^tangiC 
so  wird  n  =  /iwif  (135**— *) 

3)  B  und  C  sind  gegeben;  dann  sey: 

^        cos^C 

coii  =     .  Tp 

stn^B 

V  =  135**  —  * 

so  wird  n  =  ^aiij^y 


m  BS  foiy^Bt^y 
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Für  die  Ikositetra^der  mOm  ist  4-^  =  90^;  es 
bestimmt  sich  daher: 
aus  B  co$v  =  cot^B 

m  =  tangv 
aas  C  cM€  =  cBt^C^^ 

m  +  l  :=^tangSy2 
Für  die  TriakisoktaSder  mO  ist  iCs90'';  es 
bestimmt  sich  daher: 
aus  JB  «I  =r  tang\B  j/^ 

aus  -4  co#€  =  2co#i4Yi' 

<r'  =  144^44'— e 

Fär  die  Te trakishexaSder  ooOn  ist  ^Ba9(r; 
es  bestimmt  sich  daher: 
aus  A  C09V  =  coi^A  ^2 

n  s=  UMgv 
aus  C  «  =  f««^(135**—  4^C) 

n.  Genetgtflächig  iemitesterale  Oestalien. 
Zar  Berechnung  der  Hexakistetra§der  -^ 

sind  im  Allgemeinen  zwei  Kantenwinkel  erforderlich, 
und  daher  entweder  A^  und  B\  oder  C^  and  A\  oder 
jB^  und  C^  als  bekannt  anzunehmen« 
1)  A'  und  B^  sind  gegeben;  dann  sey: 

coiiB^  ^        cot^A' 

so  wird         m  =  ^- •         n  = ^- 

cof  a  —  co^/?  cota  +  eotß 

oder  ^_i^'^«^>»/^)/2  _Hnasi0ßi^ 

9m(ß-a)  '       *—   #MiOJ  +  a) 

2)  C*  und  ^^  sind  gegeben ;  da  diese  Kantenwinkel 

identisch  mit  C  und  A  sind,  so  gUt  die  Berechnung 

wie  sub  J,  2. 

3)  B^  und  C  sind  gegeben;  dann  sey: 
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ta^i  =  9inS'rang\C' 
so  wird  n  =  fang  (135*'—^) 

Für  die  Trigon-Dodekaßder  ?^  ist  ^A^ 

90"",  und  es  bestimmt  sich  daher  m 
aus  JB'  «•  =  iangkB'yfi 

aus  C  wie  in  den  Ikositeira^ern  i^ns  C 

Für  die  Deltoid-Dodeka^der  ^ist4^C'= 

90'' 9  daher  bestimmt  sich  m  aus  ^^  wie  in  den  Tria* 

kisokta^dern  aus  A\ 

ans  B'  co8t'  =  2coi^Byi 

d'  =  35°  16'  +  e' 

m  =  tmngd'^i 
.    III.  Parallelfl&ckig  iemitesierale  Qettalten. 

"9~  i 

sind  im  Allgemeinen  zwei  Kantenwinkel  erforderlich, 
und  daher  entweder  A*'  und  jB^,  oder  C  und  ^%  oder 
B^  und  C*  als  Beobachtungselemente  gegeben. 
1)  A"  und  £^  sind  gegeben;  dann  sey: 

coi^A'' 

so  wird  n  =s  /aiif  v 

2)   C  und  AI'  sind  gegeben ;   man   bestimme  die 
CK.  zu  dem  Oktaeder 

nnll  =^  2eoi\C''y\ 

setze  hierauf        co,  ©  =  'o^ri^i-coikA^ 

9ü^iAy2 
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go^d         «.  =  eo^{45'-0) 

n  =^  eM(4&''—e)tangiÄ' 
3)  Bf  und  C  «ind  gegeben;  Ä  eey  wiedenun 

CO»  JI  i/3— CO»  4^  B* 

«""J  =      »t»iirf/2 

80  ^ird         «»  =  co»(45'"-^)fa»«'i«' 
»  =  co*(45»— ij) 

Für  die  Pentagon -Dodekaeder— 2"  iat  4^  B*       { 
=:  90°,  dabei  bestimmt  sich  i 

aaaC  $inn  =  2eo*iCyi 

eoii}  =  eosll^i 
n  =  eotiiSf-v) 
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Verbesserungen. 


S.    39  Z.  9  T.   u.    lies  die  Dnrchachikittslinie    statt   der 
Durchflchnittspiuict 

—  44    Knd  Tor  den  dra  Fonneln  für  coiXf  Fund  2  die  Zei- 

chen —  wegzulassen. 

—  68  Z.  5  Y.  o.  1.  HoloSdrie  st  llomo^drie 

—  115  Z.  1  T.  o.  ist  nacli  SO^  einzuschalten  40^,   weiches  neu- 

lich am  Granat  Ton  Czüdorli   beobachtet 
wurde. 

—  146  Z.  6  T.  o.  1.  Ikositetra«der  st  IkosaSder 

—  150  Z.  7  ▼.  0.  L  JÜLst.      " 


—  S28  Z.  12  T.  o.  L  ÜÜ?  St.  2Z 

2  fi 

—  413  Z,  6  ▼.  o.  L  /3m^«»+4  st.  /Sn^a^ 
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